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L.p. Temat zaje¢ Liczba godzin
1 | Punkt. Odcinek. Wektor. Kat dwoch wektorow 2
2 | Zastosowanie wektorow 2
3 Prosta - posta¢ wektorowa, parametryczna, og6lna. Kat 5

miedzy prostymi
4 Odlegtos¢ punktu od prostej. Odlegtos¢ miedzy prostymi )
réwnolegtymi. Dwusieczna kata miedzy prostymi
Wazne punkty zwigzane z trojkatem: ortocentrum,
5 | $rodek ciezkosci, Srodek okregu opisanego, Srodek 4
okregu wpisanego. Prosta Eulera
6 | Okrag. Styczna do okregu. 4
7 | Elipsa. Styczna do elipsy. ROwnanie parametryczne elipsy 4
8 | Hiperbola. Styczna do hiperboli 2
9 | Parabola. Styczna do paraboli 2
10 | Zbidr punktoéw na ptaszczyznie 4
11 | Plaszczyzna w przestrzeni. Przekroje bryt plaszczyznami 2
tgczna liczba godzin: 30
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1. Punkt. Odcinek. Wektor. Kat dwdch wektorow.

Przyjmujemy nastepujace oznaczenia:
punkt - A = (x4, V,)
odcinek - AB
dtugos¢ odcinka - AB
wektor - AB = [xg — x45 V5 — V4l

Odpowiednio w programie Geogebra:

@ Wykresy - GeoGebra

Unia Europejska
Europejski Fundusz Spoteczny

[&][ ]~ 0] &)X =]+
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O
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Zadanie 1. Niech @ = [1,2],b = [0,1],& = [-1,1]. Znajdz
a)d=d+b+¢

b)é = 2d—b+0,5¢

o) f = 5d—3b+2¢

d) wspétrzedne takiego wektora %, aby 24 +b — &+ % = 0

Zadanie 2. Wyraz wektor ¢ za pomoca wektoréw d oraz b, jezeli
a)d =[1,-1],b = [4,3],¢ = [-10,—11]

b)d = [-3,4],b = [6,—8

Q) d=[2,-5],b=[-125],¢ = [3,7]

I\_l
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I
—
I
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o
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)
e
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Zadanie 3. Punkty A = (0,0), B = (3,1), € = (1,5) s3g kolejnymi wierzchotkami
réwnolegtoboku. Znajdz wspotrzedne czwartego wierzchotka.

Kat dwoch wektoréw

d= (X4 Yal
b = [xp; yp]
ﬁ
b
XaXp t YaVb
COSsy = ———>=—
|l - |b|
siny = XaYb ~ XpYa
— =T o
. lal - [p]
warunek prostopadtosci wektoréw: XegXp +VaVp =0
warunek réwnolegtosci wektoréw: XV — XpYa =0
. xa ya a7 7 > . .
Liczbe x, y,| = XaYb ~ XpYa Nazywamy wyznacznikiem pary wektoréw a i b i oznaczamy

symbolem det(d, b).
Mozemy wiec zapisac, ze
det(d, b)

RANTH

Zadanie 4. Wykaz, ze trojkat o wierzchotkach A = (1,0),B = (—1,1),C = (3,4) jest
prostokatny. Znajdz miary pozostatych katéw tego trojkata.

Zadanie 5. Dla jakich warto$ci parametru m, wektory a@ = [2, —1] oraz b= [m, 1+ m]sa
prostopadte, a dla jakich sg réwnolegte?
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a = Wektor(A, B)
4
® 2
- (4)
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— (1.5, 25) 1
b = Wektor(A. C) H a=856°
O (1.5) a3 A 1 2 3 4 5
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O
— 85.6°
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2. Zastosowanie wektoréow.
Zadanie 1. Wyprowadz wzdr na wspotrzedne srodka odcinka o danych koncach.
Zadanie 2. Dany odcinek AB, gdzie A = (—1,4) oraz B = (7, —2), podziel na trzy réwne czesci.

Zadanie 3. Wykaz, ze odcinek taczacy Srodki ramion tréjkata jest rownolegty do podstawy
tego tréojkata i o potowe od niej krotszy.

Zadanie 4. Wykaz, ze odcinek tgczacy sSrodki ramion trapezu jest r6wnolegty do podstaw
trapezu, za$ jego dtugosc¢ jest Srednig arytmetyczng dtugosci podstaw tego trapezu.

Zadanie 5. Wykaz, ze Srodki bokéw dowolnego czworokata sg wierzchotkami
réwnolegtoboku. Czy ten réwnolegtobok moze by¢ prostokatem? Kwadratem?

Zadanie 6. Wykaz, ze odcinki tgczace srodki bokéw przeciwlegtych dowolnego czworokata
potowig sie.

Zadanie 7. W kwadracie ABCD na boku AB obrano punkt P tak, ze AP = %AB, na boku BC
obrano punkt Q tak, ze BQ = %BC, na boku CD obrano punkt R tak, ze CR = %CD, na boku DA
obrano punkt S tak, ze DS = %DA. Jaka figurg jest czworokat PQRS?
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Chcac obliczy¢ pole danego trojkata ABC, mozemy na przyktad skorzystac ze wzoru

1 - 1 -
P(AABC) = §|a||b| siny = E|clet(a, b)|

Zadanie 8. Dany jest trojkat ABC o wierzchotkach: A = (0,0), B = (4,1),C = (1,2). Znalez¢
pole, obwod oraz miary katow tego trojkata.

3. Prosta - posta¢ wektorowa, parametryczna, ogélna. Kat miedzy prostymi.

Dany jest punkt A = (—1,3) oraz wektor zaczepiony w punkcie A na przyktad w=[2,1].
Mozemy tatwo wyznaczy¢ wspéirzedne takiego punktu B, Zeby AB = W. Podobnie mozemy
wyznaczy¢ wspotrzedne takiego punktu C, Zeby AC = 2w, punktu D, aby AD = 3w itd.
Ogolnie, jezeli t € R wéwczas istnieje taki punkt P = (x,y), ze

—

AP =t-w
Wobec tego
[x+1L;y—-3]=t-[21]
[x+ 1,y —3] =[2¢t,¢t]
wiec

x+1=2t oraz y—3 =t
i ostatecznie mozemy zapisa¢ rOwnanie prostej w postaci parametryczne;j:
{x =2t—-1
y=t+3
W przypadku og6lnym, przyjmijmy: A = (x4, V4), W = [Xy, Y] oraz P = (x,y).
Rozumujgc jak wyzej, otrzymamy

teR

{x = Xy +t- Xw
Yy=Yatt Yy
co mozna zapisa¢ w postaci macierzowej

Ll=hal+e )

P=A+t-w
Jezeli teraz przyjmiemy, Ze x,, # 0, to z powyzszego uktadu z pierwszego rOwnania mozemy

wyznaczy(¢ t i podstawi¢ do drugiego rownania, otrzymujac:
X — Xy

czy tez po prostu

Y=Ya+ Yw

w
Xw Y =Xy VatYw X —X4 Yy
Yw X=Xy Y+ Xy Ya—Xa" Yy =0
czyli r6wnanie prostej w postaci ogdlnej
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Ax+By+(C=0

Zauwazmy przy tym, ze wektory w = [x,,, ,,] oraz v = [y,,, —x,,] sa prostopadte!

Zatem w rownaniu ogélnym prostej ,wida¢” wektor prostopadty do tej prostej o
wspotrzednych [4, B].

Doskonale mozemy to zilustrowa¢ za pomoca Geogebry, piszac réwnanie prostej w postaci
ogolnej oraz wektor prostopadty.

@ Wykresy - GeoGebra
T e o[ o=
°A//‘.i->'®@é'xu$
eql: 2x—-3y+4=0 =N
u = WektorProstopadty(eql)

-3

3

Mozemy te wlasno$¢ wykorzysta¢ do znalezienia kata miedzy dwiema prostymi. Zauwazmy,
ze ten kat jest rowny katowi miedzy wektorami, ktére do tych prostych sa odpowiednio
prostopadte.

réwnanie prostej wektor prostopadty
Aix+By+C, =0 w = [A4, B4]
A x +By+C, =0 U = [4;, B3]
Jezeli przez y oznaczymy miare kata miedzy podanymi wektorami, to
A{A, + BB,
cosy =

VA% +B? - A3 + B}
Uwaga. Mozna powiedzie¢, Ze proste przecinajg sie pod dwoma katami, ktére w sumie dajg
kat pétpetny. Méwiac ,kat miedzy prostymi” myslimy o mniejszym z nich.

Zadanie. ZnaleZ¢ kat miedzy prostymi 2x + 3y —4 = Q0 oraz —x + 2y + 11 = 0.
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4, Odlegto$¢ punktu od prostej. Odlegto$¢ miedzy prostymi réwnoleglymi.
Dwusieczna kata miedzy prostymi.

Zadanie 1. ZnaleZ¢ odlegto$¢ punktu P = (2,5‘) od prostej x — 2y + 2 = 0.

7 % 5 - -3 2 0 1 2 3 4 5 [ 7 3
-1
prosta |

Znajdziemy rownanie prostej |, prostopadtej do danej prostej, nastepnie wspéirzedne punktu
przeciecia prostych Q, wreszcie odlegto$¢ miedzy tymi prostymi jest szukang odlegtoscig
punktu P od podanej proste;j.
Wektor prostopadty do prostej k ma wspotrzedne [1, —2].
Réwnanie macierzowe prostej I:

X

b=+ e[

Stad po krotkich przeksztatceniach dostajemy
prostal:2x +y —9 =0
Punkt Q otrzymamy, kiedy rozwigzemy uktad rownan

x—2y+2=0
{2x+y—3 =0
A wiec
16 13
=(53)
Zatem
2 2

R

Zamiast wykonywac te rachunki, mozemy skorzysta¢ z gotowego wzoru na odlegto$¢ punktu
P = (xp,yp) od prostej o rownaniu Ax + By + C = 0:
g |Axp + Byp + C|

VAZ + B2
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W naszym zadaniu mamy:

1-2—-2-5+2| 6
d= =-+5
V12 + 22 5

Zadanie 2. ZnaleZ¢ odleglto$¢ miedzy prostymi rownolegtymi o rownaniach:
x—2y+2=0orazx—2y—6=0.
Od razu skorzystamy ze wzoru na odlegto$¢ miedzy prostymi rownolegtymi o réwnaniach
Ax + By + C; = 0oraz Ax + By + C, = O:
L_la-cl
VAT 1 B
Wiec w naszym przypadku

8
d_gx/E

Zadanie 3. Dla jakich wartos$ci wspo6tczynnikéw A i B prosta Ax + By + 1 = 0 tworzy z osig 0X
kat 450 ?

Zadanie 4. Dane sg rownania bokéw réwnolegtoboku: 8x + 3y +1=0,2x +y — 1 = 0 oraz
réwnanie jednej przekatnej: 3x + 2y + 3 = 0. ZnajdZ wierzchotki tego rownolegtoboku.

Réwnania dwusiecznych katéw miedzy prostymi A;x + B;y + C; = 0iAd,x + B,y +C, =0
znajdziemy przyréwnujgc wzory na odlegto$¢ punktu od proste;j:
|A1x + By + C1|  |Azx + Byy + Gy
VA% + B? VA% + B?
Zatem w praktycznie kazdym zadaniu czekaja nas ucigzliwe rachunki z liczbami
niewymiernymi. Pamietamy (?), Ze dwusieczne katéw przylegtych sg prostopadte.

Zadanie 5. Napisz rdwnania dwusiecznych katéw utworzonych przez proste 3x + 4y = 0 oraz
6x—8y+7=0.

5. Wazne punkty zwigzane z tréjkgtem: ortocentrum, srodek ciezkosci, srodek
okregu opisanego, srodek okregu wpisanego. Prosta Eulera.

Ortocentrum - punkt, w ktdrym przecinajg sie wysokosci w trojkacie

Srodek ciezkosci - punkt, w ktérym przecinaja sie srodkowe bokéw tréjkata

Srodek okregu opisanego - punkt, w ktérym przecinaja sie symetralne bokéw tréjkata
Srodek okregu wpisanego - punkt, w ktérym przecinaja sie dwusieczne katoéw tréjkata
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Zadanie (Geogebra). Narysuj dowolny tréjkat o wierzchotkach A, B oraz C, a nastepnie
skonstruuj ortocentrum, srodek ciezkosci, srodek okregu opisanego i Srodek okregu
wpisanego. Ukryj wszystkie pomocnicze linie i pozostaw jedynie dany trojkat oraz cztery
skonstruowane punkty. Przesuwajac jeden z wierzchotkdw trojkata zobacz, co dzieje sie z
tymi punktami. Co zauwazyt Euler?

6. Okrag. Styczna do okregu.

Okregiem o $Srodku w punkcie S i promieniu r nazywamy zbiér punktéw ptaszczyzny
oddalonychodSor.

Niech S = (a, b) oraz P = (x,y) bedzie punktem lezgcym na okregu. Zatem PS = r, wiec
Jx—a)2+ @ —-b2=r
(x —a)*+ (y —b)*> =r?
Mozemy powiedzie¢, Ze to jest posta¢ kanoniczna réwnania okregu.
Po wykonaniu potegowania i przeniesieniu wyrazéw na jedna strone, otrzymujemy:
x2+y%—2ax—2by+ (a®+b*—-712)=0
czyli rownanie okregu w postaci ogdlne;j.
Czesto dane jest r6wnanie okregu w postaci ogélnej i wtedy nalezy je sprowadzi¢ do postaci
kanonicznej przez ,uzupetnianie do kwadratu dwumianu”, co przedstawimy na ponizszym
przyktadzie.

x2+y?—10x—4y+4=0

x2—10x +[_|+y*—4y+[ J+a=0+] |+[ ]
x? —10x +[25]+ y? — 4y +[4]+ 4 = 0 +[25] + [4]
(x—5)?%+ (y —2)? =52
Zadanie 1. ZnaleZz¢ $rodek i promien okregu:
a)x?—-2x+y?=0
b)x?+y?—2x—-2y—7=0
O)x?+y2—8x+2y+16=0

Zadanie 2. ZnaleZ¢ rownanie okregu przechodzacego przez punkty:
A=(26),B=(5-3),C=(95).

Okrag a prosta.
Prosta przecina okrag w dwéch punktach, w jednym lub w Zadnym, zaleznie od tego, czy jej
odlegtos¢ od Srodka okregu jest mniejsza, rowna badz wieksza od promienia tego okregu.

Zadanie 3. Zbadaj wzajemne potozenie prostej i okregu:
a)y =2x, x*2+y%=100
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bx+2y+3=0 (x—1)2?+(@y+2)?=1
A)x—my—1=0, x2+ (y — 2)? = 4 wzalezno$ci od warto$ci parametru m.

Zadanie 4. Napisa¢ réwnania stycznych do okregu x2 + y% — 2x + 2y — 2 = 0 i réwnolegtych
do prostej y = 2x.

Zadanie 5. Napisa¢ réwnania stycznych do okregu (x + 2)? + (y + 1)? = 9 i prostopadtych do
prostejx +y + 1 =0.

Zadanie 6. Napisa¢ rownania stycznych do okregu x? + y? = 4 przechodzgcych przez punkt
P =(0,4).

Zadanie 7. Na osi OX znaleZ¢ taki punkt, z ktérego ,wida¢” okrag x? + y% = 9 pod katem
prostym.

Zadanie 8. Napisa¢ réwnania wspolnych stycznych do okregéw o réwnaniach x? + y? = 41
(x —8)% + y? = 16.

Sposob 1. Niech §; = (0,0)i S, = (8,0) beda Srodkami okregdéw oraz y = ax + b bedzie
réwnaniem wspélnej stycznej. Srodek okregu lezy w odlegtosci promienia od stycznej, zatem
|Axs+Bys+C|

s = R przyczymax -y +b =0.
W naszym zadaniu mamy dla obu okregéw uktad réwnan:

bl _ 2 oraz 24tbl
Vaz+1 VaZ+1

Wobec tego

|b| = 2va? + 1oraz|8a + b| = 4Vva? + 1
czyli |8a + b| = |2b|. Wynika z tego, ze albo 8a + b = 2b albo 8a + b = —2b. Pierwsza

zalezno$¢ daje b = 8a, druga-b = — g a.

Wstawiajgc do powyzszego uktadu b = 8a, dostajemy |8a| = 2va? + 11 po podniesieniu do
kwadratu mamy 64a? = 4a? + 4, a stad

a= i\/% - b= i8\/% >y = i\/%x + 8\/% (réwnania dwdch stycznych)

Analogicznie, wstawiajac do powyzszego uktadu b = — g a, dostajemy |—§a| = 2Va?+ 1lipo
podniesieniu do kwadratu mamy %4612 =4a% + 4, czylia? = ;, a stad

a= i\/é - b= ?g\/é -y = i\/éx + g\/é (réwnania dwdch stycznych)
Zapiszemy otrzymane réwnania stycznych w postaci og6lnej:

styczna 1: x—+vV15y+8=0
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styczna 2: x+vV15y+8=0
styczna 3: 3x —V7y—-8=0
styczna 4: 3x+V7y—-8=0

Sposob 2.

S: =(0,0),5, = (8,0),A = (—a,0), P1i P2 to punkty stycznosci
Trojkaty AS1P1i AS2P2 sg podobne (dlaczego?), zatem

Slpl SZPZ
AS, _ AS,
2 4

E=a+8

stad a = 8, wiec A = (—8,0).
Dalej, z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata AS1P1, mamy AP, = V64 — 4 = 2/15.
Mozemy wiec obliczy¢ tangens kata S1AP1

_ 2 _ 415
tan S;AP; = AT
ktéry przeciez jest wspotczynnikiem kierunkowym prostej stycznej AP1P2. Wobec tego

réwnanie tej prostej y = ax + b mozna zapisa¢ w postaciy = %x + b. Uwzgledniajac, ze

prosta przechodzi przez punkt A, znajdziemy b = %\/ﬁ

W ten sposdb otrzymaliSmy rownanie pierwszej stycznej w postaci kierunkowej

V15 8
y—Ex+E\/E

réwnowazne otrzymanemu wcze$niej rOwnaniu stycznej 1 w postaci ogdlne;j.
Zauwazmy, Ze styczna 2 jest symetryczna do stycznej 1 wzgledem osi OX, stad natychmiast
wynika, Ze styczna 2 ma rOwnanie

Vi5 8
y——Ex—E\/E

Musimy jeszcze znaleZ¢ rownania pozostatych stycznych.
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S: =(0,0),5, = (8,0),A = (a,0), P1i P2 to punkty stycznosci
Trojkaty AS1P1i AS2P2 sg podobne (dlaczego?), zatem

S1Py 5P,
AS, A4S,
2 4

EZS—a

a stad mamy a = g, czyliA = (g, 0). Pozostaje tylko znaleZ¢ tangens kata P1AS1.

W ten sposéb otrzymamy réwnania dwdéch stycznych, czyli zadanie zostato rozwigzane.

7. Elipsa. Styczna do elipsy. R6wnanie parametryczne elipsy.

Elipsa jest miejsce geometryczne punktu P, ktérego odlegtosci od dwdch punktow staty
F’, zwanych ogniskami, spelniajg warunek

PF + PF' = 2a,
gdzie 2a jest stalg wieksza niz odlegtos$¢ ognisk.

ch Fi

Odlegtos¢ FF’ nazywamy ogniskowg elipsy, za$ odcinki PF i PF’ nazywamy promieniami

wodzacymi punktu P.

str. 13

Projekt ,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan”.

Opracowanie wspétfinansowane przez Unie Europejska z Europejskiego Funduszu Spotecznego
w ramach Wielkopolskiego Regionalnego Programu Operacyjnego na lata 2014-2020



. . *
/| SAMORZAD WOJEWODZTWA Unia Eu I'ODEJSka 2
WIELKOPOLSKIEGOD Europejski Fundusz Spoteczny LI

Fundusze
Europejskie
Program Regionalny

Przyjmijmy nastepujgce oznaczenia: P = (x,y),F = (¢, 0),F' = (—c,0).
PF + PF' = 2a
Jax—c)2+y2+(x+c)2+y2=2a
xZ—2cx+c2+y2+x2+20x+cz+y2+2\/—\/—:4a2
202+ 2y +2c2+ 24 =4a?

\/_\/_=2a2—x2—y2—c2
((x =) +y»)((x +c)* +y?) = (2a® — x* — y? — c?)?
(2 +y2+c? = 2cx)(x? + y? + c? + 2cx) = (2a? — x? — y? — ¢?)?
Podstawienie: x2 + y2 + c2 =t

(t — 2cx)(t + 2¢cx) = (2a® — t)?

t? —4c%x? = 4a* — 4a®t + t*
4a’t — 4c*x? = 4a*
a’t — c*x? = a*
a?x? + a?y? — c?x% = a* — a?c?
(a2 — c))x? + a?y? = a?(a? — ¢?)

Podstawienie: a? — ¢? = b?
b2x? + a?y? = a?bh?

2 2

FEANTRE
Zauwazmy, ze AA' = 2a,FB = BF' = a, BB’ = 2b.
Odcinek A4’ nazywamy oS wielka elipsy, BB’- 0§ mata elipsy, punkty 4, 4; Bi B’ to
wierzchotki elipsy, a liczbe ¢ nazywamy po6togniskowa elipsy.
Dodatkowo, liczbe

Qo

Nazywamy mimosrodem elipsy.
Jak tatwo zauwazy¢, e < 1.

. . . . , . x? 2 . .
Pole powierzchni ograniczone elipsg o rownaniu = + =1 jest rowne mab.
a b2
Proste o rownaniach
aZ
x=+—
c

Nazywamy kierownicami elipsy.

Zadanie 1. Naszkicuj elipse oraz wyznacz wspotrzedne ognisk, mimos$rdd i rownania
kierownic elipsy danej rownaniem:
a) 4x% + 9y? = 36 b) 2x* + 5y =6 )x?+5y2=1
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Zadanie 2. Punkty A = (—6,—4), B = (8, —3) nalezg do elipsy, ktérej osiami symetrii sg osie

uktadu wspotrzednych. Napisz réwnanie tej elipsy.
Zadanie 3. Oblicz pole kwadratu wpisanego w elipse.

Zadanie 4. W elipse x? + 4y? = 36 wpisano trojkagt rownoboczny w ten sposéb, ze jednym z
jego wierzchotkow jest wierzchotek elipsy znajdujacy sie w dodatniej czeSci osi OX. Znajdz
wspotrzedne pozostatych wierzchotkdw tego trojkata.

Zadanie 5. Napisz rownania stycznych do elipsy
X2 y?
—+==1
25 16
12

i przechodzacych przez punkt P = (4, - )

Zadanie 6. Na osi OX znajdz punkt, z ktérego widac elipse

xZ yZ
4+ =1
CR

pod katem prostym.
Zadanie 7. Narysuj dowolna elipse, oznacz jej ogniska. Zaznacz na elipsie dowolny punkt P.
Skonstruuj styczng do elipsy w punkcie P oraz dwusieczng kata miedzy promieniami

wodzacymi punktu P. Poruszaj punktem P. Co ciekawego zauwazyte$? Sformutuj odpowiednia
hipoteze.

Réwnanie parametryczne okregu i elipsy.

P=(x.y)

P=(x,y) = (rcose,rsingp)
Na przyktad
x = 1cos¢@ = cos ¢

0 0
y = 1singo=sin<p'(pe<0 ,360°),

- dla okregu o réwnaniu x? + y? = 1 mamy {
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- dla okregu o réwnaniu x? + y? = R? mamy {

x =Rcose

0 0
) = Rsing @ € (0°,360%)
x=a+ Rcos¢

- dla okregu o réwnaniu (x — a)? + (y — b)? = R? mamy { @ € (0°,360°),

y=b+ Rsin¢’

- dla elipsy o réwnaniu

X2 y?

2tpE=1
mamy

X 2 y 2
ORIGEE

wiec

x y .
—=Cos¢ oraz =sing

X = acosq@ o o
{y=bsin<p’ @ €(0°,360°).

8. Hiperbola. Styczna do hiperboli.

Hiperbola jest to miejsce geometryczne punktu P, ktérego odlegtosci od dwéch punktow
statych F i F’, zwanych ogniskami, spetniajg warunek

|PF — PF'| = 2a,
gdzie 2a jest statg mniejsza niz odlegtos$¢ ognisk 2c.

Niech P = (x, y) bedzie punktem na hiperboli oraz F = (c,0) i F' = (—c, 0) bedg jej
ogniskami. Woéwczas warunek |PF — PF'| = 2a jest rownowazny warunkowi

(PF — PF")? = 4q2
i dalej

2
(\/(x— )2 +y2 —/(x +c)? +y2) = 4q?
X2 —2cx+2+y +x2+2cx+c2+y2—2y =4a?
2x% + 2y% + 2¢% - 2\/_\/_ = 42
X2+y2+ct—y  =2a
Podstawmy teraz x? + y? + c? = t, zatem
V=02 +y2/(x+ )2 +y2 =t —2a?
(x% = 2cx + c? + y?)(x? + 2cx + ¢? + y?) = (t — 2a?)?
(t — 2cx)(t + 2cx) = (t — 2a?)?
t? — 4c?%x? = t? — 4d?t + 4a*
a’t —c*x? = qa*

a’x? + a?y? + a%c? — ¢?x? = a*
(@% — c¥)x? + a?y? = a?(a? — ¢?)
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Podstawienie: ¢ — a? = b? daje nam teraz
b2x2 — a2y? = q2h2
czyli ostatecznie

Punkty A i A’ nazywamy wierzchotkami hiperboli.

. : b o :
Proste o rownaniach y = + — X s3 asymptotami hiperboli.

Zadanie 1. Uzupetnij tabelke zgodnie z przyktadem i narysuj podane krzywe:

réwnanie 9x% — 16y% = 144 x2—y2=1 4y? — 2x%2 =4
2 2
. L x° y
rownanie osiowe =
16 9
potos rzeczywista a=4
po6tos urojona b=3
3
asymptoty y== Zx
A= (4)0),
wierzchotki A :((_4),0)
potogniskowa c=+a2+b2=5
: F = (5,0),
k
ogniska F' = (=5,0)

Zadanie 2. Napisz rownanie hiperboli znajac jej asymptoty y = + % xijejjeden punkt P =
(5,2).

Zadanie 3. Oblicz miare kata miedzy asymptotami hiperboli

x2 yZ

16 9
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Zadanie 4. Napisz roéwnanie stycznej do hiperboli x? — 2y? = 8 i réwnolegtej do prostej y =
2x — 3.

9. Parabola. Styczna do paraboli.

Parabola jest to miejsce geometryczne punktu, ktérego odlegtosci od punktu statego F,
zwanego ogniskiem, i od prostej k (F € k), zwanej kierownicg, sg rowne.

1
M=(-5p0) P=(xy)

KF = p to tzw. pétparametr
Z definicji paraboli dostajemy MP = PF, zatem

2

(co3) =(e=g0) +»

1 1
x2+px+1p2=x2—px+zp2+y2

y? = 2px
W ten sposéb otrzymaliSmy rownanie wierzchotkowe paraboli.

Jak wykresli¢ parabole za pomoca np. programu Geonext?

1. Rysujemy kierownice i ognisko F.

2. Na kierownicy zaznaczamy dowolny punkt M.

3. Kreslimy prosta prostopadtag do kierownicy i przechodzacg przez punkt M.
4. Konstruujemy symetralng odcinka FM (dlaczego?)

5. Punkt przeciecia tych prostych lezy na paraboli.

Zadanie 1. Znajdz ognisko i kierownice paraboli o réwnaniu
a)y?=3x, b)y?=-2x.
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Zadanie 2. W jaki sposob znalez¢ wierzchotek, ognisko i kierownice paraboli o réwnaniu y =
x2+2x+27?

Zadanie 3. Napisz réwnanie prostej, zawierajacej te cieciwe paraboli y? = 4x, ktorej $rodkiem
jestpunkt M = (2,1).

Zadanie 4. Napisz réwnanie prostej stycznej do paraboli y? = zx i rownolegtej do prostej y =

1
- X.
4

Zadanie 5. Napisz réwnanie stycznych do paraboli y? = 12x wyprowadzonych z punktu M =
(—=2,1) oraz znajdz kat, pod ktérym wida¢ parabole z tego punktu.

Zadanie 6. Na osi OX znajdz taki punkt, z ktérego wida¢ parabole y? = 2px pod katem
prostym.

Pole obszaru ograniczonego parabolg o réwnaniu

flx) = alx = x)(x — x)

oraz osig odcietych mozna obliczy¢ wg wzoru

1 3
P = 3 la|(x; — x1)

T

Zadanie 7. Oblicz pole P obszaru ograniczonego parabolg f(x) = —x? + 9 i osig odcietych.
Niech A i B beda punktami przeciecia tej paraboli z osig odcietych, a W jej wierzchotkiem. Ile
razy P jest wieksze od pola trojkata ABW?
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Zadanie 8.

Na trojkacie rownobocznym T o boku 2a opisano
parabole. Dobierzmy uktad wspétrzednych w ten
sposob, aby wierzchotek C lezal na osi rzednych, a
wierzchotki A i B lezaty na osi odcietych.

a) Napisz réwnanie tej paraboli.

b) Oblicz pole P powierzchni ograniczonej tg parabola
i osig odcietych.

c) Oblicz stosunek P do pola trojkata T.

10. Zbiér punktéw na plaszczyZnie.

Zadanie 1. Co to za krzywa:

aA)x?+y*+4x+4y+7=0 b)x*—y*+4x—4y—1=0
O)x?+2y’+4x+8y+11=0 d)y?—4x?2=0
e)xy?—4x2=0 Dxy—y—x+1=0

Zadanie 2. Wyznacz zbiér $rodkéw tych cieciw paraboli y = 3x?2, do ktérych nalezy punkt A =
(0,2).

Niech punkty M = (x;, yy) oraz K = (xg, Yx) leza na danej paraboli, a punkt P = (xp, yp) lezy
na $rodku cieciwy KM. Skoro tak, to xx + x3; = 2xp oraz yx + yyu = 2¥p.
Cieciwa KM lezy na prostej o rownaniu y = ax + b, a punkt A lezy na tej prostej, wiec b = 2.
Zatem y = ax + 2. Punkty Ki M lezg na paraboli y = 3x2 i na prostej y = ax + 2, wiec ich
wspotrzedne sg rozwigzaniem uktadu rownan
{ y = 3x2
y=ax + 2
czyli
3x2—ax—-2=0

Rozwigzaniem tego rownania sg xg i x,;, wiec ze wzorow Viete’a dostajemy
a
Xk + Xy = § = pr

Z drugiej strony mamy
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2
2yp = yx + Yu = 3x% + 3x = 3(xg + xp)% — 6xKxy = 3 - 4x5 — 6(—5) =12x3+4

Zatem
yp = 6x3 + 2
Jak teraz tatwo zauwazy¢, punkt P lezy na paraboli o réwnaniu y = 6x2 + 2.

45

M
35

25

Zadanie 3. Znalez¢ zbior sSrodkow okregdw przechodzacych przez punkt P = (0,4) i stycznych
do osi OX.

7 Niech S = (xg,ys), wiec T = (xg, 0).
5 Z tresci zadania wynika, ze SP = PT,
5 wiec

X3+ (s — 9% =yé
czyli po niezbednych przeksztatceniach

1,
2 Vs = gxs + 2
1 Jak wida¢, punkt S lezy na paraboli o
i s réwnaniu
- _ 1y +2
y=3g*

Zadanie 4. ZnaleZ¢ zbiér punktéw, ktérych odlegto$¢ od punktu F = (6,0) jest rowna potowie
odlegtosci od osi OY.

Zadanie 5. Napisa¢ rdwnanie zbioru punktow jednakowo odlegtych od poczatku uktadu
wspoéirzednych i od punktu P = (1,4).
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Zadanie 6. Znalez¢ zbior punktéw jednakowo oddalonych od okregu x% + y? = 1001 od
punktu P = (6,0).

Zadanie 7. Napisz rdwnanie krzywej bedgcej zbiorem wszystkich Srodkéw okregéw stycznych
zewnetrznie do okregu x? + (y — 2)? = 1i stycznych do prostej y = —2.

Zadanie 8. Napisz rdwnanie krzywej, ktora jest zbiorem wszystkich srodkéw okregéw
stycznych jednocze$nie do okregu x2 + y? = 9 i do osi OX.

Zadanie 9. Znalez¢ rOwnanie prostej zawierajgcej cieciwe okregu o réwnaniu x? + y? — 2x —

3 = 0 wiedzac, ze punkt A = (2, — %) jest Srodkiem tej cieciwy.
Zadanie 10. Dany jest zbiér tréjkatéw o wspoélnym wierzchotku A = (0,4). Boki tych tréjkatow
przeciwlegte wierzchotkowi A zawierajg sie w prostej o rownaniu y + 4 = 0 i kazdy z nich ma

dtugos$c¢ 4. Napisz rownanie krzywej, ktora jest zbiorem srodkéw okregéw opisanych na tych
tréjkatach.

11. Plaszczyzna w przestrzeni. Przekroje brylt plaszczyznami.

W tym ostatnim juz punkcie naszego kursu skupimy sie na sze$cianie i wielkoSciach z nim

zwigzanych.
.
° < G A =(0,0,0), B = (4,0,0) punkty lezg na osi OX
4 D = (0,4,0) lezy na osi OY
; B E = (0,0,4) lezy na osi 0Z
2 5. ponadto
% C = (4,4,0)
F = (4,0,4)
G = (4,44)
H = (0,4,4)
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Dtugos¢ odcinka liczymy tak samo jak na ptaszczyZnie, na przyktad policzymy dtugos¢

przekatnej sze$cianu:

AG =(4—-0)2+(4—-0)2+(4—-0)2 =316 =43

Wektor w przestrzeni ma trzy wspétrzedne, na przyktad

B_G) = [XG —XB, Y6 — VB Zg — ZB] = [0,4,4] g |B—G)| = 02 + 42 + 42 = 4‘\/5
ﬁ = [JCE - xB,yE - yB, Zg — ZB] = [_4,0,4] - |ﬁ| = \/(_4‘)2 + 02 + 4‘2 = 4"\/5

Analogicznie,
a= [Xa; Yai Zal
b = [xp; Yb; Zp]
_ XaXp tYaVp T ZaZp
cosy = —
|d| - |b|
wiec

0-(—4)+4-0+4-4 16 1
— ——))/=60°

B—G)'ﬁ = = — =
cos( ) N N 32 -3

Zauwazmy, Ze tréojkat BGE jest rownoboczny (dlaczego?), wiec powyzszy wynik jest oczywisty
bez rachunkéw...

Zadanie 1. Znajdziemy miare kata nachylenia przekatnej szeScianu do ptaszczyzny podstawy.

Szukamy miary kata CAG.
AC = [4,4,0] » AC = 42
AG = [4,4,4] » AG = 43
XgXp + +2z,2z, 164+16+0 32 /6
a’*b yayb a4b _ _ _— LCAG ~ 35015I52n

cos CAG = = = = =
ldl - |b] 4243 16vV6 3
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Zadanie 2.

I =(4,0,2),] = (0,4,2) (Srodki krawedzi
bocznych)

m

Napiszemy réwnanie ptaszczyzny

zawierajacej trojkat Al] i sprawdzimy, czy

punkt G lezy na tej ptaszczyZnie.

Rdéwnanie ogolne ptaszczyzny
Ax+By+Cz+D =0

Wstawiamy kolejno punkty A, I oraz ] do réwnania ptaszczyzny:
A-0+B-0+C-0+D=0
{A-4+B-O+C-2+D=O
A-0+B-4+C-2+D=0

D=0
4A+2C+D =0
4B+2C+D=0

D=0
4A = -2C
4B = —-2C
( D=0
IA L
{ =3

_ 1
B=-5c¢

zatem

L ey i =0
peX Ty TREE

czyli rownanie ptaszczyzny tox +y — 2z = 0.
Punkt G ma wspétrzedne (4,4,4), wiec 4 + 4 — 8 = 0, czyli nalezy do ptaszczyzny zawierajacej
tréjkat AlJ.

Zadanie 3. W szeScianie zaznaczono Srodki odpowiednich bokéw i otrzymano szeSciokat
KIMN]JL. Podaj wspotrzedne wierzchotkéw tego szesSciokata i napisz rOwnanie ptaszczyzny,
ktéra zawiera ten szeSciokat. Czy figura jest wielokgtem foremnym?
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Zadanie 4. Na ponizszym rysunku przedstawiono sze$cian oraz punkty K, I, ], L, ktére potowia
odpowiednie krawedzie sze$cianu. Wykaz, ze figura KIGJL nie lezy na ptaszczyznie, tzn.
ponizszy rysunek jest swego rodzaju iluzja.

str. 25

Projekt ,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan”.
Opracowanie wspétfinansowane przez Unie Europejska z Europejskiego Funduszu Spotecznego
w ramach Wielkopolskiego Regionalnego Programu Operacyjnego na lata 2014-2020



Fundusze R ; i i
Europejskie W camorran etz . InigEuropelskal |
Program Regionalny N pej P y S
Zadanie 5.
NYBRANE PRZEKROJE SZESCIANU
. "\\\;\7 '/,-'/\\
= 1 S [ _ 1‘
i | 1
Y |
- pu==—= Ta plansza wisi w sali 12.
—__ N e . . . L.
At réwnoboczny R L Przyjrzyjmy sie blizej
) _— g —— pieciokatowi, ktory przypomina
T [ ten (nieudany) z zadania 4.
‘ | Na jakiej wysoko$ci sa
| . wierzchotki lewy i prawy, jezeli
-_— | przyjmiemy, Ze dwa wierzchotki
Prostokat Romb w gtebi rysunku leza na
= N e $rodkach krawedzi sze$cianu?
7 | | i
q Szesciokat forem

Odpowiedzi do wybranych zadan
l1a. d =[0,4]

11b. é=[2,2]
1.1c. f=1[39]
11d. % =[-3,—4]

1.2a. ¢=2d—3b

1.2b. &= (4 +2p)d + pb, gdziep € R
1.2c. nie dasie

13 D= (=24

14  a=90°p ~ 63°y ~ 27°

1.5 dlam = 1 wektory sg prostopadte, dlam = —% wektory sa réwnolegte
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21 A= (x4y4),B=(xp,y8) = Sap = (XA+xB,yA+3’B)

2 2
5 13
22 P= (5,2),(2 = (2,0
2.8  pole =3,5[j%],0bwdd =~ 9,52[j],a = 49°,B ~ 32°,y ~ 98°

43 B=-4, A+0
44 A=(-25),B=(1,-3),C=(8,—-17),D = (5,-9)
45 x= —l,y =L
12 16
6.1a. S=(1,0),R=1
6.1b. S=(1,1),R=3
6.1cc. S=(4,—-1),R=1
62 (x—5)72+(y—-2)2=25
6.3a. prosta zawiera Srednice okregu
6.3b. prosta zawiera Srednice okregu

6.3c. m= % — prosta styczna do okregu
m > % — prosta nie ma punktéw wspélnych z okregiem
m < % — prosta przecina okragg w dwo6ch punktach

64 y=2x—-3+2/5

65 y=x+1+3V2

66 y=+V3x+4

6.7 A= (-3v2,0), B=(3v2,0)

7.1
rownanie elipsy 4x? +9y? = 36 2x2+5y2=6 x?2+5y?2=1
P 35 0 e 2V5 0
| F=(Bo), =\ =50
ogniska
F' = (=V5,0) 3V5 2v/5
F=C%50 | F=C750
L V5 V15 2V5
mimosréd | ¢ =-—~0,75 e=—~077 e=—~089
3 15 5
kierownice x = +%§ x = +V5 X = +§
o -2

72  x*+4y?2 =100

4a2bp?
73 ==

6 12
74 (2£243)

7.5 16x+ 15y —100=10
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76 A=(-V13,0),B = (V13,0)

8.1
réwnanie x2—y2=1 4y? — 2x% = 4
2 y2 y2 X2
réwnanie osiowe — =1 =1
1 1 1 2
potos rzeczywista a=1 b=1
p6tos urojona b=1 a=+2
asymptoty y=xx y = igx
_ , A = (1,0), A =(0,1),
hotk
wierzchotki A = (—1,0) A= (0,-1)
pétogniskowa c=12 c=+3
F = (v2,0), F =(0,V3),
ogniska ( ) ( )
F' = (=V2,0) F' = (0,—V3)

82 x2—4y?2=9
83 y=84°

84 y=2x+27
9.1a

91b F = (—%,0),x -

9.2 y= (X + 1)2 + 1 to parabolay = xz, o} ognisku F = (0&) i kierownicyy — _%'
przesunieta o wektor w = [—1,1], czyli F' = (—1,%),31’ = %.
93 2x—y—-3=0

94 x—4y+3=0

9.5 x—y+3=03x+2y+4=0,y=79°

9.6 M= (-%,0)
9.7 P =36[j*] =>P(AABW)

98a. y= —?xz + a3
9.8b. P ==v3a?[j?]
9.8c. 4:3

10.1a. okrag

10.1b. hiperbola
10.1c. elipsa
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10.1d.
10.1e.
10.1f.

10.4
10.5
10.6
10.7
10.8
10.9
10.10
11.3

11.4

11.5

SAMORZAD WOJEWODZTWA
WIELKOPOLSKIEGO

dwie proste przecinajace sie

parabola i prosta

dwie proste prostopadte
(x-8)% | ¥? _ 1

elipsa——+
16 12
symetralna odcinka OP: 2x + 8y — 17 =0
. C(x-3)2 y_2 _
elipsa: s T = 1
= L,2 1
parabola: y = X 3
oy =123, -1,2_3
parabole: y = cXxT iy =-xt -2

prosta: 2x —y—45=0

1 5, 1
arabola:y = —x“ — =~
p Y =16 4

Unia Europejska
Europejski Fundusz Spoteczny

K =(2,0,0),I = (4,0,2),M = (42,4),N = (2,44),] = (0,4,2),L = (0,2,0)

réwnanie ptaszczyzny: x + y—z—2 =10
figura jest szeSciokagtem foremnym

**

* gk

*

*

ptaszczyzna zawierajgca punkty K, [, ] oraz L ma ré6wnaniex + y —z—2 =0,

natomiast punkt G = (4,4,4) nie spetnia tego rownania

wierzchotki lezg na wysokosci 2 /3 dtugosci krawedzi bocznej
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