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godzin
Zadanie o suplementach diety, jako praktyczny przyktad wykorzystania metod al- 2
gebry liniowej w zagadnieniach ekonomicznych.
Macierze i ich typy. Wybrane operacje na macierzach 3

2.1 Wprowadzenie.

2.2 Okreslenie macierzy i jej cechy charakterystyczne.

2.3 Zasadnicze rodzaje macierzy.

2.3.1 Macierz zerowa.

2.3.2 Macierz jednostkowa.

2.3.3 Macierz wspotczynnikéw uktadu réwnan liniowych, macierz rozszerzona
uktadu rownan liniowych.

2.4 Podstawowe operacje na macierzach.

2.4.1 Ré6wno$¢ macierzy.

2.4.2 Operacja transponowania macierzy.

2.4.3 Operacje elementarne na macierzach (OE1, OE2, OE3).

2.4.4 Posta¢ zredukowana macierzy, posta¢ catkowicie zredukowana macierzy.

Metoda eliminacji Jordana - Gaussa w odniesieniu do uktadow réwnan liniowych. 5
3.1 Wprowadzenie.

3.2 Metoda eliminacji Jordana — Gaussa rozwigzywania uktadow réwnan liniowych
W ujeciu praktycznym.

3.2.1 Przyktad uktadu sprzecznego.

3.2.2 Przyktad uktadu réwnan posiadajacego doktadnie jedno rozwigzanie.

3.2.3 Przyktad uktadu réwnan liniowych, ktory posiada nieskofniczenie wiele ro-
zwigzan zaleznych od jednego parametru. Zastosowanie ekonomiczne.

3.2.4 Przyktad uktadu réwnan liniowych, ktory posiada nieskoficzenie wiele ro-
zwigzan zaleznych od dwoch parametrow. Zastosowanie ekonomiczne.

3.3 Rozwigzania bazowe.

Metoda eliminacji Jordana - Gaussa w odniesieniu do uktadow nieréwnosci linio- 5
wych

4.1 Co to jest uktad nieréwnosci liniowych.

4.2 Uktady nieréwnosci liniowych z dwiema niewiadomymi.

4.3 Metoda og6lna rozwigzywania uktadéw nieréwnosci liniowych.

Metoda sympleks w odniesieniu do zagadnienia optymalizacji funkcji celu. 5
5.1 Wprowadzenie pojecia standardowego zagadnienia maksymalizacji oraz stan-
dardowego zagadnienia minimalizacji w programowaniu liniowym.

5.2 Metoda sympleks dla n-wymiarowego standardowego zagadnienia maksyma-
lizacji.

5.3 Metoda sympleks dla n-wymiarowego standardowego zagadnienia minimali-
zacji. Zagadnienie dualne.

Laczna liczba godzin 20
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Modul nr 1
Tematyka: Zadanie o suplementach diety, jako praktyczny przyktad wykorzystania metod
algebry liniowej w zagadnieniach ekonomicznych.

Zadanie o suplementach diety.

Sanatorium uzupetnia diet¢ kuracjuszy o suplementy witaminowe S, S, S3, podawane
w tabletkach. Kazdy z suplementéw zawiera inny procent dziennego zapotrzebowania orga-
nizmu na witaminy A, C, D. Jedna tabletka suplementu S: dostarcza odpowiednio 40%,
20%, 10% dziennego zapotrzebowania na witaminy A, C, D, jedna tabletka suplementu S
dostarcza po 10% dziennego zapotrzebowania na witaminy A, C oraz 30% zapotrzebowania
na witaming D. Tabletka suplementu Sz dostarcza odpowiednio 10%, 50%, 20% dziennego
zapotrzebowania na witaminy A, C, D.

Glowny lekarz sanatorium okreslit, ze kazdy kuracjusz powinien kazdego dnia przyjacé
180% dziennego zapotrzebowania na witaming A, 200% — na witaming C oraz 190% — na
witaming D.

Ile tabletek kazdego suplementu powinien przyjac kuracjusz kazdego dnia, by spelnione
zostalty zalecenia dotyczace norm dziennych dawek witamin?

Rozwigzanie zadania o suplementach diety (wersja pogladowa).
Umies¢my dla przejrzysto$ci wszystkie dane wystepujace w zadaniu w nastepujace;j
tabeli:

Suplementy Dzienna norma
Witaminy | S1 | S2 | S3 witamin

A 40% | 10% | 10% 180%

C 20% | 10% | 50% 200%

D 10% | 30% | 20% 190%

Przyjmijmy, ze niewiadome Xi: Xz, X3 oznaczaja szukang liczbg tabletek suplementow
odpowiednio Si, Sz, Ss3. Zgodnie z trescig zadania, niewiadome X1 X2, X3 przyjmujg wartosci
nieujemne (oczekujemy, ze beda to liczby naturalne) i spetniajg nastepujacy uktad U row-
nan liniowych:

0,4x, + 0,1x, + 0,1x; = 1,8
U-{ 0,2x, + 0,1x, +0,5x, = 2
0,1x, +0,3x, +0,2x, = 1,9

Powyzszy uktad rownan ma swojg interpretacje w postaci odpowiedniej macierzy. Jest
to tak zwana macierz rozszerzona danego uktadu. Oznaczamy j3 za pomocg symbolu [A | b].
Macierz rozszerzona zapisanego uktadu rownan ma postac
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0,4 0,1 0,1]1,8
[A|b]:[ﬂ,2 0,1 0,5 2].
0,1 03 02119

Ogo6lne okreslenie uktadu m réwnan liniowych o n niewiadomych oraz pojecie macie-
rzy rozszerzonej ukltadu réwnan liniowych wprowadzamy i omawiamy w Module nr 2,
w punkcie 2.3.4. Dodajmy w tym miejscu, Ze istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowied-
nio$¢ miedzy uktadami rownan liniowych a macierzami rozszerzonymi tych uktadow. Zapis
[A | b] pokazuje, ze ,,wewnatrz macierzy” wydzielono na lewo od pionowej kreski tak zwa-
ng macierz wspotczynnikow uktadu, jest to macierz oznaczona symbolem A. Tworzg ja wy-
tacznie wspotczynniki wystepujace przy odpowiedniej niewiadomej wystepujacej w okre-
slonym réwnaniu, na przyktad utamek 0,5 wystepuje w drugim wierszu i trzeciej kolumnie
macierzy A, poniewaz jest wspotczynnikiem wystepujagcym w drugim roOwnaniu przy nie-
wiadomej xs. Jesli niewiadoma nie wystgpowataby w jednym z réwnan, przyjmujemy, ze
w macierzy odpowiada jej wspdtczynnik 0.

By poming¢ rachunki na ulamkach, mnozymy wszystkie rownania ukladu przez 10.
Przektada si¢ to na wiersze macierzy [A | b]. Procedure t¢ zapisujemy w nastepujgcy sposob:

w, 10w,
04 01 01)1,8] "2 14 1 1|18
[A|b] = [n,z 01 05| 2 5—5}[3 1 5 ED].
01 03 02119 1 3 2119

WykorzystaliSmy jedng z tak zwanych operacji elementarnych (zastosowanych do
wierszy macierzy [A | b]), operacj¢ OE2. Dla przyktadu, zapis w,; = 10w, oznacza, ze
utworzono ,,nowy” trzeci wiersz macierzy [A | b] w ten sposéb, ze jego wyrazy powstaty
z wyrazow ,,poprzedniego” trzeciego wiersza tej macierzy, w wyniku ich pomnozenia przez
10. W dalszym ciggu bedziemy postugiwac si¢ operacjami elementarnymi na wierszach
ostatniej macierzy. Istota operacji elementarnych na wierszach ewentualnie na kolumnach
macierzy zostata scharakteryzowana w Module nr 2, w punkcie 2.4.3. Podstawowg zaletg
operacji elementarnych jest to, ze nie zmieniajg one zbioru rozwigzan uktadow réwnan li-

niowych.
Macierz
4 1 1|18
[Arlbi]= |2 1 5|20
1 3 2119

odpowiada nastepujgcemu uktadowi rownan

dx; + 1x, + 1x5 = 18
Up: § 2%q +1x, + 523 = 20
1x, + 3x,+2x, =19

Uktady U oraz U: maja identyczne zbiory rozwigzan.
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Nastepujacy cigg operacji elementarnych na wierszach ostatniej macierzy doprowadzi
ja do tak zwanej postaci catkowicie zredukowanej (pojecie postaci catkowicie zredukowanej
macierzy omowimy w Module nr 2, w punkcie 2.4.4):

w, Twy 4wy

4 1 1y18] ITTE [0 —11 <7|=58] oy gy,
2 1 5|20 0 -5 1|—18
1 3 2119 1 3 21 19
wi=wy+{—5lw, """3_:':_‘1}"'*"_
0 -1 -9}-22] "3 ETN 0 —1 =9 |=22] w=iw,
0 -5 1|—18 0 0 46| 92| —mm—— —
1 3 21 19 1 0 —-251-47
0 1 9 227 WU 5 4 g g
us—u5+‘5u2
0 0 1 2 o 0 1] 21
1 0 —-251—-47 1 0 013

Poczawszy od zapisu w; = w, + (—4)w,, az do zapisu w; = w; + 25w, sygnalizujemy
uzycie operacji elementarnej OE3 na wierszach odpowiednich macierzy. W szczegolnosci,
operacja OE3, wywotana za pomocg notacji w; = w, + (—4)w, oznacza zastapienie w ma-
cierzy [A1 | bi] pierwszego wiersza o wyrazach (4) (1) (1) (18) wierszem o wyrazach (0)
(—=11) (=7) (=538).

Po zamianie odpowiednich wierszy miejscami uzyskamy macierze

0 1 0[4] yow, [0 1 0[4] 0w, [t 0 03
00 1f2]—— |1 0 0|3[—— |0 1 0] 4
1 0 ols3 0 0 1l2 0 0 1l2

W tym przypadku wykorzystalismy dwukrotnie operacje elementarng OE1. W szczegdlno-
ci notacja wy < w, oznacza zamian¢ w drugiej macierzy wystgpujacej w ostatnim ciggu
macierzy pierwszego wiersza drugim i drugiego wiersza pierwszym.

Ostatnia otrzymana macierz ma bardzo wazne znaczenie. Jest to posta¢ catkowicie zre-
dukowana macierzy [A | b] — macierzy rozszerzonej uktadu U. Jedynki wiodace wierszy
zostaty pogrubione (czyli pierwsze niezerowe elementy wiersza rowne 1). Macierz ta od-
powiada nastepujagcemu uktadowi rownan:

1y + 0x, +0x; =3
Oxy + 0x,+1x; =2

Pomijajac w zapisie uktadu U, te niewiadome, ktére wystepuja ze wspotczynnikiem 0,

otrzymamy uktad
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X, =3
Us:) %2 =4
Xy =2

Stad wnioskujemy natychmiast, ze kazdy kuracjusz powinien przyjac¢ kazdego dnia trzy
tabletki suplementu Si, cztery tabletki suplementu S, oraz dwie tabletki suplementu Ss.

W pogladowym rozwigzaniu zadania o suplementach diety zasygnalizowaliSmy sposob
wykorzystania zasadniczego narzedzia (macierzy) 1 podstawowe] metody algebry liniowe;j
— metody eliminacji Jordana - Gaussa w odniesieniu do rozwigzania pewnego problemu
natury ekonomicznej. W kolejnych Modutach tego opracowania rozwiniemy metody macie-
rzowe algebry liniowej pod katem rozwigzywania uktadow nierownosci liniowych niezbed-
nych dla zagadnieh programowania liniowego.

Modul nr 2

Tematyka: Macierze i ich typy. Wybrane operacje na macierzach.

Opis tresci modutu:

2.1 Wprowadzenie.

2.2 Okreslenie macierzy 1 jej cechy charakterystyczne.

2.3 Zasadnicze rodzaje macierzy.

2.3.1 Macierz zerowa.

2.3.2 Macierz jednostkowa.

2.3.3 Macierz wspotczynnikow uktadu rownan liniowych, macierz rozszerzona
uktadu rownan liniowych.

2.4 Podstawowe operacje na macierzach.

2.4.1 Ré6wnos¢ macierzy.

2.4 Podstawowe operacje na macierzach.

2.4.1 Ré6wnos¢ macierzy.

2.4.2 Operacja transponowania macierzy.

2.4.3 Operacje elementarne na macierzach (OE1, OE2, OE3).

2.4.4 Posta¢ zredukowana macierzy, posta¢ catkowicie zredukowana macierzy.

2.1 Wprowadzenie.

Macierze utozsamia¢ bedziemy z tabelami lub tablicami, w ktorych przechowujemy
interesujace nas dane liczbowe. Taka prezentacja danych daje wygodny opis wielu zagad-
nien ekonomicznych 1 matematycznych, ktore w pewnych przypadkach umozliwiajg ich
analize¢ jakosciowa.

Wsrod niezliczonych rodzajow macierzy nasza uwage skupig jedynie niektore z nich.
Szczegoblnie wazna dla naszych zastosowan okaze si¢ macierz rozszerzona ukfadu rownan
liniowych (punkt 2.3.3). Zawiera ona wszystkie wspotczynniki danego uktadu réwnan. Sto-
sujac odpowiednie operacje na jej wierszach (a czasami na kolumnach) mozemy doprowa-
dzi¢ ja do tak zwanej postaci zredukowanej lub postaci catkowicie zredukowanej, z ktorej
uzyskujemy informacje¢ o zbiorze rozwigzah uktadu rownan liniowych.
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2.2 Okres$lenie macierzy 1 jej cechy charakterystyczne.

Macierzq prostokqtng nazywamy kazdg tablicg prostokatng, wewnatrz ktorej wpisuje-
my w odpowiedni sposob dane liczbowe. Dane te bedziemy nazywac¢ wyrazami macierzy.
Do zapisu macierzy uzywamy nawiasOw kwadratowych [ ], wewnatrz ktoérych umieszczamy
w odpowiedni sposob dane liczbowe, nie oddzielajac ich przecinkami.

Przyktad 2.1
[10], [5 01, [03 -1 101, [o]

3,6
[—1 1234} [? 76 —8 .]] ig,g 9?;,? 1?05
13,5 o ' lz2 7 125 o020 s
543 0,09 -5

Kazda macierz sktada si¢ z pewnej liczby rzedow poziomych, ktore nazywamy wier-
szami oraz rzedow pionowych, nazywanych kolumnami. Dla ilustracji, rozpatrujac ostatnig
macierz z Przyktadu 2.1, zauwazamy, ze ma ona doktadnie trzy wiersze oraz trzy kolumny,
w szczegolnosci elementami ostatniej kolumny sg liczby: 107, 71, —5, natomiast macierz
przedostatnia w tym przyktadzie ma dwa wiesze i cztery kolumny. Liczby: 2, 7, 125, 0,2
tworza ostatni jej wiersz.

Wiersze oraz kolumny macierzy ustalajg w sposdb jednoznaczny potozenie kazdego
elementu (wyrazu) w macierzy. Wracajac ponownie do Przyktadu 2.1, liczba 0,1 wystepuja-
ca w drugiej macierzy znajduje si¢ ,,na przecigciu” pierwszego wiersza oraz drugiej kolum-
ny, z drugiej strony, jedyny element pierwszej macierzy, liczba —10 znajduje si¢ ,,na skrzy-
zowaniu” pierwszego wiersza oraz pierwszej kolumny.

Pewne macierze moga mie¢ tylko jeden wiersz lub jedng kolumneg (pierwsze cztery ma-
cierze z Przyktadu 2.1 majg taka wlasnos¢). Tego typu macierze nazywamy odpowiednio
wektorem wierszowym oraz wektorem kolumnowym. Uogolniajgc, kazda macierz moze by¢
interpretowana, jako uktad ztozony z pewnej liczby wektorow wierszowych oraz wektorow
kolumnowych, na przyktad macierz

0,6 07 1
=7 0 7
>4 009 5

,,tworza” trzy wektory wierszowe:

[06 07 1], [-7 0 7], [54 0,09 5]

0,6 0,7 1
-7, o | 7.
54 0,09 5
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Przyktad 2.2

Pewien zaklad produkuje dwa wyroby: wi, Wz. Do ich produkcji niezbedne sg cztery
SUrowce: s, Sz, 3, S4. Informacje na temat zuzycia okreslonej ilo$ci surowcow dla wyprodu-
kowania jednostki kazdego wyrobu zawiera ponizsza tabela.

Surowce | Wyroby (w)
(S) W1 W2
S1 12 10
S2 50 3
S3 110 | 40
S4 60 | 100

Z tabeli tej odczytujemy na przyklad, ze do wyprodukowania jednej jednostki wyrobu
w1, konieczne jest zuzycie 12 jednostek surowca S1, 50 jednostek surowca sz, 110 jednostek
surowca sz oraz 60 jednostek surowca ss. W sposob analogiczny odczytujemy informacje
o wielkosci sktadnikoéw niezbednych do wyprodukowania jednostki wyrobu w». Informacje
te uzyskamy, rozpatrujac odpowiednie kolumny podanej tabeli. Analizujac wiersze tej tabeli
znajdziemy dane na temat tacznej wielkosci odpowiedniego surowca potrzebnej dla wypro-
dukowania obu wyrobow, na przyktad, ostatni wiersz tabeli pokazuje, ze aby wyproduko-
wac po jednostce wyrobu Wi, W2 nalezy zuzy¢ tacznie 160 jednostek surowca Ss. Tabela da-
nych generuje tak zwang macierz produkcji dla danego zaktadu, $cislej, jest nig macierz
Merob:

12 10
50 3
Meroo = 110 40
60 100

Liczba wierszy oraz kolumn w macierzy (wymieniane w podanej kolejnosci) okreslajg
tak zwany wymiar macierzy. O macierzy

[5 0,01]

powiemy, ze ma wymiar 1 na 2, natomiast macierz

¥
6
ma wymiar 2 na 1.

Jesli macierz posiada doktadnie m wierszy oraz n kolumn (m, n > 1), wéwczas mowi-
my, ze jest wymiaru m na n lub ze jest macierzg m na n (w zapisie: m x n). W szczeg6lno-
sci, jesli w danej macierzy liczba jej wierszy pokrywa si¢ z liczbg kolumn, to znaczy spet-
niony jest warunek m = n, wowczas o macierzy tej powiemy, ze jest macierzq kwadratowg
stopnia m (lub n), na przyktad macierz
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10,8 4,2 0 2
-7 -8 26 -6
0 -08 89 -5
0,33 37 09 0

jest macierzg kwadratowg stopnia 4.

Podkreslmy jeszcze raz, ze okreslajac wymiar macierzy, podajemy najpierw liczbe jej
wierszy, nastepnie liczbe kolumn.

W zagadnieniach teoretycznych z reguly abstrahujemy od konkretnej liczby wierszy
1 kolumn macierzy. W celu uogolnien rozpatruje si¢ wszystkie macierze, ktore posiadaja
doktadnie m wierszy oraz n kolumn (m, n oznaczaja z gory ustalone liczby naturalne, do-
puszczamy tez mozliwo$¢, ze m = n). Macierz tego typu ma postac

Q13 Gy Qin
Q71 Gz Qap
(2.1)
Q1 G2 Qo
o ile mamy na mysli macierz m x n lub
G113 Bz --- Gy
A1 G332 -+ Goy
(2.2)
Qpy Qpz  =ev Oy

w przypadku macierzy kwadratowej stopnia n.

Potozenie dowolnego wyrazu macierzy okreslaja dwa indeksy, na przyklad wyraz a4
znajduje si¢ jednoczes$nie w pierwszym wierszu oraz pierwszej kolumnie macierzy, nato-
miast wyraz a,.,, znajduje si¢ jednocze$nie w wierszu 0 numerze m oraz kolumnie o nume-
rze n. Ogolniej, dla dowolnie ustalonych liczb naturalnych i, j takich, ze 1 <i<m, 1 <j<n,
wyraz a;; znajduje si¢ jednocze$nie w i - tym wierszu oraz j - tej kolumnie, to znaczy,
W wierszu o numerze i oraz kolumnie o numerze j.

W macierzach kwadratowych pewng role odgrywaja te wyrazy, ktére znajduja si¢ na
przecieciu wiersza 1 kolumny o tym samym numerze. Dla macierzy kwadratowe]

-1 1234]
135 0

beda to wyrazy (—1) oraz 0. W przypadku ogodlnym, dla macierzy kwadratowej (2.2) sa to
Wyrazy a4y, @3, sz, --- , Qnn. Wyrazy tego typu wyznaczajg tak zwang przekgtng gtow-
ng (przekatna gtowna jest pojeciem zwigzanym jedynie z macierzami kwadratowymi).
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Pelna posta¢ macierzy moze zosta¢ zredukowana do jednego z zapisow [a;;]m x n
lub [a;;]. Zapis [a;;]m x n 0ZNACza Macierz wymiaru m x n, ktérej wyraz ogoélny jest rowny
a;;. Indeksy i, j opisujace potozenie wyrazow takiej macierzy majg z goéry ustalony zakres
zmiennosci, na przyktad dla danych liczb naturalnych m, n, mamy nastepujgce ograniczenie:
1<i<m,1<j<n. Drugiego zapisu uzywamy wtedy, kiedy chcemy wskaza¢ jedynie wyra-
zy macierzy. Wskazane jest odroznianie znaczenia symboli a;; 0raz [a;;]m xn.

W wielu przypadkach dla oznaczenia macierzy uzywa si¢ duzych liter alfabetu, na
przyktad A, X. Niektore typy macierzy maja specyficzne oznaczenia. Wkrotce poznamy
macierzowy sens takich symboli, jak: @, ,, ®,, 1,, AT, A, [A]|b].

2.3 Zasadnicze rodzaje macierzy.

Na nasza uwage zastuguja te macierze, ktore beda niezbedne w interesujacych nas za-
stosowaniach. Ponizej dokonamy przegladu wybranych rodzajow macierzy pod tym katem.
2.3.1 Macierz zerowa.

Macierz zerowa, to taka macierz, ktorej wszystkie wyrazy sg rowne zero. Macierz te¢
oznaczamy symbolem @,...., jesli ma ona wymiar m x n (m = n) lub ®,, o ile jest to ma-
cierz kwadratowa stopnia n.

Z przyjetej konwencji wynika w szczegdlnosci, ze

0,=1[0], O.s=[0 0 0 0],

0 0 00 0
Oy:=10 0o ©=[0 0 o
0 0 00 0

2.3.2 Macierz jednostkowa.

Macierz jednostkowa, to macierz kwadratowa ustalonego stopnia n, w ktorej elementy
@11, @23, Q33, --- , Qun S3 Wszystkie rowne 1, a pozostate elementy sg rowne 0. Niezerowe
elementy macierzy jednostkowej wystepuja, zatem na gtownej przekatnej macierzy. Ma-
cierz t¢ oznaczamy symbolem I,,. Indeks n wskazuje stopien macierzy jednostkowe;.

Na podstawie powyzszego opisu: |;= [1] (w tym przypadku nie ma wyrazow zero-
wych), ponadto

1 0 0
f e
0 0 1

Macierz jednostkowa I,, stopnia n ma nastepujgcg posta¢ ogolng:
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1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 ... 1 0
0o 0 ... 0 1

2.3.3 Macierz wspotczynnikow uktadu rownan liniowych, macierz rozszerzona uktadu
réwnan liniowych.
Kolejne dwa typy macierzy sa Scisle zwigzane z uktadami rownan liniowych. W celu
glebszego zrozumienia tych poje¢ zaczniemy od konkretnych przypadkow.
Wezmy pod uwage nastepujacy uktad U dwoch rownan liniowych

~0,1x, + 3,8x, = 56
Ul 2,3x,—79x,=78

0 niewiadomych x,, X, .

Wyrazami macierzy wspotczynnikow danego uktadu rownan sg wszystkie wartosci licz-
bowe (uwzgledniajac ich znaki) wystgpujace jedynie przy niewiadomych, doktadniej, ma-
cierz wspotczynnikow uktadu U ma postac:

A= [—l],l 3,8]
123 -79
Wyrazami macierzy rozszerzonej rozpatrywanego uktadu rownan liniowych sg wszyst-
kie wartos$ci liczbowe (z uwzglednieniem ich znakow) wystepujace w danym uktadzie, $ci-
$lej, macierz rozszerzona uktadu U ma postac:

Wb]‘[ 23 -79| 78

Pionowa kreska wystepujaca wewnatrz macierzy oddziela wspotczynniki wystepujace
w uktadzie przy niewiadomych (czyli wyrazy macierzy A) od pozostatych wartosci liczbo-
wych wystepujacych w tym uktadzie.

Rozpatrzmy jeszcze nast¢pujacy uktad U czterech réwnan liniowych:

-x;, + 2x, — 32x3 = -3
12x, — 523x; = 12

24x, — 421x; = -8
12x, + 78x; = 478

0 niewiadomych x;, X,, X3
Macierz A wspotczynnikdw oraz macierz [A | b] rozszerzona tego uktadu rownan maja
odpowiednio postac:
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-1 2 — 32 -1 2 —-32| -3
|12 0o -s23 |12 0 523 | 12
ATlo 24 —421p [AIBIT] o 24 _421 | —s
12 0 78 12 0 78 | 478

Rozpatrzmy teraz sytuacje og6lng. Niech m, n oznaczajg ustalone liczby naturalne takie,
zem>2,n2>1. Wyrazenie

Qg% T QypXo+e . Fay,%, = by
(g9 %y T g Xyt Fag X, = by

(2.3)

Ay Xy T Ay Xyt F a0, %, = b,

nazywamy uktadem m réwnan liniowych o n niewiadomych Xy, X,, ... , X,. Liczby rzeczy-
wiste: ajq, ... , 84p, - s Amgs o 5 @mny B1s -+ 5 Dy, NAZYWamy wspotczynnikami uktadu U
rownan liniowych.

Macierzq wspotczynnikow uktadu U rownan liniowych (2.3) nazywamy macierz

@13 G2 Qin

_[ ]_ Q33 Qg ... Qgy
ALl =0 . (2.4)

Qm1 Gz Qmn

@91 Qqg Ay, | by
ﬂ':l ﬂ-:: - ﬂ-: b:

Al =[aeglb]=| 7 7 |7 (2.5)
Qmy Qo G | By

Dany uktad U réwnan liniowych wyznacza w sposob jednoznaczny zaroOwno macierz
wspolczynnikow tego uktadu, jak i macierz rozszerzona. Z drugiej strony, kazda macierz
postaci (2.5) wyznacza jednoznacznie, w duchu zaleznosci (2.3), pewien uktad U, m réwnan
liniowych o n niewiadomych (niewiadome te nie muszg by¢ oznaczone symbolami
X1, Xo, ..y Xy ). Oznacza to, ze istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy zbio-
rem wszystkich uktadow réwnan liniowych rozumianych w sensie wyrazen typu (2.3),
a zbiorem wszystkich macierzy postaci (2.5). Wtasnos¢ ta odgrywa podstawowa rolg w me-
todzie rozwigzywania uktadow rownan liniowych (nazywanej metodq eliminacji Gaus-
sa—Jordana), opartej na przeksztatceniach macierzy za pomoca tak zwanych operacji ele-
mentarnych (punkt 2.4.3), wykonywanych gltéwnie na wierszach macierzy.
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2.4 Podstawowe operacje na macierzach.
2.4.1 Réwnos¢ macierzy.

Przeglad zasadniczych operacji wykonywanych na macierzach rozpoczniemy od wpro-
wadzenia kryterium, ktére pozwoli ,,0dr6zni¢” jedng macierz od drugie;j.

Macierze [a;;]mxn, [b;;]p x g uwazamy za réwne lub identyczne i piszemy

[a:’_;l']m xn = [b:’_;l']p xq

o ile majg ten sam wymiar oraz takie same odpowiednie wyrazy. Dokladniej, zalezno$¢

[ai]mxn= [sz]pxq (2.6)

zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy m = p, n = q oraz a;;= b
indeksow 1, .

;j» dla wszystkich mozliwych

2.4.2 Operacja transponowania macierzy.

Dana jest macierz A = [a;;Jmxn, 1 <i1<m, 1 <j<n. Macierzq transponowang macierzy
A nazywamy macierz wymiaru n x m, ktora oznaczamy symbolem AT taka, ze dlak =1, 2,
..., m, kolumna o numerze k macierzy AT jest wierszem o numerze k macierzy A. Za-
znaczmy, ze macierz AT jest wyznaczona przez macierz A w sposob jednoznaczny.

Przyktad 2.3
Macierzg transponowang macierzy

7 76 -8 0

A:[ﬁ 67 125 002

jest macierz

7 6
76 67
AT=|_g 125
0 0,02

Macierz AT ma wymiar 4 x 2 (macierz A ma wymiar 2 x 4). Na podstawie przyjetej
definicji, pierwsza kolumna macierzy AT powstata z pierwszego wiersza macierzy A, nato-
miast druga kolumna macierzy AT powstata z drugiego wiersza macierzy A. Mozna tez po-
wiedzieé, ze pierwszy wiersz macierzy AT powstat z pierwszej kolumny macierzy A, pozo-
state wiersze uzyskujemy w sposéob analogiczny.

Z okreslenia macierzy transponowanej wynika, ze operacja transponowania zmienia na
ogo6t wymiar macierzy transponowanej w stosunku do wymiaru macierzy wyjsciowej. Wy-
jatkiem jest transponowanie macierzy kwadratowych.

W naszych zastosowaniach operacja transponowania macierzy be¢dzie wykorzystywana
do ,,0szczedniejszej” formy zapisu rozwigzan ukladéow réwnan liniowych (oraz uktadow
nierdwnosci liniowych).
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2.4.3 Operacje elementarne na macierzach.
Operacja OE1

Operacja ta dotyczy mozliwosci zamiany miejscami dwoch wierszy lub dwoch kolumn
w macierzy. Rozpatrzmy na przyktad macierz

456 -789 147
A=|-789 0 0,09
147 0,09 -5

Zamieniajac miejscami wiersz drugi z trzecim, otrzymamy macierz

456 —789 147
My=| 147 0,09 -5
-89 0 0,09

Zapis: wy <> w3 jest umowng notacjg dla wykonanej operacji. Ogolniej, jesli w macierzy
A zamieniamy miejscami wiersz o indeksie i (i-ty wiersz) z wierszem o indeksie j (j-ty
Wiersz), przy czym i # j, to procedurg te sygnalizujemy piszac w;i <> wij.

Z drugiej strony, zamieniajagc miejscami w macierzy A pierwszg kolumne z trzecia,
uzyskamy macierz

147 -789 456
M = | 0,09 0 -789
-5 0,09 147

Zapis: ki < ks jest umowna notacja dla wykonanej operacji. Uogolniajac, jesli w macierzy A
zamieniamy miejscami kolumne o indeksie i (i-ta kolumne) z kolumna o indeksie j (j-ta ko-
lumng), 1 # J, to procedure t¢ zaznaczamy piszac ki < k;.
Operacja OE2

Ten typ operacji elementarnej pozwala na pomnozenie wyrazéw dowolnie wybranego
wiersza macierzy lub wyrazow dowolnej jej kolumny przez ustalong, niezerowg liczbg rze-
czywista. Jako przyklad rozpatrzmy ponownie macierz

456 —-789 147
A=|-789 0 009
147 009 -5

. . . . . l -
Mnozac wyrazy trzeciego jej wiersza przez 5 Otrzymamy macierz
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456 -789 147
Msz=|—-789 0 0,09
5

49 003 -

3

Symbolicznie, ws’ = 1 ws. Ogolniej, pomnozenie wyrazow wiersza o numerze i przez nieze-
rowg liczbe C sygnalizujemy, piszac wi’ = cwi.

Jesli pomnozymy wyrazy pierwszej kolumny macierzy A przez liczbe —1, otrzymamy
macierz

—-456 —-789 147
Ms=| 789 0 0,09
-147 0,09 -5

b —

W tym przypadku zastosujemy notacj¢: ki” = (-1)ki. Uogolniajac, zapis kj* = ck; 0znacza po-
mnozenie wyrazow j-tej kolumny pewnej macierzy przez c.
Operacja OE3

Jest to najefektywniejsza operacja wérod wymienionych. Dotyczy ona mozliwosci do-
dania do wyrazow ustalonego wiersza (kolumny) macierzy odpowiednich wyrazéw innego
wiersza (kolumny) tej macierzy, ktore wczesniej zostalty pomnozone przez pewng liczbe
rzeczywistg. Dla ilustracji wykorzystajmy jeszcze raz macierz

456 —-789 147
A=|-789 0 0,09
147 0,09 -5

Dodajmy do wyrazow pierwszego jej wiersza odpowiednie wyrazy wiersza drugiego, ktore
wczesniej pomnozyliSmy przez —1. Symbolicznie, operacja ta ma postac: wi” = wy + (—=1)we.
Po wykonaniu tej operacji otrzymamy macierz

5349 -789 146,91
Ms=|-789 0 0,09
147 0,09 -5

Ogodlniej zapis wi’= Wi + cwj oznacza, ze do wyrazow K-tego wiersza pewnej macierzy
dodali$my odpowiednio wyrazy wiersza |-tego, ktdre wezesniej pomnozylismy przez liczbe
C.
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Dodajmy tym razem do wyrazow pierwszej kolumny macierzy A odpowiednie wyrazy
kolumny drugiej, ktére wczesniej pomnozyliSmy przez % Symbolicznie operacji tej nada-

jemy postac: ki’ = ki + Lko. Po jej wykonaniu otrzymamy macierz

193 -789 147
Ms=|—789 0 0,09
147,03 0,09 -5

Ogolniej, zapis k> = kr + cks mowi, ze do wyrazow r-tej kolumny pewnej macierzy doda-
lismy odpowiednio wyrazy kolumny s-tej, ktére wczesniej pomnozyliSmy przez liczbe C.

2.4.4 Posta¢ zredukowana macierzy, posta¢ catkowicie zredukowana macierzy.

Stosujac operacje elementarne na wierszach lub kolumnach danej macierzy zmieniamy
za kazdym razem jej postac. Cigg pewnych operacji elementarnych moze doprowadzi¢ dang
macierz do postaci, w ktorej wyrazy ,,uktadajg si¢” w pewien charakterystyczny sposob.

O niezerowej macierzy A powiemy, ze A jest w postaci zredukowanej, jesli spelnione
s jednocze$nie nastepujace warunki:

W1. Wszystkie wiersze macierzy, ktore zawierajag wylgcznie same zera (o ile takie wiersze
istniejg) wystgpuja ponizej wierszy zawierajacych niezerowe wyrazy.

W2. W kazdym wierszu, ktéry zawiera niezerowy wyraz pierwszym niezerowym wyra-
zem od lewej jest liczba 1. W tym przypadku liczbe 1 nazywamy wiodgcq jedynkq tego
wiersza.

Wa. Dla sagsiednich wierszy zawierajacych niezerowe wyrazy (o ile takie wiersze istniejg)
wiodaca jedynka wiersza lezacego wyzej jest na lewo w stosunku do wiodacej jedynki wier-
sza lezacego nizej.

Przyktad 2.4
Nastepujace macierze sg w postaci zredukowane;:

1 2] [ 1
01 3 4 5 P 0 1 0 0
001 2 0 |p 1 2| |0 o o 0
3
000 0 0 0O 0 o0
0 1 o o o 0
Ponizsze macierze nie sg w postaci zredukowane;:
5 1 -7 12
000 0 O Lo 7 0 0 0
002 -20 |p 2 2| |0 1 0
000 00 v 0 0 0
0 1 0 0 0
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O niezerowe] macierzy A powiemy, ze A jest w postaci catkowicie zredukowanej, jesli
A jest w postaci zredukowanej oraz dodatkowo kazda kolumna, w ktorej znajduje si¢ wio-
daca jedynka ma pozostate wyrazy réwne 0.

Przyktad 2.5
Kazda z ponizszych macierzy jest w postaci catkowicie zredukowane;j:

010 45 100
001 -2 0 [.] |01 0]
000 00 00 1

01 01 4 5
00 1 -2 0
0 0 0 0 0

oo o
oD DO =
oo 0RO
coo oo o

jednak macierz

nie jest w postaci catkowicie zredukowanej, lecz jest w postaci zredukowanej (kazda ma-
cierz, ktéra jest w postaci catkowicie zredukowanej jest oczywiscie w postaci zredukowa-
nej, jednak jak pokazuje powyzszy przyktad zalezno$¢ odwrotna nie musi by¢ prawdziwa).

Dla macierzy A postacig zredukowangq tej macierzy jest kazda macierz, ktora jest w po-
staci zredukowanej 1 powstata z A w wyniku zastosowania skonczonej liczby operacji ele-
mentarnych na wierszach macierzy A.

Dla macierzy A postaciq catkowicie zredukowang tej macierzy jest jednoznacznie okre-
Slona przez A macierz, ktoéra powstata z A w wyniku zastosowania skonczonej liczby ope-
racji elementarnych na wierszach macierzy A.

Na ogo6t dana macierz nie jest w postaci zredukowanej (a wigc 1 w postaci catkowicie
zredukowanej). W metodzie rozwigzywania uktadow réwnan liniowych nazywanej metoda
eliminacji Jordana — Gaussa (Modut nr 3) istotna jest umiej¢tnos$¢ doprowadzenia macierzy
rozszerzone] uktadu rownan do macierzy, ktora jest w postaci catkowicie zredukowanej (a
wiec 1 w postaci zredukowanej). Ponizsza wlasnos¢ gwarantuje mozliwos¢ doprowadzenia
kazdej macierzy do macierzy takiej, ktora jest w postaci catkowicie zredukowanej, czyli
daje podstawe teoretyczng tej metody rozwigzywania uktadéw rownan liniowych.

Wiasnos¢

Kazda niezerowa macierz A mozna doprowadzi¢ za pomoca skonczonej liczby operacji
elementarnych na wierszach tej macierzy do macierzy, ktora jest w postaci catkowicie zre-
dukowanej (a wigc takze do macierzy, ktora jest w postaci zredukowanej). Otrzymana ma-
cierz w postaci catkowicie zredukowanej jest wyznaczona przez macierz wyj$ciowa w spo-
sob jednoznaczny.
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Kazda macierz, ktora powstaje z macierzy A w powyzszy sposob 1 jest w postaci zre-
dukowanej ma t¢ samg liczbe wiodacych jedynek. Wiodace jedynki wystepuja na tych sa-
mych miejscach, co w macierzy otrzymanej z macierzy A, ktora jest w postaci catkowicie
zredukowanej.

Przyktad 2.6
Aby zilustrowa¢ wprowadzone pojecia rozpatrzmy macierz A

1 -1 0 2 3
2 3 4 0 -3
A=l5s 10 0 -3
0 0 2 8 2

Macierz ta nie jest w postaci zredukowanej (i oczywiscie nie jest w postaci catkowicie zre-
dukowanej). Pierwszy wiersz tej macierzy zawiera niezerowe wyrazy, cO wig¢cej pierwszy
niezerowy element, to jedynka. W tym przypadku jest to wiodaca jedynka tego wiersza, za-
tem zastosujemy takie operacje elementarne na wierszach macierzy, ktore pozwolg uzyskac
zera w kolumnie pierwszej. Nalezy zamieni¢ wyrazy a,; (= 2) oraz as; (= 5) na zera.

W tym celu wykorzystamy nastepujace operacje elementarne (typu OE3): w2” = wz + (—2)wy,

w3’ = ws + 5w, doprowadzajac wyjsciowa macierz do postaci (wiodaca jedynka pierwszego

wiersza zostala pogrubiona)

1 -1 0 2 3]
0 5 4 -4 -9
0 -4 0 10 12
o 02 8 2

W tym momencie nie warto stosowac operacji elementarnych, ktére bylyby zwigzane
z pierwszym wierszem, gdyz w przeciwnym razie straciliby§Smy zera wystgpujace w pierw-
szej kolumnie.

Pierwszym niezerowym wyrazem w drugim wierszu ostatniej macierzy jest liczba 5.
Dodajac odpowiednio do wyrazow tego wiersza wyrazy wiersza trzeciego, uzyskamy wio-
daca jedynke drugiego wiersza®. Po operacji elementarnej (typu OE3) w2’ = w2+ ws
uzyskujemy macierz
1 -1 0 2 3]

0 14 6 3
0 -4 0 10 12

0o 0 2 8 2

! Nie jest to jedyny sposob uzyskania wiodacej jedynki tego wiersza. Alternatywnie mogliby$my pomnozy¢ wyrazy

tego wiersza przez % . Operacja ta wprowadzitaby jednak utamki, co nie bytoby korzystne w dalszych obliczeniach.
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Wiodaca jedynka drugiego wiersza pozwoli uzyska¢ zera na odpowiednich miejscach
w drugiej kolumnie. Spowodujg to nastepujace operacje elementarne (typu OE3): wi’ = wy +
W2, W3’ = W3 + 4wo,

Po zapowiedzianych operacjach elementarnych otrzymamy macierz

10 4 8 6]
01 4 8 3
0 0 16 42 24
00 2 8 2]

Mozna zauwazy¢, ze trzeci 1 czwarty wiersz ostatniej macierzy skladaja sie wylacznie
z liczb parzystych. Aby upro$ci¢ dalsze rachunki, wygodnie jest pomnozy¢ te wiersze przez
1. Stosujemy, zatem nastgpujace operacje elementarne (typu OE2): w3’ = 1wz, ws’ = L wa.
Tym samym, ostatnia macierz przyjmie postaé

104 8 6]
014 8 3
008 21 12
001 4 1]

Zamieniajgc miejscami wiersz trzeci z czwartym, to znaczy stosujgc operacje¢ elementarng
(typu OEL) ws < ws, Otrzymamy macierz

1 04 8 6
014 8 3
001 4 1
0 0 8 21 12

Jedynka wiodgca wiersza trzeciego oraz operacje elementarne: w1’ = wy + (—4)ws, W2’ = wz +
(—4)ws, wa” =ws+ (—8)ws doprowadzg ostatnig macierz do postaci

1 00 -8 2]
010 -8 -1
001 4 1
0 0 0 11 4]

2% . . .. . 1 . f
Jesli pomnozymy czwarty wiersz ostatniej macierzy przez (—;), €O sygnalizuje opera-
cjaws’ = — 1wy, wOwczas powstanie macierz
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100 -8 2
010 -8 -1
001 4 1

4
000 1 -4

Operacje elementarne: w1’ = wiy + 8wa, Wy’ = Wz + 8wa, W3’ = Wz + (—4)wa nadadzg ostatniej ma-
cierzy ksztatt

107
T11
_43
11
27
11
4
~11

O O O =
o O = O
o =~ O O
- O O O

postaci catkowicie zredukowanej. Zauwazmy przy okazji, ze w trakcie calej operacji do-
prowadzenia macierzy do postaci catkowicie zredukowanej wskazaliSmy ,,po drodze” kilka
jej postaci zredukowanych.

Modut nr 3
Tematyka: Metoda eliminacji Jordana — Gaussa w odniesieniu do uktadow rownan linio-
wych.

Opis tresci modutu

3.1 Wprowadzenie.

3.2 Metoda eliminacji Jordana — Gaussa rozwigzywania uktadow rownan liniowych

w ujeciu praktycznym.

3.2.1 Przyktad uktadu sprzecznego.

3.2.2 Przyktad uktadu réwnan posiadajacego doktadnie jedno rozwigzanie.

3.2.3 Przyktad uktadu réwnan liniowych, ktory posiada nieskonczenie wiele rozwigzan
zaleznych od jednego parametru.

3.2.4 Przyktad uktadu rownan liniowych, ktory posiada nieskonczenie wicle rozwigzan
zaleznych od dwoch parametrow.

3.3 Rozwigzania bazowe.

3.1 Wprowadzenie.

Celem tego modutu jest przedstawienie podstawowej metody rozwigzywania uktadow
réownan liniowych, nazywanej metoda eliminacji Jordana — Gaussa (punkt 3.2). Przeanalizu-
jemy na odpowiednich przyktadach niektére przypadki dotyczace postaci zbioru rozwigzan
uktadéw réwnan, $cislej, przypadek wuktadu sprzecznego, uktadu posiadajgcego dokiadnie
jedno rozwigzanie oraz uktadow posiadajgcych nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznych od
ustalonej liczby parametrow.
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Fakt, ze uktad rownan liniowych posiada nieskonczenie wiele rozwigzan wyrazamy za
pomoca tak zwanego rozwigzania ogolnego — rozwiqzania parametrycznego, z ktorego
mozna odczytaé rozwigzania szczegolne, otrzymane dzigki ustaleniu warto$ci liczbowych
dla parametréw. Wsrdd rozwigzan szczegdlnych na uwage zastuguja rozwigzania bazowe
(punkt 3.3), przydatne przy rozwigzywaniu uktadéw nieréwnosci liniowych? (Modul 4,
punkt 4.2).

Przed prezentacjg zagadnien rozpatrywanych w tym module przypomnijmy dla wygody
niezbgdne pojecia dotyczace uktadow rownan liniowych wprowadzone w poprzednich mo-
dutach..

Dla ustalonych liczb naturalnych m, n (m > 2, n > 1) wyrazenie

a21X1 + a22X2 +.+ aZan == b2
U: (3.1)

amlxl + am2X2 +..+ aman = bm

nazywamy uktadem m rownan liniowych o n niewiadomych %, X5, ... , X,. Liczby rze-
CZyWiste a1, ... , A4y, - » Apys--- » Ay (nie Wszystkie réwne jednoczesnie zeru) oraz by,
..., b, nazywamy wspotczynnikami rozpatrywanego uktadu rownan liniowych.

Jesli wszystkie wspotczynniki by, ..., b, przyjmuja warto$¢ zero, to uktad réwnan (3.1)
nazywamy uktadem jednorodnym, jesli natomiast przynajmniej jeden z nich jest rézny od
zera, to mowimy o ukladzie niejednorodnym.

Macierzq wspotczynnikow uktadu (3.1) nazywamy macierz

A1 Qp ... a
81 8 - &
A= ! (3.2)
_aml am2 amn_

Macierzq rozszerzong uktadu (3.1) nazywamy macierz

2 Dodajmy réwniez, ze za pomocg przeszukiwania zbioru rozwigzan bazowych uktadu réwnan mozna znalezé rozwia-
zania pewnych zagadnien programowania liniowego. Zagadnieniem programowania liniowego zajmiemy si¢ w ostat-
nim module tego opracowania
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Q; 9 a | by
dy1  dp aon | by
[Alb] = (3.3)
_aml am 2 a'm n bm ]

= (a2 . ]

liczb rzeczywistych a;, a,, ..., a, taki, ze dla kazdego i, 1 <i<m
ailal + ai2a2 +...+ ainan == bi .

Ze wzgledu na liczbe rozwigzan, uktad (3.1) moze by¢ uktadem sprzecznym (nie posia-
dajacym rozwigzan) lub uktadem niesprzecznym (posiadajacym co najmniej jedno rozwia-
zanie).

Przypadek uktadu rownan o dwoch niewiadomych ma wazng interpretacje geometrycz-
na. W sensie geometrii analitycznej, wyrazenie a;;%, +@;,X, =b opisuje na ptaszczyznie
prosta®, zatem uktad dwdch réwnan liniowych

{allxl +aX, =hy
Ay1X% +AppX, =D,

w zaleznosci od liczby rozwigzan moze by¢ miernikiem wzajemnego potozenia dwdch pro-
stych na ptaszczyznie, opisanych tymi rownaniami. Doktadniej, uktadowi posiadajacemu
jedno rozwigzanie odpowiada para prostych nierdwnolegtych (przecinajacych si¢), uktadowi
sprzecznemu odpowiada para réznych prostych rownoleglych, wreszcie uktadowi o nie-
skonczenie wielu rozwigzaniach odpowiada jedna prosta (w tym przypadku oba réwnania
majg proporcjonalne odpowiednie wspotczynniki 1 wyznaczajg na ptaszczyznie t¢ samg pro-
stg).

3.2 Metoda eliminacji Jordana — Gaussa rozwigzywania uktadow rownan liniowych w uje-
ciu praktycznym.

3 Czedciej stosuje sie zapis ax + by = c.
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Rozwigzywanie uktadéw réwnan liniowych tg metodg polega w praktyce (nie wcho-
dzac w szczegoty algebraiczne, w szczegdlnosci pomijajac pojecie rzedu macierzy) na do-
prowadzeniu macierzy rozszerzonej uktadu rownan do postaci catkowicie zredukowane;.
Aby tego dokona¢ stosuje si¢ operacje elementarne na wierszach rozpatrywanej macierzy
(w pewnych przypadkach operacje elementarne wykonujemy na kolumnach macierzy). Po-
sta¢ catkowicie zredukowana macierzy pozwala scharakteryzowac¢ ilosciowo 1 jakosciowo
zbior rozwigzan badanego uktadu rownan.

Najbardziej typowe przypadki, jakie mozna spotka¢ wyznaczajac rozwigzania uktadow
réownan liniowych tg metoda przedstawiaja ponizsze przyktady.

3.2.1 Przyktad uktadu sprzecznego.
Rozpatrzmy nastepujacy uklad U czterech rownan liniowych o czterech niewiadomych

Xq,X5,Xg, Xy

Xy + 0 X3 + 0 X3+ Xy 0

-x; + 2x, — 2x3 + 3x, = 0
U:|2x; + 3x, + 3x; + 2, = 0
3x, —  x3 + 4xy 1

Stosujgc metode¢ eliminacji Jordana — Gaussa uzasadnimy, ze uktad ten nie posiada ro-
zwigzan. Macierz rozszerzona rozpatrywanego uktadu ma postac

1

[Albl=] ,

1

-2

3

0 -1

(SR TUR g
N A FL R
S W

Pamigtamy o tym, Ze istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy ukladami
rownan liniowych oraz macierzami tych uktadow (macierzami rozszerzonymi uktadow
réwnan liniowych). Zastosujemy teraz odpowiednie operacje elementarne na jej wierszach
po to, by doprowadzi¢ ja do takiej postaci, z ktorej wynikaé bedzie, ze dany uktad rownan
jest sprzeczny (nie posiada rozwigzan). Jak zwykle wiodace jedynki wierszy zapisujemy
pogrubiong czcionka:

1 1 11 0 Wy =Wy twy 1 1 1 1 0
-1 2 =2 3| 0 wiSwet(-2wy |0 3 —1 4| 0| wiTwetl-lw,
23 3 1|10 01 1 -1 0
03 -1 41 1 03 -1 411
11 1 1| 0
0 3 -1 4| 0
01 1 -1 0
00 0 011
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Dla sprzecznego uktadu réwnan liniowych macierz rozszerzona tego uktadu ma charak-
terystyczng budowe (poréwnaj ostatnig macierz w powyzszym przyktadzie). Po zastosowa-
niu odpowiedniej liczby operacji elementarnych na jej wierszach pojawia si¢ wiersz, ktore-
go wszystkie wyrazy na lewo od pionowej kreski sg réwne 0, a wyraz tego wiersza znajdu-
jacy sie na prawo od kreski jest niezerowy. W naszym przypadku jest to ostatni wiersz
ostatniej otrzymanej macierzy. Ostatni wiersz interpretujemy jako rdéwnanie postaci:
0x, + 0x, + 0x5 + 0x, = 1. Jest jasne, ze jest to rownanie sprzeczne. Uktad réwnan, ktory
zawiera rownanie sprzeczne sam jest uktadem sprzecznym. Oznacza to, ze rozpatrywany
uktad rownan liniowych jest ukladem sprzecznym.

W przypadku ogo6lnym, jesli w trakcie przeksztalcania macierzy rozszerzonej uktadu
roOwnan za pomocg operacji elementarnych otrzymamy pewien jej wiersz, ktorego odpo-
wiednikiem jest rownanie 0x, + 0x,+...+0x, = ¢, dla pewnej niezerowej liczby c, to wnio-
skujemy, ze badany uktad rownan liniowych jest uktadem sprzecznym.

3.2.2 Przyktad uktadu réwnan posiadajacego doktadnie jedno rozwigzanie.
Wyznaczymy wszystkie rozwigzania ponizszego uktadu U czterech rownan liniowych
z czterema niewiadomymi xy, x5, X, X4

Ul + x + 3z, — 2x, = -3
4x, — 3x, — x3 — 2x, = —8

Konstruujemy macierz [A | b] rozszerzong uktadu

2 3 2 -5 |-1
4 2 1 -3 | 3
[AlbI=fy 1 3 —2 |-3
4 -3 -1 -2 |-8

oraz staramy si¢ doprowadzi¢ jg za pomocg odpowiednich operacji elementarnych do posta-
ci catkowicie zredukowanej (jedynki wiodace wierszy beda pogrubione):

wy Twy (- Dhwy

2 3 2 =5 —1] wp =wg (4w 0 1 -4 -1 5 wy Twg+ 2wy
4 2 1 -3 3 wSw,t (—4wg 0o -2 —-11 g5 15 wyTw, Twy
1 1 3 -2 |-3 1 1 3 -2 |-3

4 -3 -1 -2 | -8 0 -7 -13 6 | 4

0 1 -4 -1 5 01 -4 -1] 5
0 0 —19 3 | 25| wimwatl-Zw: 10 0 -—-19 3 25| wpmwaH(—E)w,
1 1 3 -2 |-3 1 1 i -2 —3

0 0 —41 -1 | 39] o 0 -3 -7 |-11
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01 -4 -1 5 001 -4 —1 5] we=(lwa
0 0 —1 45 91| wimwet(-Twz |0 0 —1 45 g1 | weTlmiws
11 3 -2 |-3 11 3 -2| -317
0 0 -3 -7 |-11 00 0 -142 |-—284

001 -4 -1 5

0 0 1 —-45 | —91

11 3 -—-2| -3

00 0 1 2

Zamieniajgc miejscami odpowiednie wiersze otrzymamy Na razie macierz rozszerzong roz-
patrywanego uktadu w nastgpujacej postaci zredukowanej:

1 1 3 -2 -3
01 4 -1 5
0 0 1 -—45 —91|
0 0 0 1 2

Kontynuujemy stosowanie operacji elementarnych na otrzymanej powyzej macierzy:

w, Swy 2wy,

1 1 3 —2 —3 wo Twg by, 1 1 3 0 1 wi=w, H(—Fwy
0 1 —4 -1 5| wemwettsw, |0 1 —4 0 7 wyTwatdwy
0 0 1 —45 | —-91 0 0 1 0 |-1
0 0 0 1 2 0 0 01 2

1 1 0 0 4 1 0 0 0 1

0 1 0 0 3| witwat(-Uwy [0 1 0 O 3

0 01 0|1 0 01 0 |-—-1f

0 0 0 1 2 0 0 0 1 2

Ostatnia macierz jest postacig catkowicie zredukowang macierzy rozszerzonej rozpa-
trywanego uktadu. Z jej ksztattu wynika, ze poszukiwanym rozwigzaniem jest uporzadko-

wana czworka liczb
1

3}[1 3 -1 2]T

-1
2

Istotnie, macierz ta generuje nastepujacy uklad rownan liniowych:
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Ox;, + 1x, + 0Ox; + 0Ox, = 3

Ui: -
Ox; + Ox, + 0Ox; + 1x, = 2
lub uktad rownowazny
Xy 1
Xq =
U2: _ .
Xy

Na zakonczenie sprawdzimy jeszcze poprawnos¢ Otrzymanego rozwigzania:
2xy +3x,+2x5 —5x,=2-1+3-34+2-(-1)—5-2=-1,
4x, +2x, + x5 —3x,=4-1+2-34+(—1)—3-2=3,
Xy +x,+3x;—2x,=1+3+3-(—1)—2-2=-3,
4x, —3x,—x;—2x,=4-1—3-3—(—-1)—2-2= -8,

3.2.3 Przyktad uktadu réwnan liniowych, ktory posiada nieskonczenie wiele rozwigzan za-
leznych od jednego parametru.
Zbadamy rozwigzania nastepujacego uktadu U czterech réwnan liniowych z czterema
niewiadomymi xy, x5, x5, X4

2%, + 3x;, + 4x; + x, = 1
U x, + 3x, + 6x3 + 4x, = 2
tn +  x, + x + 0 x 0

Pokazemy, ze uktad ten ma nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznych od jednego para-
metru.
Macierz rozszerzona odpowiadajaca danemu uktadowi rownan ma postac

2

[Albl=] 4
1

S W
[ R,
N U
(=T S

Nastepujacy cigg operacji elementarnych na wierszach tej macierzy doprowadzi ja do
macierzy w postaci zredukowanej

wy=w, 2wy

3 4 1 1 w = wgtwg 0 3 8 7 3 wy =~ 1wy
-1 0 2 3 1 W EwW, +""’z -1 0 2 3 1] wesweti—1lw,
1 3 6 4| 2 0 3 8 7| 3
1 1 1 11 0 0 1 3 41 1
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03 8 7| 3 0 0 =1 =5| 0] wi=(-1yw,
1 0 -2 —3| -1 _wimwet 3w |1 0 —2 -3 | —1f_ wiow,
00 0 of o o0 o0 of o
01 3 4| 1 01 3 4| 1
00 1 5| 0 1 0 -2 -3|-1
1 0 =2 =-3| —1| wu=w: 0 0 1 5 0] watwg
01 3 4| 1 “loo 1 3 4| 1T
o0 o0 ol 0 o0 o ol o
1 0 -2 -3|-1
01 3 4| 1
o0 1 5| 0
oo o ol o

Wyznaczmy posta¢ wszystkich rozwigzan uktadu — rozwigzanie ogolne uktadu. W tym
celu znajdziemy posta¢ catkowicie zredukowang ostatniej macierzy

w,=w, 2wy 1 0 0 -1

wpmwat(-3ws 10 1 0 -—-11 1
00 1 3 0l

0 0 0 0 0

-1
3 4 1
1 5 0
0 0 0

Ostatnia macierz jest postacig catkowicie zredukowang macierzy rozszerzonej rozpa-
trywanego ukladu rownan.

Wiodace jedynki wierszy dzielg wszystkie niewiadome na dwa typy. Do pierwszego
typu zaliczymy te niewiadome, ktore wskazuja same wiodace jedynki, natomiast do drugie-
go typu — pozostate niewiadome. Niewiadome pierwszego typu nazywac bedziemy niewia-
domymi pierwotnymi. W naszym przypadku wiodace jedynki wierszy wystepuja W pierw-
szych trzech wierszach macierzy, zatem niewiadomymi pierwotnymi sg niewiadome X1, X2
oraz x3. Niewiadoma x4 jest jedynym parametrem.

Otrzymana macierz generuje nastepujacy uktad Ui réwnan liniowych o niewiadomych
pierwotnych X1, X2, X3 (czwarty wiersz macierzy, ztozony z samych zer, generuje rOwnanie,
w ktérym wszystkie wspotczynniki sg réwne 0, rOwnanie to spetnia dowolna kombinacja
czterech liczb rzeczywistych, dlatego zostalo ono pomini¢te, jako nieograniczajace poszu-
kiwanych rozwigzan)

U1 Xz - llx, = .
x3 + 5x, = 0
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Ustalajac wartos¢ liczbowg parametru Xs, na przyktad x4 = t, t € R, uzyskujemy postac
rozwigzania ogdlnego rozpatrywanego uktadu réwnan

Xy —1 -7t -1 -7
X3 1+ 11t 1 11
= = t
% _5t ol T flos| te®
Xy t 0 1

Na koniec sprawdzimy, czy uzyskany uktad liczb jest rzeczywiscie rozwigzaniem roz-
patrywanego uktadu rownan:
2%, +3x, + 4x5 +x, = 2(—1— 7t) + 3(1 4 11£) + 4(=58) +t =1,
—xy + 2% + 3x, = —(—1—-7t) + 2(-5t) + 3t = 1,
Xy 4+ 3%, + 6%, +dx, = (—1—7t) £ 3(1+ 11t) + 6(—5¢) + 4t = 2,
Xy tx,txg+x,=(—1—-7t)+ (1 +11t) +(-5t) +t =0,

Podstawiajgc za parametr t konkretne liczby rzeczywiste, uzyskujemy rozwigzania
szczegolne ukladu. Wyznaczymy dwa takie rozwigzania. Jesli t = 0, to rozwigzanie szcze-
g6lne odpowiadajace tej wartosci t ma posta¢: [-1 1 0 0]T. Jesli t = 10, to rozwigzanie
szczegblne wyznaczone przez takg warto$¢ parametru ma posta¢: [-71 111 —50 10]7.

Zastosowanie natury ekonomicznej.

Pewne przedsigbiorstwo produkuje dziennie trzy rodzaje wyrobow: Wi, W2, Ws. Do ich
produkcji wykorzystywane sg trzy rodzaje surowcow: Si, Sz, S3. Do produkcji jednostki wy-
robu Wi niezbednych jest 12 jednostek surowca Si, 16 jednostek surowca S, oraz 8 jedno-
stek surowca Sz. Do produkcji jednostki wyrobu W> nalezy przeznaczy¢ 20 jednostek su-
rowca Si, 12 jednostek surowca S; oraz 28 jednostek surowca Ss. Aby wyprodukowac jed-
nostke wyrobu W3 potrzebne sg 32 jednostki surowca Si, 28 jednostek surowca Sz oraz 36
jednostek surowca Ss. Szacuje si¢, ze koszty jednostki wyrobu wynosza odpowiednio 300,
400 oraz 600 ztotych. W procesie produkcji przedsigbiorstwo zamierza wykorzysta¢ do-
ktadnie 220 jednostek surowca S1, 176 jednostek surowca S» oraz 264 jednostki surowca Sa.
Nalezy okres$li¢ wszystkie mozliwe warianty dziennej produkcji 1 wybra¢ sposrod nich taki,
ktéry gwarantuje najmniejszy koszt catkowity.

Szkic rozwigzania

Dla przejrzystosci umies¢my wszystkie dane dotyczace produkcji w nastgpujacej tabeli:

Wyroby | W1 | W2 | W3 | Zuzycie
Surowce SUrOWCOwW
S1 12 | 20 | 32 220
S2 16 | 12 | 28 176
S3 8 | 28 | 36 264
Koszty jednostkowe | 300 | 400 | 600
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Przyjmijmy, Ze X1, X2, X3 oznaczaja odpowiednio liczbe wyrobow Wi, Wo, W3 wytwa-
rzanych dzienne. Niewiadome X1, X2, X3 przyjmuja wartosci catkowite nieujemne i spetniajg
nastepujacy uktad U réwnan liniowych:

12x, + 20x, + 32x, = 220
16x, + 12x, + 28x, = 176
8x, + 28x, + 36x; = 264

uU:

Rozwigzujac powyzszy uktad rownan, pomijajac zatozenie o nieujemnosci niewiado-
mych, mozemy przekona¢ si¢, ze ma on nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznych od jed-
nego parametru. Rozwigzanie ogolne mozna przedstawi¢ w postaci

X1 5—t
= 18—t], te R
X3 t

Uwzgledniajac zatozenie o tym, ze X1, X2, X3 sg liczbami catkowitymi nieujemnymi
stwierdzamy, ze t € {0, 1, 2, 3, 4, 5}. Wiedzac, ze t jest liczba z rozpatrywanego przedziatu,
uzyskamy wszystkie dopuszczalne wielkos$ci dziennej produkcji wyrobow. Ponizsza tabela
przedstawia mozliwe warianty produkcji

X
&
>
)
x
@

Ol NWi~ol
W01 |00
GIlhWINPEF O

Koszt catkowity K produkcji jest sumg kosztow wyprodukowanych wyrobow (liczony
w ztotych) i okresla go wzor: K = K(X1, X2, X3) = 300x1 + 400x, + 600x3. Zauwazmy, ze

K(5, 8,0) = 4700,  K(4, 7, 1) = 4600,
K(3,6,2) =4500, K(2, 5, 3) = 4400,
K(L, 4, 4) = 4300,  K(0, 3, 5) = 4200.

Z punktu widzenia przedsigbiorstwa, najkorzystniejszy wydaje si¢ ostatni wariant pro-
dukcji, to znaczy nie produkowaé wyrobu pierwszego, ale wytwarza¢ dziennie trzy wyroby
W> i pig¢ wyrobow Wa. Z drugiej strony, dodatkowa informacja o szacowanych zyskach
z produkcji wyrobow (nie posiadamy takiej informacji) przesadzitaby jednoznacznie o wa-
riancie ich produkcji.
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3.2.4 Przyktad uktadu rownan liniowych, ktory posiada nieskonczenie wiele rozwigzan za-
leznych od dwoch parametrow.
Przeanalizujmy rozwigzanie nastepujacego uktadu U trzech réwnan liniowych z cztere-
ma niewiadomymi xy, x5, X3, X4

3x, + Ux, + 4x, = 14

Uzasadnimy, ze posiada on nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznych od dwoch para-
metrow. Rozpoczynamy jak zwykle od zapisania postaci macierzy [A | b] rozszerzonej ukta-

du.
1 1 —-12 12 2

[Alb]=[2 ¢ -6 8 | 8
3 7 0 4 14

Mozna zauwazy¢, ze wyrazy drugiego wiersza macierzy rozszerzonej uktadu sg parzyste,
dlatego uproscimy najpierw wyrazy tego wiersza:

1 1 —12 12 | 2] et [1 1 —12 12| 2
2 4 -6 8| 8]——|1 2 -3 4| 4|
3 7 0 4 |14 37 0 414

Nastepnie zastosujemy poznang wczesniej na przyktadach procedure wyboru odpowiednich
operacji elementarnych, by wyznaczy¢ dla ostatniej macierzy jej posta¢ zredukowana:

wiSwo H— 1w,
1 ; —132 :;2 i S

37 0 4114

=

1 1 =12 12| 2] ycspea, |1 1 —12 122
01 9 -8]|2 01 9 -8|2]
0 4 36 -3218 00 o olo

Otrzymana macierz jest w postaci zredukowanej*. Przeprowadzimy analize zbioru rozwia-
zan powyzszego uktadu. Wyznaczymy w tym celu posta¢ catkowicie zredukowang ostatniej
macierzy:

‘w bardziej zaawansowanym ujg¢ciu tematu, zedy obu macierzy zwiazanych z badanym uktadem réwnan sa identycz-
ne i rowne 2, ponadto wspolny rzad jest mniejszy niz liczba niewiadomych wystepujacych w uktadzie (4). Na podsta-
wie twierdzenia Kroneckera-Capellego, rozpatrywany uktad rownan ma nieskonczenie wiele rozwigzan, ktore sg zalez-
ne od dwoch parametrow. Liczba parametrow jest roznicg liczby wszystkich niewiadomych (4) irz¢du macierzy (2).
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Ostatnia macierz jest poszukiwang postacig catkowicie zredukowang. Jedynki wiodace
wierszy podzielity zbiér niewiadomych na dwie klasy. Do klasy pierwszej, klasy niewiado-
mych pierwotnych, nalezg niewiadome X1, X2. Do klasy drugiej, klasy parametréw, naleza
niewiadome Xs, X4.

Rozpatrzmy uktad U: réwnan liniowych stowarzyszony z ostatnig macierzg. Ma on po-
stac

Fundusze
Europejskie
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Il 1 —12 12

2 1 9 -3
0 o0 0 0

01 9 -8
0 0 0 0

2] 2o, (0, Il 0 —21 20
0

Przypisujac wartosci liczbowe parametrom, np. X3 = t1, X4 = o, przy czym ty, to € R,
wyrazamy niewiadome pierwotne w zaleznosci od parametréow 1 w konsekwencji uzyskuje-
my nastepujacg postac rozwigzania ogélnego rozpatrywanego uktadu rownan

Xy 21t, — 20t, 0 21 —20
Xg 2—9t, +8t, 2 -9 8
X l 0 + ty 1 + t; , B, b e R,
Xy 0 0 1

Sprawdzamy poprawnos¢ otrzymanego wyniku:
Xp + Xp —12%g +12X, = (21t; — 20t,) + (2— 9t +8t,) —12t, +12t, =2,
2%, + 4%, — 6% +8X, = 2(21t, — 20t,) + 4(2 —9t, +8t,) —6t, +8t, =8,
3% + 7%, + 4, =3(21t, — 20t,) + 7(2—9t, +8t,) + 4t, =14,

a

(4% ]

Jesli przyjaé, ze t1 = t2 = 0, to rozwigzaniem szczegolnym ukladu jest czwoérka
[0 2 o0 o]T. Jesli zalozymy, ze t1 = 1, t2= 2, to rozwigzaniem szczegdlnym uktadu staje
sie czworka [-19 9 1 2]7.

Zastosowanie

W pewnej hurtowni owocow mozna kupi¢ jabtka, gruszki, wisnie i czeresnie. Kupujac
5 kg jabtek, 4 kg gruszek 1 po kilogramie wisni oraz czeresni zaptacimy lacznie 27 zt. Na
zakup 8 kg jabtek, 5 kg gruszek, kilograma wisni 1 2 kg czeresni wydamy w sumie 39 zi.
Laczna cena 2 kg jablek, 3 kg gruszek oraz kilograma wisni, to 15 zi. Kupujac 3 kg jabtek
oraz po kilogramie gruszek i czeresni wydamy 12 zt. Wiedzac, Ze najtansze sa jabtka, naj-
drozsze czere$nie, a ceny owocOw w hurtowni wyrazaja liczby calkowite, pokazemy, jak
wyznaczy¢ ceng kilograma kazdego rodzaju owocow.

Szkic rozwigzania.
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Niech X1, X2, X3, X4 oznaczaja cen¢ jednego kilograma, odpowiednio: jabtek, gruszek,
wisni 1 czeresni. Z tresci zadania wynika, ze niewiadome te wigze ponizszy uktad U czte-
rech réwnan liniowych o czterech niewiadomych:

5% + 4X, + X3 + X4 = 27
8X, + 55X + X3 + 2X, = 39
v 2%+ 3y + X3 = 15
X+ X + X = 12

przy dodatkowym zatozeniu, ze przyjmujg one wartosci catkowite dodatnie oraz X1 jest war-
tos$cig najmniejsza, a X4 — warto$cig najwiekszg.
Rozpatrzmy macierz rozszerzong tego uktadu:

5 4 1 1|27
8 5 1 2|39
AIBI=15 3 1 ol1s
310 112

Dokonujac odpowiednich przeksztalcen na jej wierszach otrzymujemy macierz

1 -2 -1 1]-3]
3 2

o 1 7 -7

0O 0 0 0] 0

0 0 0 0| 0]

ktéra jest w postaci zredukowanej. Z jej postaci wnioskujemy, ze rozpatrywany uktad row-
nan posiada w zbiorze liczb rzeczywistych nieskonczenie wiele rozwigzan, zaleznych od
dwoch parametréw (zaniedbalismy dodatkowe zatozenia wystepujace w tresci zadania). Po-
stacig catkowicie zredukowang ostatniej macierzy jest macierz:

O O O Bk

o O —» O

O O ~Nw—-
|

o o —wrlw

O O w w

Rozwigzanie ogdlne uktadu mozna przedstawic jako
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Xy 33t 4+ %4
= [ R e
%y t , e R

Xy t,

Wykorzystamy teraz zatozenia dodatkowe 0 niewiadomych. Wynika z nich, ze szuka-
my liczb catkowitych dodatnich X1, X2, X3, X4, ktore spetniaja przynajmniej jeden z wa-
runkow:

1. 1<X1<X2<X3< X4,

2. 1<X1<X3<Xz2<Xa.

Zauwazmy, ze z ostatniego rOwnania uktadu (*) wynika, ze jesli posiada on rozwigza-
nie w zbiorze liczb naturalnych, to x1 € {1, 2}. Wynika to z ponizszego oszacowania

12 =31 + X2 + X4 > 5X1.
Jesli x1 = 2, to zgodnie z rozwigzaniem ogolnym 2 =3+ %tl — %tz .Wynika stad, ze
t,=3t,—7, X,=6-1t,, Xq=3t,—7.
Uwzgledniajac alternatywe: 2< X2 < X3< X4 lub 2 < X3< X2 < Xs, nalezy wyznaczy¢
wszystkie catkowite warto$ci parametrow ty, to, tak by t; =3t, —7 oraz
2<6-1,<3t,—7<t; lub 2<3t,-7<6-1, < to.

Analizujac alternatywe ostatnich dwoch warunkéw, dochodzimy do wniosku, Zze zadna
liczba catkowita t2 nie spetnia ani pierwszego, ani drugiego ograniczenia, zatem X1 # 2.

Jeslixi =1, t01=3+1t —%tz, co daje

t, =3t,—14, X,=9-t,, Xg=3t,—14.
Ponownie uwzgledniajac ograniczenia
2< X2 £ X3< X4 lub 2< Xx3< X2 < Xy,
szukamy w zbiorze liczb catkowitych warto$ci parametrow ti, tz, tak by t; =3t, —14 oraz
dodatkowo
2<9-t,<3t,-14<t lub 2<3t,-14<9-t, < t.

Okazuje sie¢, ze ostatnig alternatywe zalezno$ci spetnia tylko t; = 6. Oznacza to, ze jedynym

rozwigzaniem zadania jest czworka [1 3 4 6], Jabtka kosztujg zatem zlotowke, gruszki
trzy ztote, wisnie cztery ztote, a czeresnie szes¢ zt za kilogram.

3.3 Rozwigzania bazowe.

Rozwigzanie og6lne uktadu réwnan liniowych charakteryzowato wszystkie mozliwe
rozwigzania takiego uktadu, ktory posiadat ich nieskonczenie wiele. Dzigki ustaleniu warto-
sci liczbowych dla parametrow uzyskiwali§my pewne konkretne rozwigzania, nazywane
rozwigzaniami szczegolnymi. W$rod rozwigzan szczegdlnych wyrozniamy dodatkowo typ
rozwigzan nazywanych rozwigzaniami bazowymi. Znajomos$¢ wszystkich nieujemnych roz-
wigzan bazowych jest cenna w niektorych zastosowaniach teorii rownan liniowych. Wkrot-
ce pokazemy, w jaki sposéb informacja o nieujemnych rozwigzaniach bazowych uktadu
roOwnan moze wptyna¢ na rozwigzania uktadow nieréwnosci liniowych (Modut nr 4). Do-
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dajmy rowniez, ze za pomocg przeszukiwania zbioru rozwigzan bazowych uktadu rownan
mozna znalez¢ rozwigzania zagadnien programowania liniowego.

W uktadzie réwnan, ktory posiadat nieskonczenie wiele rozwigzan, wyr6zniliSmy dwa
typy niewiadomych. Niewiadome pierwotne oraz parametry. W zagadnieniach zwigzanych
Z procedurg wyznaczania rozwigzan bazowych niewiadome pierwotne nazywa¢ bedziemy
zmiennymi bazowymi, a parametry — zmiennymi niebazowymi.

Aby z rozwigzania ogo6lnego uktadu rownan liniowych wyznaczy¢ wszystkie rozwigza-
nia bazowe, przypisujemy warto$¢ zero wszystkim dopuszczalnym uktadom zmiennych
niebazowych 1 na tej podstawie okre§lamy wartosci zmiennych bazowych. Ze wzgledu na
to, ze liczba wszystkich mozliwych uktadow zmiennych niebazowych jest dla danego ukta-
du rownan skonczona, liczba rozwigzan bazowych jest rowniez skonczona.

Przyktad 3.1
Przypusémy, ze rozwigzanie ogdlne pewnego uktadu U rownan liniowych o niewiado-
mych x4, x5, x5, X, ma nastepujacg postac¢ (por. punkt 3.2.3)

Xy —-1-7t
Tl _|1+11t tER
X3 —5t

Wyznaczymy wszystkie rozwigzania bazowe tego uktadu rownan.

Mamy w tym przypadku trzy zmienne bazowe: x,, x,, x5 oraz jedng zmienng nie-
bazow3a: x4. Jest jasne, ze mozna byloby uzyskac takie rozwigzanie ogdlne tego uktadu,
w ktérym zmienng niebazowg bytaby kazda ze zmiennych x4, x5, x5.

Jesli zmienng niebazowa moze by¢ kazda z niewiadomych oznacza to, ze kazdej z nich
przypiszemy wartos¢ zero 1 przy tym zatozeniu wyznaczymy wartosci pozostatych niewia-
domych. Nalezy zatem rozpatrzy¢ przypadki:

x=0,%=0,x2=02x,=0.

Proces wyznaczania rozwigzan bazowych najkorzystniej rozpocza¢ od zalozenia, ze
zmienng niebazowg jest niewiadoma x,, gdyz w rozwigzaniu ogélnym jest ona parametrem.

Jesli x, =0,t0 x;=-1, x, = 1, x; = 0. Rozwigzaniem bazowym jest w tym przypadku
czworka liczb zapisana w formie macierzy transponowanej [—1 1 0 0]". Zauwazmy, ze
rozwigzanie to jest ,,widoczne” w rozwigzaniu ogdlnym.

Jesli przyjaé, ze zmienng niebazowg jest niewiadoma x4, to z zatozenia, ze x; = 0 wy-
nika zalezno$¢ x; =-1-7t =0, co oznacza, ze t = —% . W tym przypadku

Xp =1+11t =1+11-(-3)=-2, x3=-5t=(-5)-(-3)=2, x,=t=-1.
Rozwigzaniem bazowym jest teraz czworka [0 —% ; - _—i]T.
Stosujac analogiczne rozumowanie, przy zatozeniu, ze x, = 0, uzyskamy rozwigzanie
bazowe postaci [-= 0 = —-]". W ostatnim przypadku, gdy x; = 0, rozwigzaniem ba-
zowym jest ten sam uktad, ktory uzyskaliSmy, przyjmujac, ze x, = 0. Ostatecznie rozpatry-
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wany uklad rownan liniowych ma trzy r6zne rozwigzania bazowe. Rozwigzania te mozna
przedstawi¢ za pomoca ponizszej tabeli. Warto$¢ 0 z pogrubiong czcionka wskazuje, ktorej
z niewiadomych niebazowych przypisaliSmy wartos¢ zero

Xy | Xy | X Xy
0 |4 5 | _1
7 7 7

-4 10 |5 |1
11 11 11
-1 1 0 0
-1 1 0 0

Przyktad 3.2
Przypusémy, ze rozwigzanie ogdlne pewnego uktadu U rownan liniowych o niewiado-
mych x4, x5, x5, X, ma nastepujacg postac¢ (por. punkt 3.2.4)

x;7 [ 21t, — 20t,
x ‘ 2 — ‘S'tl-I-Eta.

(g ]

Iy t,t, ER

Ty

W tym przypadku mamy dwie zmienne bazowe oraz dwie zmienne niebazowe. Oznacza to,
ze nalezy przypisa¢ warto$¢ rowng zeru kazdej mozliwej parze niewiadomych, czyli uzu-
pehié puste miejsca w ponizszej tabeli.

Xy | Xp | Xg | Xy
00
0 0
0 0
010
0 0
0|0

Rozpatrujemy sze$¢ mozliwosci. Wyznaczanie rozwigzan bazowych mozna rozpoczac¢
od zatozenia, ze zmiennymi niebazowymi sg niewiadome x5, x, (OStatni wiersz tabeli).
Z rozwigzania ogdlnego wynika, ze gdy x3 =x, =0,t0 x4 =0, x;, = 2.

Przeanalizuymy sytuacje, gdzie zmiennymi niebazowymi sg pierwsze dwie niewiadome
(pierwszy wiersz tabeli). Z zalozenia, ze x; = x, = 0 wynika uktad zaleznos$ci

2-9t, +8t, =0’
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. . T . . 10 7
Rozwigzanie tego uktadu istnieje i jest nim para (i;,t,) taka, ze t, = < ty =13 Tym sa-

10 7 . . . w7
mym x; = —, %3 = 7. Rozwigzanie bazowe ma posta¢ [0 0 5 E]T'

Ostatecznie, wszystkie rozwigzania bazowe analizowanego uktadu rownan zawiera po-
nizsza tabela. Zwro¢my uwage na to, ze rozne zmienne niebazowe moga generowac iden-
tyczne rozwigzania bazowe. Wskazuja to wiersze z uktadem wartosci 0, 2, 0, 0.

Xy | Xg | X5 | Xy
00 0] 7
3 2
0/2|0| 0
0/2|0]| 0
5S|0]0 -2
14101210
3 9
0]2]0] 0

Przyktad 3.3
Okreslimy wszystkie rozwigzania bazowe pewnego uktadu U réwnan, ktérego rozwia-
zanie ogolne (z trzema parametrami) podaje zaleznos¢

i
o [TF+t-2t] 1] [-2] 1] [-2]
t 0 0
x
3 = tz = 0 + 11 +t21 + 13 0 1, o, 13 e R
Xy 3-2t, 3 0 _2
ty 0 0
*s 6 0 0 0
I 5| 6] Lo 0] [0
Lx,

Jest to przypadek, w ktorym wystepujg trzy zmienne bazowe oraz trzy zmienne nieba-
zowe. Zauwazmy, ze warto§¢ niewiadomej x, jest stale rowna pi¢é, a zatem nalezy uzupet-
ni¢ ponizszg tabele, w ktorej, jak zwykle pogrubiona czcionka wskazuje zmienne niebazo-
we, ktorym przypisaliémy warto$¢ zero. W tabeli nie uwzgledniono przypadkéw, w ktorych
niewiadoma x; przyjmowataby wartos¢ zero.
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Xy | Xy | Xg | Xy | Xg | Xg
0| 010 5
0O 0 5
0|0 0] 5
0 0]0 5
0 0 0] 5
0 00| 5
0010 5
0|0 0] 5

0 0|05
00|05

Z postaci rozwigzania ogolnego uzyskujemy natychmiast rozwigzanie bazowe, gdy pa-
rametrami sg niewiadome x,, x3, xs. Jestto uktad[1 0 0 3 0 5]T,

Wyznaczymy teraz rozwigzanie bazowe, gdy x; = x, = x5 = 0. ZalozZenie to implikuje
nastepujacy uktad zaleznosci:

l—2t1+t2 —2t3 :O
Ul: tl = 0
t2 - O
z ktorego wynika, ze rozwigzanie bazowe istnieje i ma posta¢ [0 0 0 2 0,5 5]

Zalozenie, ze zmienne x,, Xz przyjmujg warto$¢ rowng zeru prowadzi do sprzecznosci.
Ostatecznie, wszystkie rozwigzania bazowe uktadu zawarte sg w nastepujacej tabeli:

1y | 2y | xg | x| x| xg
0|00} 2 % 5
o0 | 210 % 5
0|0 |-12/3|0]|5
O(-1/101]0 % 5
0 % 03|05
Ol x| x| 00| 5
21011010 % 5

0Ol0|3]|]0]|5

0| x| 0]0]| 5

x | 0|0|0]|5
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Zadania dodatkowe na zajecia.
Rozwiaz metoda eliminacji Jordana — Gaussa ponizsze uktady rownan W przypadku, gdy uktad

ma nieskonczenie wiele rozwigzan, wyznacz wszystkie rozwigzania bazowe uktadu.
1.

Sx;+8x,+x;=2 xy =—3
3xy — 2x, + 6x53 = —7 [x2=2
Ex1+x2—x3:—5 xa_l
2.
%, +2x, —3x;=-3 =1
—xy— X, + 2x; =12 [i2=1
3x;+x,+x3=6 ;=2
3.
—2x, —xX;— Xyt x,=—3 =1
3x1+2xq Xz +2x,=-2 x,=—1
Xy =Xy — Xy =2 x3=1
xl—l-:s:ﬂ-I-E:::E—I-Z:t;1 1 x,=—1
5x1+8xﬂ+6x3 7 xy,=—5+2t
{3x1+5xﬂ+4x3—5 L =4-—2t
Ty +9x, +4x5=1 =t teR
5.
—2xy+x, —3x3=7 xy =3
;—5x, +15x, =—8 =t teR
Modut nr 4
Tematyka: Metoda eliminacji Jordana - Gaussa w odniesieniu do uktadéw nierownosci
liniowych.

Opis tresci modulu

4.1 Co to jest uktad nieréwnosci liniowych.

4.2 Uktady nieréwnosci liniowych z dwiema niewiadomymi.

4.3 Metoda ogolna rozwigzywania uktadow nieréwnosci liniowych.

4.1 Co to jest uktad nieréwnosci liniowych.
Zacznijmy od wprowadzenia podstawowych poje¢ dotyczacych teorii nierdéwnosci linio-
wych.
Dane sg liczby naturalne m, n (m > 2, n > 1). Wyrazenie postaci
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r Gyy%y T QX T Fa, %, b

Qgq Xy F QgpXo+... Fa,, X, = b,

\ QpyXq T QpoXo T Ty X, < by (4.1)
p+1,3%1 T Qpaq 2 Xg T T gy 1 X = Bray

U Qg T Xt Fa,, X, b,

nazywamy uktadem m nierownosci liniowych o n niewiadomych x, X,, ... ,X,. Liczby rze-

CZYWISte @11, ... @4y o +8k1y =+ +Bkns -+- > s » 8y (D€ Wszystkie rowne jednoczesnie

zeru) oraz by, ... , b, nazywamy wspotczynnikami rozpatrywanego uktadu nierownosci.
Rozwigzaniem uktadu nierownosci (4.1) nazywamy kazdy uporzadkowany uktad

=[a a; ... a,]" 4.2)

liczb rzeczywistych a,,a,, ..., a, taki, ze dla kazdego i, 1 <i<Kk
a;,ay + a,a,+...+a;,a, <b;,
natomiast dla tych wartosci i, dla ktorych k + 1 <i<m,

a;.ay + a,a,+...+a;,a, =b;.

Uktad nieréwnosci liniowych (4.1) nie jest sprzeczny, jesli posiada przynajmniej jedno
rozwigzanie. Uktad nierdwnosci, ktory nie posiada rozwigzania nazywamy sprzecznym.

4.2 Uktady nieréwnosci liniowych z dwiema niewiadomymi.
Kazdy uktad nieréwnosci liniowych (4.1) moze sktada¢ si¢ z wyrazen typu

Qi Xy + QpXot Fapx, = b b ajxy +apxat. Fap,x, = by

Gdy uktad niero6wnosci ma tylko dwie niewiadome, to kazde z tych wyrazen redukuje si¢ do
jednej ze standardowych nierownosci

;% + QX = by, A%y + QX = by,

a kazda ma dobrze znang interpretacj¢ geometryczng na plaszczyznie. Na przyktad, w ukta-
dzie wspotrzednych OXxy, powyzsze nierdéwnosci zwykle zapisujemy w postaci

® Alternatywa nie wyklucza obu typéw nieréwnosci jednocze$nie.
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ax+ by = ¢, ax+ by = c. (4.3)

Aby wyznaczy¢ na plaszczyznie zbior wszystkich rozwigzan nieréwnosci (4.3), naj-
pierw wykreslamy prostg k o rdwnaniu

kiax+ by =c (4.4)

(do narysowania wykresu funkcji liniowej wystarcza wspotrzedne dwoch punktow spetnia-
jacych jej rownanie). Prosta (4.4) dzieli zbior punktow plaszczyzny na dwa podzbiory —
dwie polplaszczyzny. Polplaszczyzne, do ktorej nalezg wszystkie punkty plaszczyzny
o wspdlrzednych (p1, p2), dla ktérych ap; + bp, < ¢, oraz pdiptaszczyzne, do ktérej naleza
wszystkie punkty o wspotrzednych (qs, 2), dla ktérych agy + bg, = c.

Rozwigzanie uktadu nieréwnosci liniowych z dwiema niewiadomymi (o ile takie istnie-
je) jest, z geometrycznego punktu widzenia, zbiorem bedgcym wspdlng czescig wszystkich
polptaszczyzn odpowiadajacych nierdwnos$ciom wystepujacym w danym uktadzie nieréw-
nosci z uwzglednieniem ich brzegdw, to znaczy prostych, ktore wyznaczaja te potplaszczy-
zny.

Przyktad 4.1
Mozna sprawdzi¢, ze w uktadzie wspotrzgdnych OxiX2 zbiorem rozwigzan ponizszego
uktadu nier6wnosci

x, =0

X, =3
2+ x, =22
—4x; +3x, % 6
2%, + x, =12

sg wszystkie punkty czworokata ABCD o wierzchotkach w punktach o wspotrzednych A =
(3, 6), B = (6, 10), C = (1, 3) oraz D = (3, 3). Wspotrzedne wierzchotkow czworokata
otrzymujemy znajdujac punkty przecigcia prostych wyznaczajacych brzegi odpowiednich
polptaszczyzn, np. punkt A o wspotrzednych (3, 6) jest punktem wspdlnym dwoéch prostych:
K: —4x, +3X, =6, |: 2% + X, =12 (sporzadz rysunek).

Przyktad 4.2
Zbiorem rozwigzan uktadu nierownosci
x =0
y=0
2x+y = 8
xt+4y =11
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w uktadzie wspoirzednych OXy jest obszar nieograniczony, ktorego brzeg wyznaczaja: o$
rzednych, punkty P = (0, 8), Q = (3, 2), R=(11, 0) oraz o$ odcietych (sporzadz rysunek).

4.3 Metoda ogolna rozwigzywania uktadow nierdwnosci liniowych.

Standardowa metoda rozwigzywania uktadéw nierownosci liniowych typu (4.1) jest
SciSle zwigzana z metoda uniwersalng rozwigzywania ukladow rownan liniowych, ktora
nazwalisSmy tez metodg eliminacji Jordana — Gaussa. Dokltadniej, kazdy uktad nierownosci
liniowych typu (4.1) mozna przeksztalci¢ do odpowiedniego uktadu rownan liniowych za
pomocg wprowadzenia dodatkowych niewiadomych. Te dodatkowe niewiadome bedg mogty
przyjmowac jedynie wartosci nieujemne. Niewiadome te bedziemy nazywac niewiadomymi
typu z. Idea przejscia od nierdéwnosci do rownania moze by¢ scharakteryzowana w nastepu-
jacy sposob.

Kazda nieréwnos$¢ postaci

@i1%X; + QX+ . FApx, = b
zastgpujemy roOwnaniem

;47X + ﬁ-izxZ+.. .+ﬁ-fﬂxﬂ + Z; = bf’ (45)

w ktorym niewiadoma z; moze przyjmowac jedynie wartosci nieujemne.
Kazdg nier6wnos¢ postaci

@j1%1 + Q%5+ Ha X, = by
zast¢pujemy nierdwnoscig rownowazng

—@; Xy — ApX

g = —@p X, = —b;, (4.6)
ktora doprowadzamy do rownania typu (4.5).

Uktad m nierownosci liniowych o n niewiadomych postaci (4.1) staje si¢ uktadem m
réwnan liniowych o m + n niewiadomych

4%y T QypX,+.. . Fay, X, +2, = b,
Ggy %y T Agp Xt Tag, X, T2, = by

4.7)

QpyXy T+ O Xyt Fa X, +2, =b

W nastepnym kroku macierz rozszerzong uktadu (4.7) doprowadzamy za pomoca ope-
racji elementarnych na jej wierszach oraz ewentualnej zamiany kolumn do jednej Z na-
stepujacych postaci:

[Im [b:'j] ] (4-8)
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o (4.9)

'{3 [pi_;l']]

m— XN [qz’_;l']

gdzie symbole In, Is 0znaczaja macierze jednostkowe stopnia odpowiednio m oraz s, gdzie s
< m, natomiast @,,_.,, 0znacza macierz zerowa wymiaru (m —s) x n. Symbole [b;;], [p;;],
[:;] oznaczaja pewne macierze (ich wymiar zalezy od uktadu rownan typu (4.7)).

Jesli macierz rozszerzong uktadu (4.7) mozna doprowadzi¢ za pomoca operacji elemen-
tarnych oraz ewentualnej zamiany kolumn do postaci (4.8)%, to uklad nieréwnosci (4.1) nie
jest sprzeczny. W tym przypadku rozwigzanie ogoélne uktadu nieréwnos$ci pokrywa sie
z rozwigzaniem ogolnym uktadu rownan odpowiadajagcemu temu uktadowi nieréwnosci. W
otrzymanym rozwigzaniu parametrami moga by¢ wylacznie niewiadome dotaczone (typu z)
lub niewiadome dolaczone (typu z) i pewne niewiadome typu x (Przyktady 4.3, 4.4). Nie-
wiadome dolgczone (typu z) przyjmuja tylko wartosci nieujemne.

Przyktad 4.3
Rozpatrzmy uktad trzech nieréwnosci 0 niewiadomych x4, x5, x5
xl —I' xg = 2

Stosujac procedure analogiczng do opisanej wczesniej, wyznaczymy wszystkie rozwig-
zania tego uktadu. Po ujednoliceniu znaku nier6wnosci otrzymamy uktad

a po wprowadzeniu dodatkowych trzech niewiadomych typu z otrzymamy ponizszy uktad U
trzech rownan o sze$ciu niewiadomych xy, x5, X3, 21, 25, Z3!

Xy T Xg +z; = 4

gdzie, jak zwykle, niewiadome z;, z5, z; (typu z) moga przyjmowac tylko nieujemne warto-
Sci.
Macierz rozszerzona uktadu U ma w tym wypadku postaé:

® Macierz Im mozna otrzyma¢ wtedy, gdy liczba nierdwnosci jest nie wigksza niz liczba niewiadomych.
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-1 0 -1 1|1 0 0]-2
[Alb]=]—2 1 00 1 0]|-1]
0 1 =110 0 1 4

Macierz t¢ doprowadzimy do postaci typu (4.8) albo typu (4.9), z ktorej mozna bedzie od-
czytaC rozwigzanie.

Wykorzystamy do tego celu stosowane juz wczesniej operacje elementarne. Zmodyfi-
kujemy najpierw drugi wiersz. Mnozac wyrazy pierwszego wiersza przez —2 i dodajac je do
odpowiednich wyrazoéw drugiego wiersza (operacja OE3), dana macierz przyjmie postac:

-1 0 -1 1 0 0 |-2
01 2 |-2 10 31
01 -1 0 01 4

Po pomnozeniu wyrazow pierwszego wiersza przez —1 oraz pomnozeniu wyrazow dru-
giego wiersza przez -1 i dodaniu ich do odpowiednich wyrazow trzeciego wiersza, ostatnia
macierz uzyska postac

1 0 1]|-1 00 |2
01 2 |-2 110]3]
0 0 -3 2 -1 111

Nastepnie mnozymy Wyrazy trzeciego wiersza przez % 1 dodajemy je do wyrazéw

pierwszego wiersza, podobnie mnozymy wyrazy trzeciego wiersza przez % I dodajemy je

do wyrazow drugiego wiersza. Po tych przeksztatceniach uzyskamy macierz

1 1 1 |7
L0 0 5 "5 5|3
01 0 2 1 2 |1
S |

2 -1 111

a po ,,korekcie” ostatniego wiersza (mnozenie wyrazow przez (— E)) — posta¢ koncowa

11 1 7
1 00| 38 3 3| 3
2 01 2| 1
o1o0|—f&>— - -1 =
3 3 3 3
o 0 1| 2 1 1 1
3 3 3 3

odpowiadajgca postaci (4.8). Niewiadome typu X sg wyrazone tylko za pomocg niewiado-
mych dolgczonych (typu z). Uktad nierdwnosci ma nieskonczenie wiele rozwigzan zalez-
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nych jedynie od niewiadomych typu z. Przypisujac im ustalone warto$ci nieujemne, na
przyktad z1 = t1, 22 = t2, z3 = t3, wektor rozwigzan ma w danym przypadku postac:

7 1 1 1 -
x PRI LR
[+1 1 2 1 2
Xyl _ |tz 1 1
z,| ~ 3+3t1 3t2+3t3 1, o, 13> 0.
Z, ty
Lz t,

L ts |

Aby sprawdzi¢ otrzymane rezultaty, wystarczy podstawi¢ odpowiednie wartosci do kazdej
Z nierownosci:
xytx; =24+ =22 2x,—x, =14+t =21, x;—x3=4—1t; =4

Przyktad 4.4

W poprzednim przyktadzie niewiadome typu X byty wyrazone jedynie przez dodatkowe
niewiadome (typu z). Ten przyktad pokazuje inng mozliwos$¢. Rozpatrzmy uktad trzech nie-
réwnosci o pigciu niewiadomych x4, x5, X5, X4, X!

Xy +x, + x5 =1
X+ x5 +x,4 =1
Xy txy +x; =1

Uktad ten przeksztatcamy poznanym sposobem do nastepujacego uktadu U trzech réwnan o
o$miu niewiadomych:

%y + 2, + x5 +2z, =1
_ Xy +xg + 2, + z =1

Z4,29,23 =0

Macierz rozszerzona otrzymanego uktadu réwnan ma postac:

11 1001|1001
[Alb]=(0 1 1 1 0 |0 1 0]1]
0 0111100 111

Za pomocg odpowiednich operacji elementarnych macierz t¢ doprowadzamy do posta-
ci:
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zgodnej z (4.8). Stwierdzamy, ze pierwsze trzy niewiadome typu X zaleza od niewiadomych
typu z oraz pozostatych niewiadomych typu x. Uklad nierownosci liniowych ma nieskon-
czenie wiele rozwigzan zaleznych od niewiadomych X4, Xs oraz zi, zz, z3. Przypisujac im
ustalone wartosci liczbowe, np. X4 = (1, X5 = 2 Oraz z1 = t1, 2> = tz, z3 = t3 (0statnie trzy, to
warto$ci nieujemne), wektor rozwigzan ma postac

X - [ 4yt T

%, g, —t; T3

Xq —qy—q;—t; +1

Xg 4

% = 4, U, 0,320,014, 02 € R
zy ty

z, t,

Lz, ] L tq _

Sprawdzenie:

Przyktad 4.5
Rozpatrzmy nastepujacy uktad trzech nierownosci 0 niewiadomych xy, x5, x5, x4:
Xy tx, tTry3txy, =2
X X, =0
Xt x, = 1

Jest to niewatpliwie uktad sprzeczny. Gdyby zatozy¢, ze czworka (a, b, c, d) liczb rze-
czywistych a, b, c, d jest rozwigzaniem tego uktadu, to dodajac do siebie nierownosci a + b
<0, c+d<1, otrzymamy z jednej strony, ze suma a + b + ¢ + d jest nie wigksza niz 1, lecz
jak pokazuje pierwsza nieréwno$¢, suma ta jest nie mniejsza niz 2. Sprzecznos¢. Do
sprzeczno$ci doprowadzito nas zatozenie, ze istnieje czworka liczb rzeczywistych, ktora jest
rozwigzaniem danego uktadu nierdéwnosci.

Interesuje nas jednak otrzymanie takiego wniosku w wyniku zastosowania procedury
ogolnej rozwigzywania uktadéw nieréwnosci liniowych, ktora przedstawiliSmy wczesnie;.
Przesledzmy zatem jej zasadnicze kroki na tym uktadzie nierownosci.

Zastepujemy uktad nieréwnosci uktadem réwnowaznym:

Xy T Xy <
Xy T x, =

=D b
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Przeksztatcamy ostatni uktad nieréwnosci do odpowiedniego uktadu réwnan:

% T %, + z, = 0
u: X3+ x, +z3= 1

Zqy, Z9, 2320

Macierz rozszerzona powyzszego uktadu rownan jest nast¢pujaca:

-1 -1 -1 -1 |1 0 0 |-2
[Alpj=| 1 1 0 00 1 0 0
0 0 1 110 0 1

Operacja elementarna w; =w,; + W, przeksztalca ja do postaci

00 -1 -1 (1 1¢0]-2
1 1 0 0 (010 0
00 1 110 01 1

z kolei, po wykonaniu operacji w; =W, +W,, ostatnia macierz uzyska forme

-1
0
1

Po zamianie miejscami odpowiednich wierszy w ostatniej macierzy doprowadzamy ja
do postaci
1 1 0 0 0
011 1
0 0 0 0 -1
Zamieniajac miejscami kolumng¢ drugg z trzecia, uzyskujemy koncowg posta¢ macierzy
1 0
1
0 0

ktora odpowiada postaci (4.9). W tym przypadku

0 0 00
1 1 00
0 011

11
1 0
01

=

0 1 0
0 01
1 11

]

100 )
1 D [q:’_:l']_[l 1 1 _1]-

_[ 1
[Pi;] = 0 01 1
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Rozpatrywany uktad nierownosci liniowych ma rozwigzanie wylacznie wtedy, gdy
rownanie o wspotczynnikach odpowiadajacych wspotczynnikom macierzy [g;;] posiada co
najmniej jedno nieujemne rozwigzanie bazowe. Rownanie to ma postac

Zy+ 23+ 23 = —1,
przy czym niewiadome z,, z,, z; moga przyjmowac jedynie nieujemne wartosci. Przy ta-
kim zatozeniu réwnanie to jest sprzeczne i nie posiada rozwigzan. Rozpatrywany uktad nie-
rownosci jest uktadem sprzecznym.

Jesli macierz rozszerzong uktadu (4.7) doprowadzimy za pomoca operacji elementar-
nych oraz mozliwej zamiany kolumn do postaci (4.9), to uktad nieréwnosci (4.1) nie jest
sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy uktad rownan odpowiadajacy macierzy [q;;] ma przy-
najmniej jedno nieujemne rozwigzanie bazowe. Jesli warunek ten jest spetniony, to rozwig-
zanie ogoblne uktadu nieréwnosci moze zaleze¢ od niewiadomych dotaczonych (typu z) jak
i od niektorych niewiadomych typu x (Przyktady 4.6, 4.7).

Przyktad 4.6
Rozwazmy uktad pigciu nierownosci liniowych 0 niewiadomych x4, x5, x5:
X +Xg =1
Xy +2X3 <2
X, + X, >1

X +X; —X3>0

— X +X, +X%3<0

Uktad U réwnan odpowiadajacy danemu uktadowi nieréwnos$ci ma postac:

-

— % — X3 +24 =-1

Xo +2X3 +1Z, = 2

U-<_X1_X2 + 23 =-1

S =X, — X5 + X3 +2, =0

— X + X5 + X3 +25 = 0
2y, Zy, Z3, Z4, 2520

Korzystajac z operacji elementarnych, macierz rozszerzong
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zgodnej z (4.9). Wynika stad, ze uktad nierownosci ma rozwigzanie, o ile uktad réwnan

1, 1, _4 _
sU-3l—3L+l =

-4 -

posiada co najmniej jedno nieujemne rozwigzanie bazowe.

wl|—

Mozemy przekona¢ si¢ o tym, ze uktad [ 0 O O O] T jest nieujemnym rozwigza-

niem bazowym ostatniego uktadu rownan, a to oznacza, ze rozpatrywany uktad nieréwnosci
ma rozwigzanie. Wszystkie rozwigzania ukladu zawiera ponizszy wektor rozwigzan (nie-
wiadome typu x zaleza wylacznie od niewiadomych typu z, a niewiadome z,,z- daja si¢
wyrazi¢ za pomocg niewiadomych zy, z5, z3).

THEG I 3t
$-5h-3h 3t
2,1 1 1
t1
= 5
t3
FA-t +1t, +4t)
L Sl +t
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gdzie wielkos$ci ty, t2, t3,1-t; +t, +4t;, -1+t +1t, przyjmuja wartosci nieujemne.
Sprawdzenie:

Xp X —Xg =2 (Lt +1, +43) 20, =X +X + X3 =—(-1+1 +1,) <0
Przyktad 4.7
Przedstawimy teraz przyktad uktadu nieréwnosci, ktory posiada nieskonczenie wiele

rozwigzan zaleznych od pewnych niewiadomych typu x oraz od niewiadomych typu z.
Rozpatrzmy uktad trzech nierownosci 0 czterech niewiadomych x4, x5, x5, x4

X —2X4 2—
X9 +2X3 < 6.
—3X% +2X, +4X3+6X, < 6

Po standardowych operacjach uktad nieréwnosci mozna zastgpi¢ ponizszym ukladem
roOwnan

+2X,+ 74 =
2, 2,,23>0
Macierz rozszerzona tego uktadu
-1 00 2|1 0 02
[Albpj]=| 01 2 0|0 1 0/6
-3 2 4600 1|6

moze by¢ doprowadzona za pomocg odpowiednich operacji elementarnych na jej wierszach
do postaci

100 -2|0 % -4%|2
012 0[0 1 0|6
000 0[1 % -%|4

Rozpatrywany uktad nierdwnosci nie jest sprzeczny, poniewaz trojka [4 0 0] T jest nieu-
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jemnym rozwigzaniem bazowym roOwnania

2 1
21+§ZE_EZE =4

Wektor rozwigzan ma w tym wypadku postac

x| [2+29-2t +1t, ]
X, 6-2p-1

X3 p

X4 | = q

2, 4-2t +11,

Z, t1
143 | t |

gdzie p, q przyjmuja dowolnie ustalone warto$ci rzeczywiste, natomiast t;, t, sa takimi nie-
ujemnymi liczbami rzeczywistymi, by wyrazenie 4—2t; +1t, bylo nieujemne. Rozwigza-
nie zalezy od niewiadomych typu X oraz niewiadomych typu z.

Zadania dodatkowe na zajecia
1. Udowodnij, ze rozwigzaniem uktadu nieréwnosci

2%, + %3 £ 2

0 niewiadomych x4, x,, x5 jest uktad

g 4 1

1 3 2 1
%, —Etl—ﬂtg +Et3
Xy 6 3 2
| = 2+ttt | b, 1320
Z, 1
[z, ] t

. ta -

2. Rozwiaz ponizsze uktady nieréwnosci liniowych sprowadzajac je do odpowiednich ukta-
dow réwnan liniowych. Dla pewnosci, sprawdz otrzymany wynik.
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a)
3xy —4x; =1
2X; + %y = 2
Xy— Xy = 3
b)
X ta+x3 =0
2%y — X3 — X3 = —3
X=X+ 20
c)
X+x,+x =3
X1+ 2%, +2x; =2 2
2%y +2x, +3x; =10
d)
X +2x,+3x;, 2 8
X +x +x; =3
2x i+ 4x; + 6233 = 1
e)
X tx;— X3 =3
X;+2x,+3x; =9
2xy +3x; +2x; £ 12
Modut nr S

Tematyka: Metoda sympleks w odniesieniu do zagadnienia optymalizacji funkcji celu.

Opis tresci modulu

5.1 Wprowadzenie pojecia standardowego zagadnienia maksymalizacji oraz standardo-
wego zagadnienia minimalizacji w programowaniu liniowym.

5.2 Metoda sympleks dla n-wymiarowego standardowego zagadnienia maksymalizacji.

5.3 Metoda sympleks dla n-wymiarowego standardowego zagadnienia minimalizacji.
Zagadnienie dualne.

5.1 Wprowadzenie poj¢cia standardowego zagadnienia maksymalizacji oraz standardoswe-

go zagadnienia minimalizacji w programowaniu liniowym

W wielu zagadnieniach natury ekonomicznej spotykamy si¢ z problemem optymalizacji
(minimalizacji lub maksymalizacji) pewnych wyrazen (funkcji) wzgledem uktadu rownan
lub nieréwnosci liniowych. Wyrazenie (funkcje), ktére optymalizujemy, nazywamy funkcjg
celu (z matematycznego punktu widzenia jest to forma liniowa pewnej liczby zmiennych,
a w zastosowaniach ekonomicznych moze nig by¢ czgsto analizowana funkcja zysku lub
kosztu). Uktad rownan lub nieréwnosci liniowych wyznaczajacy zakres optymalizacji funk-
cji celu nazywac bedziemy ukfadem warunkow ograniczajgcych. Odzwierciedlajg one pew-
ne ograniczenia naktadane na rozwigzanie (lub rozwigzania) rozpatrywanego problemu
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(czesto sg to ograniczenia zwigzane z ilo$cig zasobow, w szczegolnosci, dostepnego mate-
riatu, czy liczby jednostek pracy, na przyktad roboczogodzin).

W tym module podamy zastosowania metody sympleks w programowaniu liniowym
odnoszace si¢ do standardowego zagadnienia maksymalizacji 1 minimalizacji.

Dla ustalonej liczby naturalnej n, n > 1, zbiér wszystkich uporzadkowanych uktadéw n
liczb rzeczywistych oznaczamy symbolem R"™ i nazywamy n-wymiarowq przestrzeniq eu-
klidesowg. Doktadniej, B™ = {(X1, X2, ..., Xn), Xie R, dlai=1,2,...,n}

Kazdy element przestrzeni R™ nazywamy punktem. Jezeli uktad A = (az, a2, ... , an)
jest punktem przestrzeni R™, to liczbe ai nazywamy i-tq wspotrzedng punktu A.

Dla punktow P = (p1, p2, ..., Pn), Q = (01, Q2, ... , Qn) przestrzeni R™ okreslamy kryte-
rium ich rozréznialnos$ci zgodnie z reguly:

P =Q wtedy i tylko wtedy, gdy pi=qi, dlai=1,2,.
Inaczej, dwa punkty przestrzeni R™ sg identyczne wtedy i tylko wtedy, gdy majg réwne
odpowiednie wspotrzedne.

Zagadnieniem programowania liniowego (zagadnieniem PL) nazywamy problem opty-
malizacji funkcji liniowej (formy liniowej) f

f: R" > R
f = f(xirxzr ---:xnj =03y + Ca%7 +---+ Cn¥n

dwoch lub n zmiennych, n > 2.

Przyjmujemy, ze standardowe zagadnienie maksymalizacji w programowaniu linio-
wym dla n zmiennych decyzyjnych x4, x5, ..., x,, ma postac:
zmaksymalizowac funkcje celu

f=Fflxpx wnx,) = oyxy + xp + 0 + 0%,
pod kgtem uktadu m warunkow ograniczajgcych

C11%y T eppxpt o x, £hy
€y Xy tCpp2yt.tep, X, S by

Fo .

(5.1)
lexl +cm2x2+ + mnxn 5 b

Xy, Xy X, =0

gdziedlai=1,2, ..., m, j=1, 2, ..., n, wspolczynniki c;;, b;, ¢; oznaczajg ustalone liczby

ijr By €

rzeczywiste takie, ze nie znika co najmniej jeden wspotczynnik c;;, b; >0 ponadto c; =0.
Rozwigzaniem dopuszczalnym dla standardowego zagadnienia maksymalizacji nazy-

wamy kazdy uktad [d; d, ... d,]T takich liczb rzeczywistych d,.d;. ....d,, ktore spet-

niaja kazda nieréwno$¢ wystepujaca w uktadzie (5.1). Zauwazmy, ze standardowe zagad-

nienie maksymalizacji posiada zawsze rozwigzanie dopuszczalne. Jest nim uktad zlozony

z samych zer.
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Zbiorem rozwigzan dopuszczalnych dla standardowego zagadnienia maksymalizacji
nazywamy zbior, ktorego elementami sg wszystkie rozwigzania dopuszczalne dla tego za-
gadnienia.

Standardowe zagadnienie minimalizacji w programowaniu liniowym dla n zmiennych
decyzyjnych x4, x5, ..., x,, ma postaé:
zminimalizowa¢ funkcje celu

f=Fflepxg onx,) = 6%y + 0%+ + 6%,
pod kgtem uktadu m warunkow ograniczajgcych

11Xy F Cypx5+... FCy,x, = by
C39%y T CopXptun. +C, %, = b,
(5.2)
Cop1 Xy F Copp XoFe o FCpn X, = b,y
X, Xqp0.,%, =0
gdziedlai= 1,2, ..,m, j=1, 2, ..., n wspolczynniki Cijy b;, ¢; oznaczajq ustalone liczby
rzeczywiste takie, ze nie znika co najmniej jeden wspotczynnik c;;, b; >0 ponadto ¢; =0.

Dla standardowego zagadnienia minimalizacji mozna wprowadzi¢ pojgcia rozwigzania
dopuszczalnego oraz zbioru wszystkich rozwigzan dopuszczalnych analogicznie do standar-
dowego zagadnienia maksymalizacji. Jednak w tym przypadku moze si¢ zdarzy¢, ze zbior
rozwigzan dopuszczalnych jest zbiorem pustym. Uktad ztozony z samych zer nie musi by¢
rozwigzaniem dopuszczalnym dla tego zagadnienia (a jak pamigtamy, jest nim dla standar-
dowego zagadnienia maksymalizacji). Jesli zbior rozwigzan dopuszczalnych dla standardo-
wego zagadnienia minimalizacji jest zbiorem pustym, to moéwimy, ze rozpatrywane zagad-
nienie nie ma rozwigzan dopuszczalnych.

Istotq metody sympleks jest charakterystyczny sposdb wyznaczania wspoirzednych
punktow nalezacych do zbioru rozwigzan dopuszczalnych przy uzyciu metod macierzo-
wych. Zgodnie z ideg metody sympleks, okreslamy wspotrzedne pewnego punktu nalezace-
go do zbioru rozwigzan dopuszczalnych i sprawdzamy, czy jest to juz rozwigzanie optymal-
ne. Jesli okaze si¢, Zze nie otrzymaliSmy rozwigzania optymalnego, przechodzimy do kolej-
nego punktu w taki sposob, by otrzymane kolejne rozwigzanie nie byto gorsze od tego, kto-
rym juz dysponujemy. Stosujac te procedurg, w skonczonej liczbie krokow dochodzimy do
punktu, w ktorym istnieje rozwigzanie optymalne.

5.2 Metoda sympleks dla n-wymiarowego standardowego zagadnienia maksymalizacji

Przyktad 5.1
Pewna firma produkuje dwa typy wyroboéw: Wi oraz we, uzywajac do ich produkcji
trzech surowcow: Si, Sz, S3. Wiadomo, Ze jednostka wyrobu w1 moze by¢ sprzedana z zy-
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skiem w wielkosci 5 zt, a jednostka wyrobu w, — z zyskiem w wysokosci 4 zt. Firma ta po-
siada okreslone zapasy surowcow oraz pewng liczbe wolnych jednostek czasu pracy — srod-

kéw niezbednych do produkceji obu wyrobow. Ponizsza tabela podaje ilosci kazdego surow-
ca potrzebnego do produkcji jednostki wyrobu w1 oraz wo, a takze wielko$ci zapaséw

Wyroby | w1 | w2 | Zapasy

Surowce SUFOWCOW
S1 20 | 15 60 000
S2 419 25 200
S3 4 | 6 18 000

Praca (minuty) | 30 | 20 | 87 000
Zysk (z1) 51| 4

Firma chce pozna¢ optymalng wielko$¢ produkcji swoich wyrobow, by zmaksymalizo-
wac zysk z ich sprzedazy.

Uzasadnimy, ze w tym przypadku mamy do czynienia z nast¢pujagcym zagadnieniem
programowania liniowego: zmaksymalizowa¢ funkcje zysku Z, Z = Z(x1, X2) = 5X1 + 4X2
wzgledem nastepujacego uktadu warunkoéw ograniczajacych:

20% +15x, < 60 000
A% + 9X, <25 200
4% + 6X, <18 000,

30, + 20X, <87 000

X1, X >0

Niech X1, X2 oznaczajg odpowiednio wielkos¢ produkcji wyrobow w1 oraz wo. Oczywi-
ste ograniczenie na zmienne decyzyjne jest takie, ze zadna z nich nie moze przyjmowac
warto$ci ujemnych: X1, X2 > 0. Funkcja Z = Z(x1, x2) = 5x1 + 4X2 wyraza catkowity zysk ze
sprzedazy wyrobodw Wi 0raz w (o ile wszystkie wyroby zostang sprzedane).

Laczng 1lo$¢ pierwszego surowca wymaganego do produkcji wyrobéw wyraza zalez-
nos¢ 20x1 + 15x2. Ze wzgledu na jego zapasy (60 000 jednostek zapasu) uzyskamy pierwszy
warunek ograniczajacy: 20xy + 15x2 < 60 000. Podobnie, limit ilo$ci drugiego surowca
(25 200 jednostek) generuje drugi warunek ograniczajacy: 4x1 + 9x2 < 25 200,
natomiast ograniczenie ilo$ci trzeciego surowca daje trzeci warunek: 4x; + 6x2 < 18 000.
Czwarty warunek ograniczajacy dla x1 oraz X2 wynika z limitu jednostek czasu pracy (wyra-
zonego W minutach): 30x; + 20x2 < 87 000. Wielkos¢ 87 000 minut to doktadnie 1450 go-
dzin pracy. Jesli przyjac, ze dzien pracy trwa 8 godzin, warto$¢ ta odpowiada mniej wigcej
poirocznemu cyklowi pracy tej firmy.
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Przyktad 5.2
Metoda sympleks moze by¢ zastosowana z powodzeniem dla funkcji celu dwodch

zmiennych’. W tym przykladzie zastosujemy ja, rozwiazujac nastepujacy problem.
Zmaksymalizowaé funkcj¢ f =f (X1, X2) = 6x1 + 5X2 wzgledem ponizszego uktadu wa-
runkow ograniczajacych:

X, +2X, <12
6%, + 4%, <48
— % +2%, < 8

Xy, Xy 20

Pierwszy etap (przejscie do uktadu rownan)

Dla danego zagadnienia i jego uktadu warunkow ograniczajgcych konstruujemy odpo-
wiadajacy mu uktad U czterech réwnan liniowych, wprowadzajac niewiadome pomocnicze
typu z oraz niewiadomg f

f —6X; —5X, =0
X +2X%, +7; =12
U: 6X +4X, +2, =48
— X +2X, +23= 8
Xi, X9,2,29,23 20

Drugi etap (budowa poczatkowej tablicy sympleksowe;j)

Dla danego uktadu rownan budujemy poczgtkowq tablice sympleksowq. Jest to whasci-
wie macierz rozszerzona uktadu U, do ktorej dotagczamy jeden wiersz (nad macierzg) i jedng
kolumne na zewnatrz tej macierzy (po jej lewej stronie). W i-tym jej wierszu wypisujemy
wspolczynniki odpowiadajace niewiadomym oraz wyrazy wolne. Pionowa kreska wewnatrz
macierzy oddziela te dwa typy wspotczynnikow

fooxy X 77 7z, 123

f[1 -6 -5 0 0 0|0
(0 1 2 1 0 012
2,0 6 4 0 1 0]48
/0 -1 2 0 0 1|8

W wierszu nad tablica sympleksowa wypisano w odpowiedniej kolejnosci wszystkie
wystepujace niewiadome, a w kolumnie po lewej stronie tablicy sympleksowej wystepuje

" Nie rozpatrujemy metody geometrycznej dla przypadku funkcji celu dwoch zmiennych.
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niewiadoma f oraz niewiadome typu z: z1, z2, z3. Nazwijmy je aktualnymi (biezgcymi)
zmiennymi bazowymi. Mowimy, ze tworzg one tak zwang baze. Kolumny z tymi zmiennymi
majag w odpowiednim miejscu tablicy jedynke (pogrubiong), natomiast pozostate wyrazy
kolumny sg réwne zero. Te niewiadome, ktére w danym momencie nie sg zmiennymi ba-
zowymi majg przypisang wartos¢ rowng 0 I nazywamy je zmiennymi niebazowymi. W na-
szym przypadku sg to niewiadome typu X: X1, X2 oraz zatozenie: X1 = X2 = 0. W kolumnie na
prawo od pionowej kreski w tablicy sympleksowej wypisane sg biezace wartosci aktualnych
zmiennych bazowych: f =0, z1 = 12, z» = 48, z3 = 8. Sytuacja taka ma nastepujacg interpre-
tacj¢: w przypadku funkcji celu f dwoch zmiennych (na ptaszczyznie), zatozenie X1 = X2 =0
opisuje wspotrzedne jednego z wierzchotkow obszaru rozwigzan dopuszczalnych. Jest nim
poczatek uktadu wspotrzednych®. Oczywiscie, rozwigzanie to nie musi by¢ (i nie jest) roz-
wigzaniem optymalnym. Dodatkowo, tym punkcie, funkcja celu f ma warto$¢ rowna O.
Okazalo sig¢, ze nie otrzymaliSmy rozwigzania optymalnego, dlatego przechodzimy do
kolejnego punktu w taki sposob, by otrzymane kolejne rozwigzanie nie byto gorsze od tego,
ktorym juz dysponujemy. Od tego momentu rozpoczynamy procedurg wilgczania niewia-
domych typu x do bazy. Trwa ona do tego momentu, az w pierwszym wierszu tablicy sym-
pleksowej pojawia si¢ jedynie wyrazy dodatnie. Nalezy rozstrzygnac nastgpujacym proble-
mem: ktora niewiadoma typu x ma wejs¢ do bazy jako pierwsza, ponadto, ktorg ze zmien-
nych typu z znajdujgcych sie aktualnie w bazie ma zastgpi¢. Odpowiedz na pytanie pierwsze
jest nastepujaca. Do bazy nalezy wigczy¢ jako pierwszq te niewiadomg typu X, ktorej odpo-
wiada najmniejszy ujemny wspotczynnik wystepujgcy w pierwszym wierszu tablicy symplek-
sowej (wiersz odpowiadajgcy niewiadomej ). W naszym przypadku jest to (—6). Oznacza
to, ze bedzie nig niewiadoma X1 (jesli wszystkie wspotczynniki bytyby dodatnie, rozwigza-
nie zagadnienia odczytujemy od razu z tablicy — porownaj koncowg czes$¢ algorytmu sym-
pleksowego do tego zadania). Warto$¢ niewiadomej X2 jest nadal rowna 0. Aby okresli¢ te
zmienng bazowa, ktorg zastgpi niewiadoma X1, stosujemy kryterium najmniejszego nieujem-
nego ilorazu: rozpatrujemy wszystkie dodatnie wartosci wystepujace w kolumnie odpowia-
dajacej niewiadomej X1. Sg to liczby 1 oraz 6, nastgpnie wyznaczamy ilorazy odpowiednich
wartosci wystepujacych w kolumnie na prawo od pionowej kreski po prawej stronie tablicy
sympleksowej (liczby 12 oraz 48) oraz liczb 1 oraz 6. W naszym przypadku mamy dwa ilo-

razy: 1—12 =12, % =8. Najmniejszy z nich daje najbardziej restrykcyjne ograniczenie dla
niewiadomej x1. Pochodzi ono od wartosci 6. Warto$¢ ta wystepuje w wierszu odpowiadajg-
cym zmiennej bazowej z2, zatem t¢ niewiadomg zastapi niewiadoma Xi.

Kryterium najmniejszego nieujemnego ilorazu mozna uzasadni¢ w nastepujacy sposob.
Wiedzac, ze niewiadoma Xz przyjmuje wartos¢ zero, drugie i trzecie rGwnanie uktadu U beg-
dzie miato posta¢ 1x; +z; = 12, 6x; + z; = 48. Wobec nieujemnosci nhiewiadomych zi,
Zp stwierdzamy, ze 0<x <12, 0< X <8. Wartos¢ 6 daje najwicksze ograniczenie zakresu

zmienno$ci niewiadomej Xi.
Trzeci etap (wlaczenie zmiennej X1 do bazy, wylaczenie zmiennej z2 z bazy)

8 Z drugiej strony punkt (x1, X2, 1, 22, z3) = (0, 0, 12, 48, 8) jest punktem ekstremalnym 5-wymiarowego wielo$cianu
wypuklego, ograniczonego hiperplaszczyznami o réwnaniach wystgpujacych w uzyskanym uktadzie rownan.
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Za pomocg operacji elementarnych na wierszach tablicy sympleksowej doprowadzamy
kolumne¢ odpowiadajacg niewiadomej X1 do ksztaltu typowego dla zmiennej bazowej (Jedna
jedynka i pozostate zera). Po odpowiednich przeksztatceniach, tablica sympleksowa uzyska
postac:

foxy X 7z z, 13
f[1 0 -1 0 1 0]48]
z|0 0 4% 1 -% 0] 4
x [0 1 2% 0 Y% o0 8|
30 0 % 0 % 1|16

Zastgpienie w bazie zmiennej Z2 zmienng X1 odpowiada na plaszczyznie przej$ciu od
wierzchotka o wspolrzednych (0, 0) do wierzcholka o wspétrzednych (8, 0)°. Warto$¢ funk-
cji T w punkcie wyznaczajgcym nowy wierzchotek jest rowna 48.

Czwarty etap (wlaczenie zmiennej X2 do bazy, wylaczenie zmiennej z1 z bazy)

Przypomnijmy, ze zainicjowana W trzecim etapie procedura wigczania niewiadomych
typu x do bazy trwa do momentu, az w pierwszym wierszu pojawiq sie jedynie wyrazy do-
datnie. Z postaci ostatnio otrzymanej tablicy sympleksowej wynika, ze nalezy kontynuowac
nasz algorytm i mozemy rowniez wiaczy¢ do bazy niewiadoma X2. Moze ona zastapi¢ jedng
ze zmiennych nalezacych do aktualnej bazy. Po zastosowaniu kryterium najmniejszego nie-
ujemnego ilorazu stwierdzamy, Ze najostrzejszy warunek ograniczajacy dla niewiadomej X2

generuje wspotczynnik %, CO Oznacza, ze niewiadoma ta zastagpi w bazie zmienng z1. Od-
powiednie ilorazy, to: 4/ =38, 8/, = 12, 16/ = 6. Odpowiednie operacje elementarne na
- B ]

wierszach tablicy sympleksowej pozwalaja doprowadzi¢ ja do postaci:

fox X 7 z, 13
ff1 0 0 % 7% 0]51]
X000 0 1 3 -—-% 03
x|0 1 0 -% —-% 0|6/
730 0 0 -2 v 1 8J

Byl to ostatni etap algorytmu w tym zagadnieniu. W pierwszym wierszu nie wystepu;ja
juz ujemne wyrazy. Zmiennymi bazowymi sg niewiadome f, X1, X2, z3. Pozostate niewiado-
me, to zmienne niebazowe. Przypisujemy im warto$¢ zero. Z tablicy sympleksowej odczy-
tujemy, ze funkcja f osigga warto$¢ najwigksza w punkcie o wspotrzednych (6, 3), rowng
51. W tym etapie nastgpito przejscie od punktu (8, 0) do punktu o wspdtrzednych (6, 3)*°.

® Lub ogolniej, przejsciu od punktu (0, 0, 12, 48, 8) do punktu (8, 0, 4, 0, 16).
10 Lub w przypadku ogdlniejszym, od punktu (8, 0, 4, 0, 16), do punktu (6, 3, 0, 0, 8).
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Przyktad 5.3

Zastosujemy metode sympleks do rozwigzania zagadnienia dotyczacego maksymaliza-
cji pewnej funkcji zysku Z = Z(x1, X2, x3) = 18x1 + 12x2> + 15x3, uwzgl¢dniajgc nast¢pujacy
uktad warunkow ograniczajgcych:

2X%1 + Xy +2X3 <900

3% + X, +2X;3 <1080

2% + 2%, + X5 <840
Xi, Xp, X3 20

Uktad réwnan U odpowiadajgcy temu zagadnieniu ma postac:

Z —18x; —12X, —15X, =0
2%+ Xy + 2X3+74 =900
u: 3% + X, + 2X3+ Z, =1080
2X; + 2%+ X3+ Z; =840

X1, X, X3,24,25,23 20

Na jego bazie budujemy poczatkowa postac tablicy sympleksowe;:

z Xq X5 X3 77 I I3
z[1 -18 -12 -15 0 0 O 0]
|0 2 1 2 1 0 0] 900
z,|0 3 1 2 0 1 0/1080
310 2 2 1 0 0 1| 840]

Baze stanowig w tym przypadku zmienne Z, z1, Z2, z3. Niewiadome typu X, to jak zwy-
kle na poczatku zmienne niebazowe, ktorym przyporzadkowujemy warto$¢ rowna 0%, War-
to$¢ poczatkowa funkcji Z jest rowna 0.

Na podstawie rozktadu ujemnych warto$ci w pierwszym wierszu tablicy sympleksowe;j
oraz kryterium najmniejszego nieujemnego ilorazu przekonujemy si¢, ze pierwsza niewia-
doma typu X, ktora wejdzie do bazy jest X1 (najmniejsza ujemna warto$¢ jest rowna (—18)
i zastgpi niewiadoma z (odpowiednie trzy ilorazy, to: 990/, = 450, 1080/, =360,

11 Rozklad elementow w tablicy odpowiada wierzchotkowi o wspotrzednych (0, 0, 0), 3-wymiarowego wielo$cianu
wypuklego w przestrzeni R® lub ogélniej, wierzchotkowi o wspotrzednych (0, 0, 0, 900, 1080, 840) w odpowiednim
6-wymiarowym wielo$cianie wypuktym.
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640 /5 = 420. Po operacji zastgpienia niewiadomej z2 przez niewiadoma X1, tablica symplek-
sowa przybierze postac

Z X X X3 Z, I3
z[1 0 -6 -3 0 6 06480 ]
|0 0 % 21 -2 0] 180
x |01 % 2 0 % 0] 360]
310 0 % -% 0 -% 1| 120]

Dokonali§my przejécia w przestrzeni tréjwymiarowej od wierzchotka (0, 0, 0) do
wierzchotka (360, 0, 0)'2. Wartoé¢ funkcji zysku w nowym wierzcholku jest rowna 6480.

Nastgpng niewiadomg wchodzaca do bazy jest X2 (najmniejsza ujemna warto$¢ jest
rébwna (—6)), ktora zastepuje niewiadoma zz (odpowiednie ilorazy, to: 150,13:540,

360/, = 1080, 129/, = 90). Po tej zamianie tablica sympleksowa przeksztalci si¢ do posta-

ci:
Z X X X3 I Z, Z3
z[1 0 0 -% 0 3 9%|7020]
2100 0 % 1 -Y% -Y | 150
x|0 1 0 ¥ 0 Y% -1 | 330
20 0 1 -% 0 -% %| 9

Obserwujemy przejscie od wierzchotka o wspotrzednych (360, 0, 0) do wierzchotka
o wspotrzednych (330, 90, 0). Wartos¢ funkcji zysku wzrosta do 7020.
Korzystajac kolejny raz z kryterium najmniejszego nieujemnego ilorazu, stwierdzamy,

W ostatnim kroku, niewiadoma xs (ujemna warto$¢ jest rowna (—;j) zastapi w bazie nie-
wiadoma 71 (najmniejszy nieujemny iloraz jest rowny 129 /= = 200). Po tej operacji tablica

sympleksowa bedzie miata ksztalt

Z X X9 X3 Z, Z3
Zz|1 0 0 0 6 0 3 17920
/0 0 0 1 4% -2 -3 | 200
x001 0 0 -1 1 0| 180
20 0 1 0 % -2% 2| 140

12 Nietrudno réwniez wskaza¢ zmiane wierzchotkéw w wielo$cianie 6-wymiarowym.
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Algorytm sympleksowy zostal zakonczony. W tym wypadku wszystkie niewiadome
typu X znalazly si¢ w bazie. Funkcja Z osigga warto$¢ najwigkszg w punkcie o wspotrzed-
nych (180, 140, 200), réwna 7920.

5.3 Metoda sympleks dla n-wymiarowego standardowego zagadnienia minimalizacji.

Zagadnienie dualne.

Okazuje si¢, ze standardowe zagadnienie minimalizacji funkcji celu moze by¢ przefor-
mutowane w taki sposob, by zredukowac je do pewnego zagadnienia wymagajacego mak-
symalizacji innej funkcji celu. Mozliwa jest rowniez procedura odwrotna. Przesledzmy ten
proces na ponizszym przyktadzie.

Przyktad 5.4

Wro6émy do standardowego zagadnienia maksymalizacji, omawianego w Przyktadzie
5.1, gdzie nalezato zoptymalizowa¢ funkcje¢ zysku Z = Z(X1, X2) = 5X1 + 4X2. Niezbe¢dne in-
formacje byty zawarte w ponizszej tabeli:

Wyroby | wi | w2 | Zapasy

Surowce SUFOWCOW
S1 20| 15 | 60000
S2 4 |9 25 200
S3 4 | 6 18 000

Praca (minuty) | 30 | 20 | 87000
Zysk (zf) 5| 4

Postawione zagadnienie moze by¢ ujete inaczej — z punktu widzenia warto$ci czterech
srodkow niezbednych do produkcji wyrobow w1 oraz wo.

Niech yi, Y2, ¥3, Y4 oznaczajg odpowiednio liczby jednostek surowcow Si, Sz, S3 Oraz
jednostki czasu pracy — srodkéw koniecznych do produkcji wyrobow wi oraz wo. Laczna
wielko$¢ wszystkich $srodkéw produkeji (po uwzglednieniu wielko$ci ich zapasow) jest
rOwna

60 000y + 25 200y, +18 000ys + 87 000ya4 *)

Po wyprodukowaniu wyrobow, zaktad powinien posiada¢ minimalne wielkosci Srodkow
produkcji, co w konsekwencji oznacza zasadno$¢ zminimalizowania wyrazenia (*).

Z punktu widzenia zaktadu, aby uzyska¢ jakikolwiek zysk z produkcji wyrobu w1, war-
to$¢ dwudziestu jednostek surowca Si, czterech jednostek surowcow Sp, S3 oraz trzydziestu
jednostek czasu pracy — wartos¢ srodkow niezbednych do produkcji wyrobu wi, powinna
by¢ nie mniejsza niz 5 zt. Argument ten daje ograniczenie:

20y1 + 4y, + 4y3 + 30ys > 5.
Podobnie, osiggnigcie zysku z produkcji wyrobu w» daje kolejne ograniczenie:
15y1 + 9y2 + 6y3 + 20y4 > 4.

Uwzgledniajac zatozenia trywialne, uzyskujemy nastepujace, standardowe zagadnienie

minimalizacji: zminimalizowa¢ funkcje
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g = g(y1, Y2, y3, ya) = 60 000y; + 25 200y> + 18 000y3z + 87 000y

wzgledem nastepujacego uktadu warunkow ograniczajacych:

20y, +4y, +4y,+30y, =25
15y, +9y, +6y; +20y, >4
Y1, Y2, Y3, ¥4 20

WskazaliSmy, w jaki sposob przeksztalci¢ standardowe zagadnienie maksymalizacji
1 uzyska¢ odpowiadajace mu standardowe zagadnienie minimalizacji. Jest oczywiste, ze
analogiczna argumentacja zagwarantowataby przeksztalcenie zagadnienia minimalizacji do
odpowiadajacego mu zagadnienia maksymalizacji. Istnieje zatem wzajemnie jednoznaczna
odpowiednio$¢ migdzy omawianymi tu typami zagadnien programowania liniowego. Z tego
powodu wprowadzamy nastepujacg umowe.

Zagadnieniem dualnym do standardowego zagadnienia maksymalizaciji:

zmaksymalizowa¢ funkcje celu

f=1(X1, X2, ..., Xn) = C1X1 + C2X2 + ... + CnXn

wzgledem uktadu warunkoéw ograniczajacych:

C11Xg +CroXg +. +Cpp Xy <y
CoqXy +CooXy + ..+ Cop X, <y

Cry X1 + CoXg + oo + Crn Xy <0,

X, Xgy eee s Xy 20

jest nastepujace zagadnienie minimalizacji:
zminimalizowa¢ funkcje celu

g=9(y1, Y2, ..., ym) = b1y1 + bay2 + ... + bmym

wzgledem uktadu warunkoéw ograniczajacych:
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C1aY1 +CoYo +. . +Cp Y 2 G
Cio¥1 +CpoYo +.. +Co Y 2 Cy

C’lnyl +C2ny2 +-"+Cmnym 2 Cn
Yi: Y2, oo s Ym 20

Zagadnieniem dualnym do standardowego zagadnienia minimalizacji:
zminimalizowac¢ funkcje celu

f=1f(X1, X2, ..., Xn) = C1X1 + C2X2 + ... + CnXn
wzgledem uktadu warunkéw ograniczajacych:
Ci1%q +CipXp 4+ + G Xy 2 by

Co1Xy +CopXy +... +Cop X, 2Dy

CrpXq + CaXo + . + Cyp Xy = by

X, Xgy eoe s Xy 20

jest nastepujace zagadnienie maksymalizacji:
zmaksymalizowa¢ funkcje celu

g=9(y1, Y2, ..., ym) = b1y1 + bay2 + ... + bmym

wzgledem uktadu warunkoéw ograniczajacych:

Ci1Y1 +CoYo + .+ Ci ¥ =€
CiaY1 +Co2Y2 +... +Cpa¥Yy <€y

C’lnyl +C2nY2 +'"+Cmnym < Cn
yl,yz, ,ym >0

Podkre$lmy istotne rdznice migdzy tymi zagadnieniami. Po pierwsze, liczba zmiennych
decyzyjnych w zagadnieniu dualnym jest rowna liczbie warunkow ograniczajacych w za-
gadnieniu pierwotnym (pomijamy zatozenia trywialne). Po drugie, liczba warunkéw ogra-
niczajacych w zagadnieniu dualnym jest rowna liczbie zmiennych decyzyjnych w zagadnie-
niu pierwotnym. Po trzecie, wspotczynniki zawarte w funkcji celu, wystepujacej w zagad-
nieniu dualnym, sg wyrazami wolnymi w nierownosciach tworzacych warunki ograniczaja-
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ce dla zagadnienia pierwotnego. Podobnie wyrazy wolne zawarte w nieréwnos$ciach generu-
jacych warunki ograniczajace dla zagadnienia dualnego wystepuja, jako wspolczynniki
okreslajace funkcje celu, w zagadnieniu pierwotnym. Dodatkowo, macierz [e;;] wspéiczyn-

nikéw dla zagadnienia dualnego jest macierzq transponowang macierzy |c, }-] wspolczynni-
kow dla zagadnienia pierwotnego.

Przyktad 5.5
Zminimalizujemy funkcj¢ kosztow K = K(x1, X2, x3) = 48x1 + 80x2 + 120x3, wzgledem
ponizszego uktadu warunkow ograniczajacych:

3X; 42X, +6X%3 =50
3% +4X, +8X%X3 260
X;, X9, X3 20

Zagadnieniem dualnym do danego jest zagadnienie maksymalizacji funkcji
g = 9(Yy1, ¥2) = 50y1 + 60y>, pod katem uktadu warunkow ograniczajacych:

3y, +3y, <48

2y, +4y, <80

6y, +8Yy, <120
Y1,Y2 20

Zastosujemy metode sympleks. Uktad réwnan odpowiadajacy danemu zagadnieniu
maksymalizacji ma postac:

g -50y, —60Y, =0
3y, + 3y, +74 =48
2y:+ 4y, + 1, =80
6y, + 8y, + Z; =120

Yi.¥2,21,25,2320

Poczatkowa postac tablicy sympleksowej jest nastepujaca:

g Y1 Y2 1 Iy I3
g[1 -50 =60 0 0O 0| O]
z/0 3 3 1 0 0|48
7,|0 2 4 0 1 0|80
3]0 6 8 0 0 1 [120]
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Pierwsza niewiadoma typu Y wchodzacg do bazy jest y2 (wspotczynnik (—60)). Na pod-
stawie Kkryterium najmniejszego nieujemnego ilorazu, zastagpi ona zmienng Z3
[‘;—3 =16, £ =202 = 15). Odpowiednie przeksztalcenia elementarne na wierszach macie-
rzy pozwalaja uzyskac nast¢pujacy ciag tablic sympleksowych:

g Y1 Yo 19 7 Z3
g[1 -50 -60 0 0 O | O]
z2|/0 3 3 1 0 0 |48
,/]/0 2 4 0 1 0 |8
30 % 1 0 0 Y% |15]
9 YN Y2 41 2y Z3
gl -5 0 0 0 1% |900
210 % 0 1 0 -% 3
/0 -1 0 0 1 -% | 20
y,|0 3% 1 0 0 % | 15]
9 Y1 Y2 11 7p Z3
g1 -5 0 0 0 1% |900]
2|10 1 0 % 0 -Y% 4
7,0 -1 0 0 1 -% |20
[0 3% 1 0 0 ¥% | 15]
g N Y2 4 Z3 Z3
g[1 0 024 0 5 |920]
y10 1 0 4% 0 -% | 4
/0 0 0 4% 1 -1 |24
[0 0 1 -1 0 % |12

Powyzsza tablica sympleksowa jest ostatnig w danym algorytmie (wszystkie wyrazy w
pierwszym wierszu sg dodatnie). Z pierwszego jej wiersza odczytujemy, ze rozwigzaniem
analizowanego zagadnienia minimalizacji jest ukfad [ 0 S]T. Najmniejsza wartos¢ funkceji
kosztu wynosi k(%,0,5) = 48-2 4+ 1205 = 920.
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Pozostaje scharakteryzowac zwigzek migdzy rozwigzaniami problemow do siebie dual-
nych. Oczywiscie podamy tylko zwiazek opisujacy przypadek, w ktorym zagadnieniem
pierwotnym jest zagadnienie minimalizaciji.

Wiasnos¢

Jesli zagadnieniem pierwotnym jest standardowe zagadnienie minimalizacji, to jego
rozwigzanie odczytujemy z koncowej postaci tablicy sympleksowej, odpowiadajacej dual-
nemu do niego, standardowemu zagadnieniu maksymalizacji. Rozwigzanie to wystepuje
w pierwszym wierszu danej tablicy sympleksowej. Rozwigzanie tworzg warto$ci wystepu-
jace w tym wierszu, odpowiadajace zmiennym dolgczonym (typu z). Warto$¢ optymalna
funkcji celu dla standardowego zagadnienia minimalizacji pokrywa si¢ z wartoscig opty-
malng zagadnienia dualnego.

Zadania dodatkowe do zaje¢¢.
1.

W zwigzku z nadchodzacymi §wigtami pewna firma zamierza zmieni¢ czasowo profil
swojej dzialalno$ci i planuje produkcje upominkow $wiatecznych Ui oraz U,. Do ich pro-
dukcji wykorzystane bedg dwie maszyny produkcyjne M1 i M2. Czas pracy pierwszej ma-
szyny nie powinien przekroczy¢ 30 godzin, a czas pracy drugiej maszyny jest nie wigkszy
niz 50 godzin. Do produkcji upominku U; potrzeba dwoch minut pracy maszyny M oraz
minuty pracy maszyny M, natomiast do produkcji upominku U konieczna jest minuta pra-
cy maszyny M oraz trzy minuty pracy maszyny M.. Wiedzac, ze spodziewany zysk ze
sprzedazy upominku U1 szacowany jest na 10 zt, a zysk ze sprzedazy upominku Uz na 12 zt.
Ustali¢ optymalng produkcj¢ upominkdéw, zapewniajacg maksymalny zysk.

Odpowiedz: 480 sztuk upominku U; oraz 840 sztuk upominku Uz. Zapewni ona taczny
zysk rowny 14 880 zt (o ile sprzedana zostanie cata produkcja).

Wskazowka.

Zakladajac, ze maja by¢ spelnione wszystkie wymienione ograniczenia, a przy tym
uzyskany maksymalny zysk, mamy do czynienia z nast¢pujacym zagadnieniem programo-
wania liniowego: zmaksymalizowaé¢ funkcje zysku Z = Z(x1, x2) = 10x1 + 12X, wzgledem
uktadu nastepujacego uktadu warunkéw ograniczajacych:

2% + X, <1800
X1 +3X, <3000
X, Xy 20

Rzeczywiscie, niech xi1, X2 oznaczajag odpowiednio wielko$¢ produkcji odpowiednio
upominku Uz oraz Us. Laczny zysk Z, z produkcji tych upominkéw mozna wyrazi¢ W po-
staci Z = Z(x1, X2) = 10x1 + 12x,. Laczny czas pracy (w minutach) maszyny M1 wynosi 2x; +
X2 1 nie powinien przekroczy¢ 1800 minut (zaktadajac, ze w przedsigbiorstwie obowigzuje
sze$ciogodzinny dzien pracy, maszyna nie powinna pracowaé dtuzej, niz 5 dni), stad uzy-
skujemy pierwszy warunek ograniczajacy. Podobnie, czas pracy maszyny drugiej wynosi X1

str. 65

Projekt ,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan”.
Opracowanie wspétfinansowane przez Unie Europejska z Europejskiego Funduszu Spotecznego
w ramach Wielkopolskiego Regionalnego Programu Operacyjnego na lata 2014-2020



/| SAMORZAD WOJEWODZTWA Unia Eu ropejska
WIELKOROLSKIEGO Europejski Fundusz Spoteczny

Fundusze
Europejskie
Program Regionalny

+ 3X2, ponadto nie powinna ona pracowa¢ dluzej, niz 3000 minut (oznacza to, ze druga ma-
szyna nie powinna pracowac¢ dtuzej, niz 10 dni). Tym samym, otrzymujemy drugi warunek
ograniczajacy. Zatozenie o nieujemno$ci zmiennych X1, X2 jest oczywiste.

2.

Dyrektor pewnej agencji reklamowej musi zdecydowa¢ w imieniu swojego klienta, ile
wykupi¢ czasu antenowego na nadchodzaca $wiateczng kampani¢ reklamowa. Wiadomo, ze
jedna minuta reklamy w telewizji panstwowej kosztuje 36 000 ztotych, a minuta reklamy
w telewizji prywatnej kosztuje 60 000 ztotych. Zleceniodawca wymaga, by kazdego dnia
kampanii reklama dotarta do przynajmniej 900 000 widzoéw, ponadto, by czas emisji w te-
lewizji prywatnej byl przynajmniej o trzy minuty dluzszy niz w telewizji panstwowe;.

Dyrektor agencji szacuje, ze minutowa reklama w telewizji panstwowej dociera do
40 000 widzoéw, a w telewizji prywatnej moze mie¢ ogladalno$¢ na poziomie az 100 000
widzoéw. Na podstawie swojego doswiadczenia szef agencji zdecydowal, ze kampania be-
dzie efektywna, gdy przynajmniej przez 15 minut kazdego dnia bedzie docierata do wi-
dzow. Okresli¢ minimalny catkowity koszt czasu antenowego na nadchodzaca Swiateczng
kampani¢ reklamowa.

Odpowiedz: optymalne wydatki — w wysokosci 756 000 zt — zostang poniesione wtedy,
kiedy wykupiony zostanie pakiet reklamowy w wysokosci 6 minut w telewizji panstwowe]
1 9 minut w telewizji prywatne;j.

Wskazowka.

Zaktadajac, ze maja by¢ spelnione wszystkie wymienione ograniczenia, a przy tym po-
niesiony minimalny koszt wydatkow, mamy zatem nastepujace zagadnienie programowania
liniowego: zminimalizowa¢ funkcj¢ kosztow

K = K(x1, x2) = 36 000x; + 60 000x
wzgledem nastepujacego uktadu warunkdéw ograniczajacych:

40000x; +100000x, > 900 000
- X +Xy 23
X +X, 215
X, Xy 20

Istotnie, niech X1, X2 0znaczaja odpowiednio ilo§¢ czasu reklamowego (W minutach)
wykupionego w telewizji panstwowej 1 prywatnej. Catkowity koszt K czasu antenowego
wynosi K = K(x1, X2) = 36 000x: + 60 000x.. Catkowita liczba widzoéw, do ktérych dotrze
reklama wyniesie w takim przypadku 40 000x: + 100 000x2, wiec wymaganie klienta, by
reklama dotarta do przynajmniej 900 000 widzoéw, mozna zapisa¢ w postaci:

40 000x; + 100 000x2 = 900 000.
Przypomnijmy, ze czas w telewizji prywatnej ma by¢ przynajmniej o trzy minuty dtuzszy
niz w telewizji panstwowej, mamy stad ograniczenie: X2 > X1 + 3 lub —x1 + x2 > 3.
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Zatozenie, ze kampania bedzie efektywna, gdy przynajmniej przez 15 minut kazdego dnia
bedzie docierata do widzow, mozna wyrazi¢ nast¢pujgco: X1 + X2 = 15. W koncu nie jest
mozliwe, by zmienne X, X2 byly ujemne: X1, X2 > 0.
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