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L.p. Temat zaje¢ Liczba godzin
1. | Zdania logiczne. Koniunkcja zdan. 1
2. | Alternatywa zdan 1
3. Negacja = zaprzeczenie 1
4. Implikacja zdan 1
5. Réwnowaznos¢ zdan 1
6. Prawa De Morgana 1
7. Dziatania na zbiorach, Prawa De Morgana dla zbiorow 1
8. Przedziaty. Nierbwnosci z wartoscig bezwzgledng 1
9. Dowodzenie wprost 4
10. | Dowodzenie nie wprost 4
11. | Indukcja matematyczna 4
12. | Dowody dotyczgce podzielnosci liczb oraz dzielenia z resztg 2
13. | Dowody z wykazywaniem, ze liczba lub wyrazenie spetnia 5

okreslone warunki

14. | Dowody z wykazywaniem prawdziwosci rownan 3
15. | Dowody z wykazywaniem nierownosci 3
tgczna liczba godzin 30

str. 2

Projekt ,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan”.

Opracowanie wspétfinansowane przez Unie Europejska z Europejskiego Funduszu Spotecznego
w ramach Wielkopolskiego Regionalnego Programu Operacyjnego na lata 2014-2020



1.
11
1.2
1.3
1.4
15
1.6
1.7
1.8
1.9
1.10
1.11
2.
2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8

g . g UilERIORdS | )
Spis tresci

LOGIKA MATEMATYCZNA .ottt 4
WA a1 - W (oo o4 SO SSRSPS 4
KoniunKeja ZAan ......ooeoiiiie e 4
ARCINALYWA ZAAN 1.t 7
NEQACIA = ZAPIZECZENIE. ...evveveeeiecteeste e st e ste et et e et e s e e s teese e s te e teestesaeesteeseesteeteeneesreenteeneeans 10
IMPIKACTA ZAAM ... s 13
ROWNOWAZNOSE ZAAMN ... 16
Prawa D& IMOIQANA. .......uiiiuiiiiiiie ittt sttt et e s e e sbb e e e nab e e e nbbe e e nrbeeanaeeean 19
Dziatania na ZDI0TaCK .......cooiiiiii e 22
Prawa De Morgana dla ZDIOTOW...........coiiiiiiiiiicicc e 23
PrZeAZIalY ... 24
Nieréwnosci z warto§cig bezwzgledna ..........oocviveiiiiiiiei e 26
DOWODZENIE TWIERDZEN ..........ccocoooiiiiiinieieieeieeeeeesseseesesses s essesisssssasssssesses s, 27
DOWOAZENIE WPFOST......ecvviitieie ettt ettt et te e e saeeste e e e s teenbeeneesreenreenee e 27
DOWOUZENIE NIE WPTOSE (L) ...veviieriieiieiieieie ettt bbbttt 29
DOWOUZENIE NIE WPTOSE (2) ...ttt bbbt bbb 30
INAUKCJa MAtEMALYCZNA. ......ccuviivieiecie ettt sbe et e e sreenreenee e 32
Dowody dotyczace podzielnosci liczb oraz dzielenia z reSztg ..........ccoevvvveiiiiiiiieiiniiieee, 34
Dowody z wykazywaniem, ze liczba lub wyrazenie spetnia okreslone warunki ................... 36
Dowody z wykazywaniem prawdziwoS§Ci TOWNAN ..........covierviiiiiinieiieii e 38
Dowody z wykazywaniem NIETOWNOSCI ......eiuviiiiiiiiiiitisrisiie e 39
str. 3

Projekt ,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan”.

Opracowanie wspétfinansowane przez Unie Europejska z Europejskiego Funduszu Spotecznego
w ramach Wielkopolskiego Regionalnego Programu Operacyjnego na lata 2014-2020



/| SAMORZAD WOJEWODZTWA Unia Eu ropejska X
WIELROROLSKIECO Europejski Fundusz Spoteczny K i

Fundusze
Europejskie
Program Regionalny

1. LOGIKA MATEMATYCZNA

1.1 Zdania logiczne

Zdania logiczne w matematyce sg to wyrazenia, ktore mogg przyja¢ wartos¢ logiczng prawdy albo
fatszu.

Logika wykorzystuje tylko zdania oznajmujace. Sa to zdania prawdziwe lub falszywe.

Z tego wynika, ze wszelkiego rodzaju inne zdania np. zdania pytajace nie sg zdaniami logicznymi
z punktu widzenia logiki matematyczne;j.

Wartos$¢ logiczna zdania moze by¢: prawda lub falsz. Prawde symbolicznie oznaczmy przez 1, za$
fatsz przez 0.

Zdania logiczne zwykle oznaczamy matymi literkami p, q, r itd.

Przyktady zdan:

Kazdy kwadrat jest rombem (zdanie prawdziwe 1)

Kazdy romb jest kwadratem (zdanie falszywe 0)

1.2 Koniunkcja zdan
Koniunkcja dwoch zdan jest prawdziwa, gdy prawdziwe sga oba tworzace je zdania.
Koniunkcj¢ mozna zdefiniowac jako dwuargumentowe dzialanie okreslone w zbiorze zdan, ktore

zdaniom p, q przyporzadkowuje zdanie p i q.

Koniunkcja zadan p, q zapisywana jest przy pomocy spdjnika ,,i” np.: p i Q.

W zapisie matematycznym ten spojnik jest rowniez zapisywany przez symbol A np.: p A Q.

p q PAq
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0
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Zad.1.2.1

Ocen wartos$ci logiczne ponizszych zdan, okreslajac najpierw wartosci logiczne zdan prostych,

tworzacych koniunkcje.

a) Kazdy trojkat: ma trzy katy i srodek symetrii.

b) Warszawa jest stolicg Polski i lezy w wojewddztwie mazowieckim.

¢) Jan Kochanowski napisat ,,Treny" i Adam Mickiewicz jest autorem ,,Pana Tadeusza".

d)(1+2)2=12+22 A3—-2=(2-23)2

e) V2 >1 A V332 4 442 = /552

)J(=1D2#11 A0 #0

Zad.1.2.2

Napisz koniunkcj¢ zdan, uzywajac symboli matematycznych. Ocen warto$¢ logiczng koniunkcji.

a) Liczba 5 jest dodatnia i kwadrat liczby 5 jest mniejszy od 30.

b) lloraz (-10) przez 2 jest mniejszy od -3 i szeScian liczby 6 nie rowna si¢ 216.

¢) Doktadna warto$¢ liczby 7 jest rowna 3,14 i przyblizona wartos¢ liczby 2 wynosi 1,41.

d) Kwadrat liczby 6 jest rowny 36 i1 kwadrat liczby (-6) jest rowny 36.

e) Trzecia potega liczby /3 jest wicksza od 9 i V3 jest liczba nieujemna.

f) Liczba v/5 jest nie wicksza od liczby V6 i liczba (-0,13) jest nie mniejsza od liczby (-0,14).
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Zad.1.2.3

Zapisz ponizsze zdania, uzywajac symboli matematycznych. Ocen wartosci logiczne zdan

ztozonych.

a) Suma liczb 3 i 4 jest rowna 7 i suma kwadratow liczb 3 i 4 jest rowna kwadratowi liczby 7.

b) Liczba % jest nie wicksza od 1 i liczba v/7 — 3 jest nieujemna.

c) lloczyn liczb v/5 i (-v2) jest liczba niedodatnia i sze$cian sumy tych liczb jest liczba nieujemna.

Zad. 124
Zdanie ,,Liczba 3 jest dzielnikiem liczby 27" zapisujemy symbolicznie: ,,3 | 27". Natomiast zdanie
,Liczba 27 nie jest podzielna przez 5" zapisujemy symbolicznie: ,,5 { 27".

Zapisz ponizsze zdania, uzywajac symboli matematycznych. Ocen warto$ci logiczne tych zdan.

a) Liczba 2 jest dzielnikiem liczby 6 i liczba 3 nie jest dzielnikiem liczby 9.

b) Liczba 4 nie jest dzielnikiem liczby 110 i liczba 1000 jest podzielna przez 8.
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1.3 Alternatywa zdan

Alternatywa dwodch zdan jest prawdziwa, gdy choc¢by jedno ze zdan jest prawdziwe.

Alternatywa zdan jest falszywa tylko, gdy oba budujace ja zdania sg fatszywe.

Alternatywa zadan p, q =zapisywana jest przy pomocy spoOjnika ,Jlub” np.: p lub q.
W zapisie matematycznym ten spojnik jest rowniez zapisywany przez symbol V np.: p Vv q.

pVq

o = o = a0
O = -

Zad. 1.3.1
Ocen warto$ci logiczne ponizszych zdan, okreslajac najpierw wartosci logiczne zdan prostych,

tworzacych alternatywe.

a) W Polsce uprawia si¢ ryz lub ziemniaki.

b) Kazdy trojkat jest prostokatny lub rownoramienny.

c) Kwadrat jest rombem lub prostokatem.

d)2-(-1)3%-2-(-D*Vv 0,12<0,13

e)Vd=-2Vv —22+4

f)vV341 > 18 v V341 <18
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Zad.1.3.2

Napisz alternatywe zdan, uzywajac symboli matematycznych. Ocen warto$¢ logiczng alternatywy.

a) lloczyn liczb (/3 — 1,73) oraz (m — 3,14) jest rowny 0 lub kwadrat liczby m jest nie wigkszy
od?7.

Co1.1 . , D 1 e e g 1.1, . 1
b) Suma liczb ¢l jest rowna podwojonej liczbie 3 lub roznica liczb -l jestrozna od p

¢) Suma kwadratow liczb 5 i 12 jest rowna kwadratowi liczby 13 lub réznica kwadratéw liczb 101 8

jest rowna kwadratowi liczby 6.

d) Roznica szeScianow liczb 0,1 i (- 0,1) jest wigksza od szescianu rdznicy tych liczb lub iloraz
liczby 0,02 przez 0,0001 jest mniejszy od 200.

Zad. 1.3.3
Zapisz ponizsze zdania, uzywajac symboli matematycznych. Ocen warto$ci logiczne zdan

ztozonych.

a) Kwadrat sumy liczb (-1) i (-2) jest liczbg nieujemna lub suma sze$cianow liczb (-1) i (-2) jest

liczbg mniejsza od 0.

b) iloczyn liczb (-7) i (-2) jest rézny od v/196 lub iloraz liczby v/3 przez (—2+/3) jest nie wickszy
od -0,6.
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C) iloraz liczby 6 przez sume liczb 2 1 1 jest rowny 3 lub réznica liczb 4 1 (-5) jest r6zna od
kwadratu liczby (-3).

Zad. 134
Zdanie ,,Liczba 3 jest dzielnikiem liczby 27" zapisujemy symbolicznie: ,,3 | 27". Natomiast zdanie
,Liczba 27 nie jest podzielna przez 5" zapisujemy symbolicznie: ,,5 t 27". Zapisz ponizsze zdania,

uzywajac symboli matematycznych. Ocen wartosci logiczne tych zdan.

a) Liczba 6 jest dzielnikiem liczby 12450 lub liczba 3011 jest parzysta.

b) Liczba (0 - 1001)? nie jest podzielna przez 2 lub liczba 10101 nie jest podzielna przez 3.
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1.4 Negacja = zaprzeczenie.

Zaprzeczeniem zdania p (nieprawda, ze p) nazywamy takie zdanie (~p), ktore jest falszywe, gdy p

jest prawdziwe, a zdanie (~p) jest prawdziwe, gdy p jest fatlszywe.

Prosciej mozna powiedzie€, ze zaprzeczeniem prawdy jest falsz, a zaprzeczeniem falszu jest
prawda.

Zad. 14.1
Ocen warto$¢ logiczng podanych zdan.

a) liczba V3 + V2 jest wieksza od 3.

b) Meksyk jest krajem azjatyckim.

c¢) Kangury sg torbaczami.

d) Istnieje trojkat o bokach dtugosci 2, 3, 5.

e) Pole kwadratu o boku 3 jest wigksze od pola trojkata rownobocznego o boku 4.

f) Liczba przekatnych pigciokata jest rowna liczbie jego bokow.

g) Kazdy réwnoleglobok jest trapezem.

h) Obwod trojkata prostokatnego o przyprostokatnych 3 i 4 jest rowny 14.

Zad. 1.4.2
Podaj zaprzeczenia zdan i ocen warto$¢ logiczng zaprzeczen.

a) V3 jest liczba caltkowita.

b) 52 = (=5)2.
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c)-32=9

d) Liczba 202 nie jest liczba parzysta.
e)7-(=2) #14-(-1).

f) 23 +1 = (-3)%

g) —3%2 < (-3)%

h) 23 + 4% > 52,

Zad. 1.4.3

Zapisz zdanie, uzywajac symboli matematycznych. Ocen warto$¢ logiczng tego zdania. W przypadku
zdania falszywego podaj jego zaprzeczenie.

a) Liczba 2 — /5 jest dodatnia.

b) Liczba /(—1)2 jest nieujemna.

C) Szescian liczby 2 jest wigkszy od kwadratu liczby (-3).

d) Nieprawda, ze V0 jest rowny 0.

e) Pierwiastek trzeciego stopnia liczby (-8) jest wigkszy lub réwny zerowej potedze liczby -5.

f) lloraz liczby 4 przez (-2) jest niemniejszy od iloczynu liczby 4 i (-2).
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g) Kwadrat sumy liczb 2 i 5 jest mniejszy lub rowny sumie kwadratow liczb 2 i 5.
h) Nieprawda, ze druga potega liczby 0,5 jest nie wieksza niz druga potega liczby 0,3
P ga poteg Yy U9 ¢ ga poteg y
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1.5 Implikacja zdan

Implikacja o poprzedniku p i nastepniku q nazywamy zdanie ,,jezeli p, to q”, co zapisujemy ,,p=q”.

W powyzszym zapisie p to — poprzednik implikacji, zas q to nastepnik implikacji.
Z tabeli ponizszej wynika, ze implikacja p=q moze by¢ falszywa tylko w jednym wypadku, gdy jej

poprzednik jest prawdziwy, natomiast nastepnik falszywy.

P q p=q
1 1 1
1 i) 0
0 1 1
0 0 1

Implikacja jest wykorzystywana do ,,dowodu nie wprost”. Konkretnie wykorzystuje si¢ tu prawo

kontrapozycji: (p = q) © (~q = ~p)

Zad.15.1

Podaj wartosci logiczne wartosci logiczne ponizszych implikacji, oceniajac najpierw wartosci
logiczne zdan prostych.

a) Jezeli Warszawa jest stolicg Polski, to Gdansk nie jest stolicg Polski.

b) Jezeli Odra przeptywa przez Wroctaw, to Warta przeptywa przez Krakow.

c) Jezeli Ksigzyc jest gwiazda, to Stonce jest satelitg Ziemi.

d) Jezeli prostokat jest rownolegtobokiem, to kwadrat jest rombem.

e)V2<V3=>V2-1<+vV3-1

242
f);—lﬁ——l

3 4 - -
)< o252
0,1 0,1 0,1 0,1
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h) (=5)3 = —125 = 72 = 10
)(7=1A5117)=>7-5=35

D3 <VD) = [(2V3)* < (2V2) v —V3 = -2
k)2 110 = (10:2 = 5 A 5V10 = 5v2)

Zad.15.2

Ponizej znajduja si¢ twierdzenia, niektdre z nich to zdania fatszywe. Dla kazdego twierdzenia wypisz
zatozenie i1 tez¢. Sformuluj twierdzenie odwrotne do danego. Ocen wartos$¢ logiczng danego
twierdzenia i twierdzenia do niego odwrotnego.

a) Jesli liczba jest parzysta, to jest podzielna przez 12.

b) Jesli trojkat ma tylko dwa katy ostre, to jest ostrokatny.

c) Jesli liczba jest podzielna przez 3 1 przez 5, to jest podzielna przez 15.

d) Jesli przekatne czworokata przecinajg si¢ pod katem prostym, to czworokat jest kwadratem.

e) Jesli dwie liczby sg ujemne, to ich iloczyn jest liczbg dodatnig.
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f) Jesli dwie liczby maja rozne znaki, to ich iloczyn jest liczba ujemna.

g) Jesli liczba catkowita jest podzielna przez 100, to liczba ta jest podzielna przez 25.

h) Jesli czworokat ma dwie przekatne rownej dlugosci, to ten czworokat jest trapezem
roéwnoramiennym,

Zad. 153

a) Sformutuj twierdzenie Pitagorasa w postaci implikacji. Wypisz zatozenie i tezg. Nastepnie zapisz

twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa, podaj zatozenie i tez¢ tego twierdzenia.

b) Sformutuj twierdzenie Talesa w postaci implikacji. Wypisz zatozenie i tezg. Nastepnie zapisz

twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa, podaj zatlozenie 1 tezg tego twierdzenia.

¢) Sformutuj twierdzenie o okrggu opisanym na czworokacie w postaci implikacji. Wypisz

zatozenie i tez¢. Nastepnie zapisz twierdzenie odwrotne do tego twierdzenia, podaj zatozenie i teze.

d) Sformutuj twierdzenie o okregu wpisanym w czworokat w postaci implikacji. Wypisz zatozenie

1 tezg. Nastepnie zapisz twierdzenie odwrotne do tego twierdzenia, podaj zatozenie i tezg.
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1.6 Rownowazno$¢ zdan

Dwa zdania p i q s3 rownowazne wtedy i tylko wtedy, gdy oba majg jednakowa wartos¢ logiczna.

Roéwnowazno$¢ zdan p, q zapisujemy w postaci: p&(Q. Taki zapis oznacza, ze zachodzg obie
implikacje p=q i g=p.

p q peq
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1

Zad. 1.6.1

P:daj wartosci logiczne ponizszych réwnowaznosci, oceniajac najpierw wartosci logiczne zdan
prostych:

a) (-3)>=32<=>-3=3

b) (5-4)° = -(4-5)<=> (-1)? =(-1)*

) /(42 =-4e2<6

d)0:(-100) <0 <=>0+(-100) >0

e)(3t5v315) e (1-0>0v1-0<0)

l-4>1e -4 (-D)<1- (DA< (-1?]

g) Liczba 1101 jest podzielna przez 3 <=> liczba 1101 + 6 jest podzielna przez 3.

h) Kwadrat jest prostokgtem <=> prostokat jest kwadratem.

i) Dwusieczna kata dzieli kgt na dwa rowne katy <=> trapez ma co najmniej jedng par¢ bokoéw

rownolegtych.

J) Pierwiastek parzystego stopnia z liczby nieujemnej jest liczbg nieujemng <=> potega liczby

rzeczywistej parzystego stopnia jest liczbg dodatnig.
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Zad. 1.6.2
Dane sg zdania p i q. Zapisz twierdzenie p = ¢ i twierdzenie odwrotne do niego q = p, a nastepnie
ocen wartosci logiczne tych implikacji. Czy rownowaznos$¢ p < ( jest zdaniem prawdziwym?
a) p: Romb jest kwadratem.
q: Kazdy kat rombu ma miar¢ 90°.

b) p: Liczba naturalna jest podzielna przez 20.
g: Liczba naturalna jest podzielna przez 10 i przez 2.

¢) p: Suma dwoch liczb jest dodatnia.

q: Dwie liczby sa dodatnie.

d) p: Trojkat jest rtbwnoboczny.
q: Wszystkie katy trojkata majg miare 60°.

e) p: Trojkat nie jest prostokatny.

q: Trojkat jest rtbwnoboczny.

f) p: Liczba catkowita jest podzielna przez kazda liczbe naturalng dodatnia.

q: Liczba jest rowna 0.
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g) p: lloczyn dwéch liczb jest ujemny.
q: lloraz dwoch liczb jest ujemny.
h) p: Czworokat jest rownolegtobokiem.
q: Czworokat ma par¢ bokow rownych.
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1.7 Prawa De Morgana
Prawa De Morgana sa przyktadem praw logicznych — zawsze prawdziwych zdan w logice.

Prawem logicznym inaczej tautologia nazywamy zdanie logiczne, ktore bez wzglgdu na wartosci
logiczne zdan, z ktorych jest zbudowane zawsze jest prawdziwe.

Pierwsze prawo De Morgana — zaprzeczenie alternatywy jest koniunkcja zaprzeczen.
~(pva)e-~pA~q

plg|pvg | ~(pvaq) |~p | ~q |(~pA~q) | ~(pVvq)=(~p A~q)
11 1 0 0|0 0 1)
1|0 1 0 o |1 0 1
01 1 0 1 |0 0 1
010 0 1 1 1 1 1)

Drugie prawo De Morgana — zaprzeczenie koniunkcji jest alternatywa zaprzeczen
~(pAQ) e ~pV~q

P|a|pPAg | ~(pAqQ) |~p |~q |(~PpVv~q)|~PAq)=(~pVv~q)
1(1] 1 0 0 | o 0 1]

1/o0| o 1 0 |1 1 1

o1 O 1 1 |0 1 1

0|0 0 1 1|1 1 1

Zad. 1.7.1
Napisz zaprzeczenia zdan i ocen wartos¢ logiczng zaprzeczenh:

a) Liczba 7 jest liczba naturalng lub liczbg pierwsza.

b) 2 jest liczba ztozong i 5 nie jest liczba parzysta.

¢) 6 nie jest liczbg parzystg lub 5 jest dzielnikiem 8.
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d) liczba (-2)2 jest nieujemna i mniejsza niz (-1)°.

Zad. 1.7.2

SAMORZAD WOJEWODZTWA
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Unia Europejska
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Napisz zaprzeczenia podanych zdan i ocen wartos$¢ logiczng zaprzeczen.

a) 42 = 16 A (—4)% = 16

b)7 <10A7 >3

c)3+t9v2 i1l

d)2:(=5) >0 A V22 + 32 =+/52

e)2>3Vv3<+3

f)(4+5)2=42+52 vVI32—52 =135

g) 42 =2* A 52 # 25

Zad. 1.7.3

Udowodnij prawo kontrapozycji (transpozycji) (p=>q) < (~q=~p)

p

q

P=4q

~q

~P

~q=~p

(P=0)=(~9=~p)
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Udowodnijprawo  ((pAQ)=nN e (p=(q=7)
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1.8 Dzialania na zbiorach

lloczynem zbioréw A i B nazywamy zbior elementow, ktore nalezg jednoczesnie do zbioru A i do
zbioru B.

(xeAnNB)e (x€A AXEB)

Suma zbiorow A i B nazywamy zbior elementow, ktore nalezg do co najmniej jednego ze
zbiorow A lub B.
(xeAUB)e (x€eA VxEB)

Roznicg zbiorow A i B nazywamy zbior elementéw, ktore nalezg do zbioru A i nie nalezg do

zbioru B.
%
U

Szczegbdlnym przypadkiem roznicy zbiorow jest dopelnienie zbioru oznaczane A’

o M
A

(x€eA\B)© (x€A ANXxEB)
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1.9 Prawa De Morgana dla zbiorow
(AnB) =A"UB’
Zad.1.9.1
Udowodnij powyzsze prawo, poréwnujac ponizsze diagramy.
na diagramie ponizej przedstaw zbior (A N B)' na diagramie ponizej przedstaw zbor A’ U B’

f A B \ A B

o J

(AUB) =A'nB’
Zad.1.9.2
Udowodnij powyzsze prawo, poréwnujac ponizsze diagramy.

na diagramie ponizej przedstaw zbiér (A U B)' na diagramie ponizej przedstaw zbor A’ N B’

A B A B
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1.10 Przedzialy

Przedziat lewostronnie domkniety (a; o)

Unia Europejska
Europejski Fundusz Spoteczny

L ]

X €(a; ©) & (x>aVx=a) a.

Przedziat prawostronnie domkniety (—oo; b)

X€E(—w; b) & (x<bVx=Dh»)

Przedziat obustronnie otwarty (a; oo)

(pl |

X €(a; ©) & (x> a)

o

Przedziat obustronnie otwarty (—oo; b)

X € (—0; b) & (x <Db)

Przedziat obustronnie domkniety (a; b)

!

x€{(a;b) © (x=aAx<bh)

o

Przedziat obustronnie otwarty (a; b)

L

x€E(ab) @ (x>aNx<Db)

X
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Przedzial lewostronnie domknigty (a; b) e
a
x€{a;b) & (x=aAx<b)
Przedziat prawostronnie domkniety (a; b)
x€(a; b) ®(x>aAx<b) -0
a

~

**

* ok

* o4 *
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1.11  Nieréwnosci z wartoscig bezwzgledna

Przyktad 1
|x] <5

Szukamy na osi liczbowej takich liczb x, ktérych odleglosé od 0 jest mniejsza lub rowna 5

x €(=55) ©(x=-5Ax<5)
Przyktad 2
|x| =7

Szukamy na osi liczbowej takich liczb x, ktorych odleglosé od 0 jest wigksza lub rowna 7
|

° — ’
7 7

X € (—00; =7)U (7; ©0) & (x<-7Vx=>7)
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2. DOWODZENIE TWIERDZEN
Twierdzenia matematyczne cze¢sto sa formutowane w postaci zdania : Jezeli ....., to .....

Takie zdanie nazywamy implikacja i w skrocie mozemy je zapisa¢ za pomocg symbolu =

Nawet jesli twierdzenie nie jest zapisane w postaci implikacji, to zwykle mozna je tak zapisac.

Przy dowodzeniu twierdzen matematycznych najczesciej stosuje si¢ dwa rodzaje uzasadnienia,
2.1 Dowodzenie wprost

— przyjmujemy, ze prawdziwe jest zalozenie i wykazujemy, ze teza takze jest prawdziwa.

Przyklad 2.1.1

Udowodnij, ze dla liczb catkowitych a i b zachodzi twierdzenie:

Jesli a jest liczbg podzielng przez 6 oraz b jest liczbg podzielng przez 15, to suma liczb a i b jest
podzielna przez 3.

Zapisz zdanie, uzywajac symboli matematycznych. Wypisz zalozenie i teze.

Dowad:

Zaktadamy, ze liczba a jest podzielna przez 6, zatem a=6m dla pewnej liczby catkowitej m
Zaktadamy, ze liczba b jest podzielna przez 15, zatem b=15n dla pewnej liczby catkowitej n

W takim razie a+b=6m+15n=3(2m+5n)

Liczby m i n sg calkowite, wiec liczba 2m+5n jest catkowita.

Liczba a+b jest iloczynem liczby 3 i pewnej liczby catkowitej, zatem jest podzielna przez 3.
Zad.2.1.1

Gdy od liczby podzielnej przez 8 odejmiemy liczbe podzielng przez 20, to otrzymamy liczbe
podzielng przez 4.

Sul. £/
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a) Zapisz zdanie, uzywajac symboli matematycznych. Wypisz zatozenie i teze.

b) Udowodnij powyzsze twierdzenie.

Zad.2.1.2

Uzasadnij, ze jesli suma trzech liczb naturalnych jest nieparzysta, to suma ich kwadratow jest
nieparzysta.

Zad.2.1.3

Uzasadnij, ze dla kazdej liczby catkowitej n liczba

a)  n?n®— ) jest podzielna przez 12

b)  n(n*— I) jest podzielna przez 6

c)  n®—2xn*+ n?jest podzielna przez 36.

Zad.2.1.4

Uzasadnij, ze:

a) iloczyn czterech kolejnych liczb naturalnych jest podzielny przez 24

b) suma szescianow trzech kolejnych liczb naturalnych jest podzielna przez 3
c) liczba 7' — 6 - 7 + 12 - 77 jest podzielna przez 19

d) liczba 3232 — 55 jest podzielna przez 7

e) reszta z dzielenia liczby pierwszej wigkszej od 3 przez 6 jest rowna 1 lub 5

f) jesli reszta z dzielenia liczby naturalnej n przez 6 jest rowna 5, to reszta z dzielenia liczby n?
przez 6 jest rowna 1
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g) jesli reszta z dzielenia kazdej z liczb naturalnych: ni, nz i n3 przez 6 jest rowna 4, to suma

kwadratow tych liczb jest podzielna przez 12
h) réznica kwadratow dwoch liczb naturalnych podzielnych przez 3 jest podzielna przez 9
i) suma sze$cianoéw dwoch liczb naturalnych podzielnych przez 3 jest podzielna przez 27

J) iloczyn trzech kolejnych liczb naturalnych, z ktorych pierwsza jest parzysta, jest podzielny przez
24

2.2Dowodzenie nie wprost (1)

— (jeden sposob) przyjmujemy, ze falszywa jest teza 1 wykazujemy, ze zatozenie nie moze by¢
prawdziwe. Wykorzystuje si¢ tu prawo kontrapozycji:

(P=0) < (~q=-~p)

Przyklad 2.2.1

Udowodnij twierdzenie:

Jesli liczba a jest niewymierna, to liczba a+3 tez jest liczbg niewymierng.

Dowod:

Zaldzmy, ze liczba a+3 jest wymierna. Wobec tego dla pewnych liczb catkowitych p i q
a+3= s

tad =2_3 czyli a=224
Sta a=_ yli a p

Poniewaz p i q Sg liczbami catkowitymi, to liczba p-3q jest liczbg catkowita.

Zatem liczba a jest ilorazem dwoch liczb catkowitych, czyli jest liczbg wymierng. Jest to sprzeczne
z zatozeniem.

Z zaprzeczenia tezy wyniklo zaprzeczenie zalozenia. Wobec tego twierdzenie jest prawdziwe. .
Zad.2.2.1

Udowodnij twierdzenie:
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Jesli a jest liczbg niewymierng, to % takze jest liczbg niewymierng.

2.3 Dowodzenie nie wprost (2)

— (drugi sposob) przyjmujemy, ze cate twierdzenie nie jest prawdziwe i w wyniku poprawnego
rozumowania dochodzimy do sprzecznos$ci ze znanym faktem matematycznym.

W ponizszym przyktadzie wykorzystamy twierdzenie: Kazda liczba naturalna ztozona jest
podzielna przez jakqs liczbe pierwszq od niej mniejszq.

Przyklad 2.3.1

Udowodnij twierdzenie: Liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele.

Dowdd:

Zalézmy, ze liczb pierwszych jest skonczona ilos¢.

Wynika stad, ze wsrdd liczb pierwszych mozna wskazaé¢ najwigksza. Oznaczmy ja litera p.

Zatem lista wszystkich liczb pierwszych w kolejnos$ci od najmniejszej do najwickszej jest
nastepujaca: 2,3, 5,7, 11, ...,p

Tworzymy liczbg L=2-35711 ...p+1
Liczba L jest wieksza od p, zatem nie jest liczbg pierwsza. Musi by¢ wiec liczbg ztozona.

Jednoczes$nie reszta z dzielenia liczby L przez 2 jest rowna 1, reszta z dzielenia liczby L przez 3 jest
réwna 1 1 takg sama reszte otrzymamy, dzielac liczbe L przez kazdg z pozostatych liczb
pierwszych: 5, 7,11, ..., p.

Wobec tego nasza liczba ztozona L nie jest podzielna przez zadng liczbe pierwsza. Jest to sprzeczne
z twierdzeniem

Kazda liczba naturalna ztozona jest podzielna przez jakqs liczbe pierwszg od niej mniejszq.

Zaprzeczajac twierdzeniu Liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele otrzymaliSmy sprzecznos¢.
Tym samym udowodnili§my twierdzenie. .
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Zad.2.3.1

Udowodnij, ze liczba X jest niewymierna, jezeli:
a)x =2

b) x =+/3

c)x =+5

d)x=v2++3

e))x =3 -2

W matematyce mozna czasem spotka¢ twierdzenia, w ktorych wystepuje zwrot wtedy i tylko wtedy.
Zdanie w takiej formie nazywamy rownowaznos$cia i mozemy zapisa¢ uzywajac symbolu .

Rownowazno$¢ zdan p, q zapisujemy w postaci: p&(Q. Taki zapis oznacza, ze zachodzg obie
implikacje p=q i g=p, zatem aby udowodni¢ twierdzenie sformutowane w postaci

rownowazno$ci musimy udowodni¢ dwie implikacje p=q i q=p.
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2.4 Indukcja matematyczna

Indukcja matematyczna, zwana tez indukcja zupelna, jest to metoda dowodzenia twierdzen
o liczbach naturalnych.

Przyklad 2.4.1

Udowodnij,ze 1+2+3+--+n= n(n+1)

dla kazdegon € N*

1. Sprawdzenie, czy réwnanie jest prawdziwe dla n=1

1= % 1=1 réwnanie jest prawdziwe dla n=1
2. Pokazemy, ze jezeli rOwnanie jest prawdziwe dla pewnego n € N*, to jest tez prawdziwe dla
(n+1)eNt

L P
Jezeli 1+2+3+---+n=@ tdl14+24+3+-+n+®n+1) W
Dowdd:
L=1+243++n+@n+1)= "("2“) +(n+1)= ”("“);'2("“) = 0 B-p I

Zad. 2.4.1 (ciag, indukcja)
Udowodnij rownanie dlan € N*:
a) 21+22+23+ . 4+2n=2m1_2

b) 1+3+5+7+...+(2n—1)=n?

n?-n
2

Q)1+243+- +(n—1)=

Przyklad 2.4.2

Udowodnij, ze 8 1 11" — 3™ dla kazdegon € N*
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1. Sprawdzenie dlan = 1 11-3=8 818

2. Pokazemy, ze jezeli wlasno$¢ jest prawdziwa dla pewnego n € N7, to jest tez prawdziwa dla
(n+1)eN”

Jezeli 8 111" —-3" to 8 111n*t — 3ntl

Dowod:

Z faktu,ze 8 111" —3"  wynika, ze 11" — 3" = 8k, gdzie k € N*

11m*tt -3+l =11-11"-3-3"=(8+3)-11"-3-3"=8-11"+3-11"—-3-3" =
=8-11"+3-(11"-3") = 8-11"+ 3-8k =8- (11" + 3 - k)

Zatem 811171 —3n+1 |

Zad.2.4.2

Udowodnij, ze dla kazdegon € N*

a) 9™ — 1 jest wielokrotnosciag liczby 8

b) 10™ — 4 jest wielokrotnoscig liczby 6

c) 22n+3 — 32n+1 jest podzielne przez 5

d) 3%"*2 + 1 jest podzielne przez 10
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2.5 Dowody dotyczace podzielnosci liczb oraz dzielenia z reszta

W dowodach dotyczacych podzielnosci liczb wykorzystujemy migdzy innymi kilka podstawowych

wlasnosci:

a) liczbe podzielng przez 3 zapisujemy jako 3k, gdzie k € Z, liczbe podzielng przez 4 zapisujemy
jako 4k, gdzie k € Z itd.

b) liczbe nieparzysta mozemy zapisa¢ jako 2k + 1, gdziek € N,

¢) iloczyn dwoch kolejnych liczb catkowitych jest zawsze podzielny przez 2, iloczyn trzech
kolejnych liczb catkowitych jest zawsze podzielny przez 3, iloczyn czerech kolejnych liczb
catkowitych jest zawsze podzielny przez 24, itd.

d) liczbe, ktora przy dzieleniu przez 3 daje resztg 1 mozemy zapisa¢ 3k + 1, gdzie k € Z, liczbe,
ktora przy dzieleniu przez 3 daje reszte 2 mozemy zapisa¢ 3k + 2, gdzie k € Z, itd.

DOWOD 35 P
DOWGD 36 &4
Dow00737 . P
DOWOD 38 _ R
DOWOD 39 3 '
DOWGD 40 P
powOD 41 P
DOWOD 42 Ji _
DOWGD 43 P
DOWOD 44 | P
'DOWOD 45 R

Wykaz, ze suma pigciu kolejnych liczb nieparzystych jest podzielna przez 5.

Wykaz, e suma czterech kolejnych liczb podzielnych przez 3 jest podzielna przez 6.

Wykaz, ze suma kwadratow trzech kolejnych liczh nieparzystych powiekszona o 1 jest podzielna przez 12.

Wykaz, ze suma kwadratéw dwdch liczb catkowitych rézniacych sig o siedem powiekszona o 1 jest liczbq parzysta.
Udowodnij, ze wyrazenie (4n + 1 Y —(4m—1 ¥ jest podzielne przez 8, jesli m, n naleza do liczh naturalnych.
Wykat, ze liczba 8'%° — 5 - 8% + 3 - 8% jest podzielna przez 27.

Wykaz, ze suma 999 -+ 9997 + 999° + 999 + 999° + 999° + 999" -+ 999" jest podzielna przez 1000.

Wykaz, ze wyrazenie 103 + 1032+ 103° + ... + 103" jest podzielne przez 10712.

Wykaz, 2e wyrazenie 9 + 97+ 97 + ... 9% jest podzielne przez 13.

Wykaz, ze lizba 5"+ 2- 5 + 5° jest podzielna przez 36.

Wykaz, ze wyrazenie 5" + 5" + 572 + 5"*3 jest podzielne przez 195, jeslin € N..
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DOWOD 46 R lzléasadnl], s dla kazdej liczby dodatniej cafkowitej  liczba 4"*2+ 4577+ 4" jest wielokrotnoscia liczby
DOWOD47 | R | Wykatseliaba 5’2" jest podzielna przez 29.
DOWGD 48 R Wykaz, ze liczba 1007> + 993* jest podzielna przez 1000.
DOWOD 49 ) Wykaz, ze wyrazenie 6° — 5 jest podzielne przez 91.
DOW(?D 50 R | Wykaz, ze wyrazenie (n? + n)(n? — 3n + 2) jest podzielne przez 24 dla kazdej liczby catkowite] .
powop 517 R | Wykaz, zeiloczyn trzech kolejnych liczb parzystych jest podzielny przez 48.
“VIE)WOD 2. | R Wykaz, ze wyrazenie n*k> — nk? + kn” — kn jest podzielne przez 4, jeslin € Cik € C.
DOWODr 537 ) R | Wykaz, ze kwadrat iloczynu dwdch kolejnych liczh catkowitych podzielnych przez 5 jest podzielny przez 2500.
DOWOD 54 R | Wykat, 2o dlan € N wyrazenie n® — 5n* + 5n* + 5n* — 6n jest wielokrotnosciq S!.
DOWOD 65 . P | Wyka, zeiloczyn 1:2-3-4 ... - 1112 Jest podzielny przez 2"
DOWOD 66 R | Danajest liczba p taka, ze liczba p — 3 jest podzielna przez 7. Wykaz, ze liczba p*+ 5 tet jest podzielna przez 7.
DOWOD 67 R | Wykaz, ze liczba 4% + 2 - 4" 6" + 62 jest podzielna przez 100.
DOWOD 68 R | Wykaz, ze nie istnieje wielomian W( x ) stopnia trzeciego o wspdtczynnikach catkowitych, ktdry speinia warunki:
o W(1)=5iW(—1)=4.
DOWGD 75 . P | Wykaz, ze suma czterech kolejnych liczb parzystych przy dzieleniu przez 8 daje reszte 4.
DOWOD 76 __P _ Wykaz, ze suma kwadratow trzech kolejnych liczb nieparzystych przy dzie‘leniu przez 12 daje reszte 11,
DOWOD 77 P | Wykaz, ze kwadrat sumy dwch liczh catkowitych réinigcych sig o 11 przy dzieleniu przez 4 daje reszte 1.
powdeDp 78 P | Wyka ze kazda liczba catkowita p, ktdra przy dzieleniu przez 7 daje reszte 1, ma tg wlasnosc, ze resztaz dzielenia
: 1 liczby p? przez 7 rowniez jest rwna 1.
DOWOD 79 P | Wykaz, ze jezeli liczba catkowita nie dzieli si¢ przez 4, to kwadrat te] liczby przy dzieleniu przez 4 daje reszte 0 lub 1.
DOWGD 80 P | Danajestliczba p, ktdra przy dzieleniu przez 10 daje reszte 1, i liczba g, ktdra przy dzieleniu przez 5 daje reszte 2.

Wykaz, 2e suma kwadratow tych liczb jest wielokrotnoscia 5.
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2.6 Dowody z wykazywaniem, ze liczba lub wyrazenie spetnia
okreslone warunki

W tych dowodach wykorzystujemy wzory skréconego mnozenia, wtasnosci dziatan na potegach i
pierwiastkach, wlasnos$ci logarytmow, oraz wiasnosci dotyczace odejmowania utamkow:

1 —
n(n+1)

1 2 1 1 3. 1 1 K 11

n+1 nn+2) T n n+2 n(n+3) T n n+3 n(n+k) T n n+k

1
n

dla neN* keN*

3+ 2
P Wykaz, ze liczba a = g //: + /‘/: T ‘//: jest liczba naturalng parzystg.

DOWOD 105

-

i 1 1 1 N S
DOW00106 P | Wykaz, zeliczba m+—m+ T ﬂ+...+ T+ mlestkwadratem liczby

—— — " naturalne}.

10082 — 10072 + 10067 — 1005 + 10042 — 1003” + 1002* — 1001? jest kwadratem liczby
10057 — 1004’

poOwWoD 107 P | Wykaz, ze lizba
T = naturalne).

DOWGD 108 P | Wykaz, ze lizba 1 jest wielokrotnosci liczby 9.
P -0 D0-8) (-2~ 5)

DOWOD 109 P | Wykaz, ze 11%0 Ty Jestliaba catkowita.

-3
ol jest liczba catkowita,

DOWOD 110 R | Wykaz, ze liczba 2 792

DOWOD 111 R | Wykaz, zeliczba v/14 — 6,/5 +/30+10,/5  jest szescianem liczby pierwszej.

DOWOD 112 R | Wykaz, ze ¥64/3 +10 + 10— 643 =2.

DOWOD 113 R | Wykaz, e /9—4/5 +3/9+4,/5 =3.

DOWOD 114 R | Wykaz, ze liczha a = \/ 242+ /2+ ... jestliczhy pierwsza.

DOWOD115 | R | Wykat, zelizba 3/24 + Y24+ Y24+ .. =3.

n
DOWOD 116 R | Uzasadnij, ze liczba 101;'5 dlan € N jest liczba catkowita.
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; R e i o o
DOWOD 117 R Wykaz, ze liczba 35 et kwadratem liczby catkowitej, gdy n € C.

DOWOD 118 P | Wykaz, e 625" < 1252,

DOWOD 119 P | Wykaz, e 12'% > 5'®,

DOWOD 120 P | Wykaz, e 10 > 25",

DOWOD121 | R | Wykat, zejeteli A =552 i8= 253,10 A = 25/B.

DOWOD 122 R | Wykaz, 2e log,4 - log,8 - logg16 - log,,32 - log;,64 = 3.

DOWOD123 | R | Wykat, e log, 15 log 58 = 3

log,$™
pown124 | R | wykatze(7) " —16™e =116,

: 3 _
DOWOD 125 R | Wiedzac, ze jesli a = log, 5, to ﬁ% = log g, 125.

. 0 20 20 20 . .
DOWOD 126 R | Wykaz, ze liczba 12_ 7+3.3 3.4 +79. 20 Jost liczbg pierwsza.

1 1 1y ' :
DOWOD 127 l R | Wykaz, ze (2—025_12W+ 5036 - 2027 + 5027 2028 + 2028) jest czwartg potega liczby naturalnej.

e

141 99 98): 97\, %6\ 1 :
DOWOD 128 R | Wykaz, ze jesli -g%(%(g%(;g(-mn + ﬁ-ﬁ-) + '§§) + g ) + 9 ) 9g fon jest liczbg naturalng.

O
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2.7 Dowody z wykazywaniem prawdziwosci rOwnan

powadDp 138

R | Wykaz, ejeteli x+y = 1,to X +y* + 3y =x+y.

powadD 139

(n+1)1+(n+2)!1+(n+3)!

(n+37 =(n+1)ldlan € N.

R Wykaz, ze

poOWAOD 140

R | Wykaz, zedlag € R, ia# lorazdlab be R, i b # 1prawdziwe jest réwnanie
log, (ab)- Iog,,(-z-) = log, (ab)- Iogd(ﬁ).

DOWOD 141

1

DOWOD 142

R | udowodnij ze jezeli n+ 1 = 4, to n* + ;‘7 = 194,

DOWGD 143

R | Uzasadnij zejezeli x+y =3ix+y =50 +y =9.

DOWOD 144

R | Wyka zejeslin € (1;00) orazn € N, toréwnanie

1 1 1 " _
log,n *Togn * Toggn i % [0gy, o7 ~ 0g3,n

pDOWOD 145

R | Wykat, zejesliab+2=— o dla b #0,to ab=—1.

DOWOD 146

R | Rownanie @+ bx+ ¢ = 0, gdzie a # 0, ma dwa rozne pierwiastki x, i x,. Wykaz, ze:

b
* KTtN=—7

il
* K0T

P | Uzasadnij ze jezeli p jest liczhq rzeczywista rding od zera i p +17 =5,t0 p*+ -p—, =2.

1 1 nlog,2 + log,,n! jest prawdziwe.
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2.8 Dowody z wykazywaniem nierownosci

W tych dowodach oprocz stosowania wzoréw skroconego mnozenia czgsto wykorzystuje si¢ fakt,
ze kwadrat sumy lub r6znicy dwoch dowolnych liczb rzeczywistych jest wyrazeniem nieujemnym,
czyli

(x—¥)2=0 oraz (x+y)? =0 dlakazdego x,y € R

Warto réwniez pami¢ta¢ o zaleznos$ciach migdzy §rednimi: harmoniczna, geometryczng,
arytmetyczng i kwadratowg

2 a+b a? + b2
< <
2 2

gdziea>0 i b>0

Qlr

Pomocne moga by¢ rowniez inne zaleznosci wynikajace z powyzszych nieréwnosci

w

o>

a+b=>2Vab a?+b% > 2ab

DOWOD 194

P | Wykaz, ze dla kazdego a nalezacego do liczb rzeczywistych 4a(a+5)=8a—9.

DOWOD 195

; +
P | Wykaz, ze dla kazdego a > 0 prawdziwa jest nierdwnos¢ g : 2 = 02—4.

"WWOD 196

8

4
L ¢
P | Wykaz, ze wyrazenie P < pT1 jest prawdziwe dla kazdej liczby rzeczywistej p.

DOWOD 197 | P | Wykaz, ze wyrazenie /a+b = J2/ab jestprawdziwedlaa € R, ib € R,.
DOWGD 198 R | Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich k, /, m, n prawdziwa jest nierownos$¢
— R+t <+t
DOWGD 199 3 R_ Wykaz, ze nierdwnos¢ {/;6 ;- bf >3 @ ;' b’ jest spefniona przez wszystkie liczby rzeczywiste a i b.
DOWOD 200 P | Udowodnij, ze dla dowolnych liczb x i y prawdziwa jest nierdwnosc 10x* + 6xy + 3 =>0.
DOWOD 201 P | Wykaz, ze dla dowolnych liczb a i b prawdziwa jest nierdwnos¢ a+b'—da+20+6>0.
DOWOD 202 R | Wykaz, ze dla dowolnych x i y wyrazenie P+ y2 = xy jest prawdziwe.
DOWOD 203 R | Wykaz, 2e dia kaidej liczhy rzeczywistej x nierownos¢ x° +x* + 2 +x* + 2> 0 jest prawdziwa.
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DOWOD 204

R | Udowodnij ze jezeli a + 2b > 0, to prawdziwa jest nieréwnos¢ o’ + 86° = 2a%h + dab?,

DOWOD 205

R | Wykas, zedla x = (0; 1) prawdziva jest ierownosc 8(1 + 2log, 10) < log .

DOWOD 206

R | Udowodnij, ze jesli xy = 2 orazjesli x > 01y > 0,to (x+1)(y+2) = 8.

DOWGD 207

aib.

DOWOD 208

R | Uzasadnij, ze jezeli g, b, ¢ s lizbami dodatnimi, to ;‘Z—b + _Zg_c 5 % >20+2b+ 2.

DOWOD 209

" . .45
R | Udowodnij, ze jesli a + b + ¢ = 1, gdzie liczby a, b, ¢ 53 dodatnie, to —} i ) tF =9,

DOWGD 210

(a+b)(b+c)c+d)a+d)a+c)(b+d)

pOWOD 211

R | Wykaz, ze dia kaidego g, b, c & R nierownos¢ a” +b* + ¢ = ab + be + ac jest prawdziwa.

DOWOD 212

20° + 3ab + 5b*

R | Wykaz, ze dla dowolnych liczb a i b, gdzie a # b, nierdwnos¢ B gl > 1jest prawdziwa.

R | Wykaz, e nierdwnoé¢ %(1 + %) + %(1 + %) > 4 jest spelniona dla wszystkich dodatnich liczb rzeczywistych

1_2 Wykaz, ze dla kaidego a, b, ¢, d € R nieréwnos¢ 7 o > 6dabed.
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