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PROGRAM ZAJEC

L.p. Temat zajec Liczba

godzin
1. | Liczby rzeczywiste 2
2. | Wyrazenia algebraiczne, rownania, nierownosci i ich ukfady 3
3. | Funkcja, funkcja liniowa i kwadratowa 3
4. | Wielomiany, funkcja wymierna 3
5. | Funkcje potegowe, wyktadnicze i logarytmiczne 2
6. | Ciagi 3
7. | Rachunek rézniczkowy 3
8. | Trygonometria 2
9. | Planimetria 3
10. | Geometria analityczna 2
11. | Stereometria 2
12. Prawdopodobienstwo i statystyka 2
taczna liczba godzin 30
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l. LICZBY RZECZYWISTE

Wartos¢ bezwzgledng liczby rzeczywistej x definiujemy wzorem:

_(x dax>0
lxl_{ x dlax<o0

Liczba |x| jest to odlegto$¢ na osi liczbowej punktu x od punktu O . Dla dowolnej liczby
X mamy:

a) |x[>0
b) |[x]| =0 wtedyitylkowtedy,gdy x=0
c) |—x|=|x|

Dla dowolnych liczb x, y mamy:

a) |x+yl<lIx|l+ 1yl
b) Ix—yl<Ix|+ |yl
c) Ix-yl=lx|- 1|yl

Ponadto, jesliy # 0, to |§| - %

Dla dowolnych liczb a oraz r > 0 mamy:
|x —a| < r wtedy i tylko wtedy, gdya—r<x<a+r
|x —a|] > r wtedy i tylko wtedy, gdy x <a—rlubx >a+r

Niech n bedzie liczbg catkowitg dodatnig. Dla dowolnej liczby a definiujemy jej n-tg
potege:

at=a-..-a
n raxy

Pierwiastkiem arytmetycznym 3/a stopnia n z liczby a > 0 nazywamy liczbe b > 0 taka,
ze b =a.

W szczegdlnosci, dla dowolnej liczby a zachodzi réwnosé: Va2 = |a|.

Jezeli a < 0 oraz liczba n jest nieparzysta, to V/a oznacza liczbe b < 0 taka, ze b™ = a.
Pierwiastki stopni parzystych z liczb ujemnych nie istniejg w zbiorze liczb rzeczywistych.

Projekt ,,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan”.

Opracowanie wspotfinansowane przez Unie Europejska z Europejskiego Funduszu Spotecznego
w ramach Wielkopolskiego Regionalnego Programu Operacyjnego na lata 2014-2020



SAMORZAD WOJEWODZTWA Unia Europejska
WIELKOPOLSKIEGO Europejski Fundusz Spoteczny

**

Fundusze
Europejskie
Program Regionalny

ok

Niech m,n bedg liczbami catkowitymi dodatnimi. Definiujemy:

1
—dlaa#0: a™=— oraz a®° =1
a
mo o,
—dlaa>0: an =+Va™

—dlaa>0: an=

r

Niech r, s bedg dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Jeslia > 0i b > 0, to zachodza
réwnosci:

a
at-as =a'ts (@)s =a’s E =qrs
a\T a’
a-b)y" =a -b" (—) =—
(a-b) p %

Jezeli wyktadniki r, s sg liczbami catkowitymi, to powyzsze wzory obowigzujg
dla wszystkich liczb a = 0i b # 0.

Logarytmem log, c dodatniej liczby ¢ przy dodatniej i r6znej od 1

str. 4

podstawie a nazywamy wyktadnik b potegi, do ktorej nalezy podnies¢ a, aby otrzymac c

log, c = b wtedy i tylko wtedy, gdy a? = ¢

Dla dowolnych liczb x > 0,y > 0 oraz r zachodzg wzory:

X
log,(x-y) =log,x +log,y log, x" =1 -log, x loga; =log, x —log,y

1
log(an (x) = Eloga x,p € R\ {0} log, a* = x, al%8aX = x

Wzbér na zamiane podstawy logarytmu:
jezelia>0,a+1,b>0,b+10razc>0,to

log, c
log, b

log, ¢ =

Logarytm log;, x mozna tez zapisac jako log x lub 1g x.
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1.1.  Uzasadnij, ze je$li a = 0.57225,p = Y/ 4/8, to a = 4b.

Rozwigzanie:
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1 1
a= 0.5—2.25 — (%) — (2—1)—2.25 — 22.25 — 22 .24 =4.272=4p

Zatem: a = 4b

. _.3|2764915
1.2.  Oblicz: / =
27°+49

Rozwigzanie:

3

3(276 + 915 3 (33)6 + (32)15 3(318 4 330
278 496 [ (33)8 4 (32)6 3244312

410.374128.23
83.94+125.32

1.3. Oblicz:

Rozwigzanie:

312.(1+312)

(22)10 . 37 + (3 . 22)8 . 23 3 220 . 37 + 38 . (22)8 . 23 3

(23)3 . (32)4 4 (36 . 22)15 . 32 - 29.38 1 35. (22)5 .32 -

_220_37+38_216_23_220_37+29_39_38_219_37(21+31)_

_29.38+35.210.32_ 28 4 210 .37
219_37_5 219
:—:—:210
29.37.5 2°

1.4. Niech x? =73,y3 = 7%, z6 = 75, Oblicz warto$¢ wyrazenia: (

Rozwigzanie:

© 293731421

318 . (1 + 312) 3 318

312

Xy
z

74 724

3 (73)12 . (74-)8 3 736 . 732 768

(75)4 - 720

- 720

X (x )24 ~ x24 . y24 ~ (x2)12 . (y3)8
( ) - T g4 T (z6)*

— — 768-20 _ 748

Opracowanie wspotfinansowane przez Unie Europejska z Europejskiego Funduszu Spotecznego
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V36=32=9

24
7)
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1.5. Oblicz: V7 + 4V3 + 7 — 44/3=

str. 6

Rozwigzanie:

T+4V3=3+2-23+4= (V3+2) =[N3 +2|=V3+2

analogicznie
7-43=3-2-2V3+4= (V3-2) =|V3-2|=—-(V3-2)=—V3+2

Otrzymalismy

V7 +4V3+V7 —4V3=V3+2 -3 +2 =4

Va?-6a+9 | Va?-4a+4 _
3-a a-2 -

2

1.6. Wykaz, ze dla x € (2;3) zachodzi rownosc¢

Rozwigzanie:

Vvaz-6a+9 | va?-4a+4 _ (a-3)? | (a-2)? _|a-3| | |a-2|_—(a-3) , (a—2) _ 141=2
3—-a a-2 T 3-qa a-2  3-a a-2 3—-a a-2 -

P . e 1
1.7.  Usun niewymiernosc: N TNAN

Rozwigzanie:
1 _ [(V2+V3)=+5] V2++v3-+5

VZ+V3+V5  (VZ+V3)2-(V5)2 (V2)2+2-V2-V3+(V3)2-5
VZ+VE-V5__VZ+VE-V5_ (VZ+V3-V5)-V6 _(vZ+V3-V5) V6

" 242-V6+3-5 2V6 2v6 -6 12
_VI2+V18—-+v30 2v3+3vV2-+30
N 12 - 12

1.8. Doprowadz do najprostszej postaci 3\/ 2 +/5, zatoZzenie a,b € Z

Rozwigzanie:

16 +8V5 _ (a+ bV5)*
8 23

2+\/§=§(2+\/§)=
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(a+bV5)3  =ad+3a%(bV5) + 3a(bV5)? + (bV5)3
= a® + 3a%(bV5) + 3a(5b?) + b3(5V5)
= a3 + (3a®b)V5 + 15ab? + (5b3)V5
(a + bV5)3 = (a® + 15ab?) + (3a2b + 5b3)V5
(a + bV5)3 =16 + 8V5

a® + 15ab? = 16

3a’b +5b3 =8
a wiec a=1
b=1

16 +8V5 _ (a+ bV5)°
8 23

2+\/§=§(2+\/§)=
2+\/§:(1+1\/§)3

23
3
3/2+\/§= /<1+2\/§> :3/2+\/§:1+2\/§

1.9. Wykaz, ze liczba 61°° — 2 - 6%2 + 10 - 68 jest podzielna przez 17 .
Rozwigzanie:

6%8(62—-2-61+10-1) =6%8(36 - 12+ 10) =
=6%(34) = (6°%-2-17) =
17- 6% .2 (6% -2€2)

Co oznacza, ze liczba 61°° — 2 - 699 + 10 - 68 jest podzielna przez 17.
To konczy dowdd

1.10. Wykaz, ze liczba 3¢ — 216 jest podzielna przez 13 .
Rozwigzanie:

316 — 216 — (38)2 _ (28)2 — (38 _ 28)(38 + 28) —
(BN = (2HH(E% +2%) =
(3*=2M)(3* +24)(38 +28) =
(357 = (2HHB*+24)(3% +2%) =
(32 +22)(32 — 29)(3* +24)(3% +2°) =
Projekt ,,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan”.
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(9+4)(32-22)(3*+2M)(3% +28) =
13(3%2 — 22)(3* + 2*)(38 + 28). Widzimy, ze (32 —22)(3* +2%)(3%8+28) ez

str. 8

Co oznacza, ze liczba 316 — 216 jest podzielna przez 13.
To konczy dowod

1.11.  Wykaz, Zze prawdziwa jest nierownos¢ v250 + 1 +v250 — 1 < 226
Rozwigzanie:

Podnosimy nieréwnosc¢ stronami do kwadratu, poniewaz obie strony sg dodatnie.

Otrzymujemy
250 — 14250 41 4 2,/(250 — 1)(250 + 1) < 252
2250 4+24/2100 — 1 < 4.250
242100 -1 < 2.250 /:2
/2100 —-1< 250
Analogicznie

2100_1 < 2100
0<1

Otrzymana nieréwnos¢ jest prawdziwa. Poniewaz w wyniku przeksztatcen
otrzymywalismy nieréwnoséci rownowazne, dowodzi to prawdziwosci wyjsciowej
nierdwnosci.

1.12. Reszta z dzielenia liczby naturalnej a przez 6 jest réwna 1 . Reszta
z dzielenia liczby naturalnej b przez 6 jest rowna 5 . Uzasadnij, ze liczba
a? — b? jest podzielna przez 24 .

Poniewaz liczba a przy dzieleniu przez 6 daje reszte 1, wiec a = 6k + 1, gdzie k
jest liczbg catkowitg nieujemna.
Poniewaz liczba b przy dzieleniu przez 6 daje reszte 5, wiec b = 61 + 5, gdzie [
jest liczbg catkowitg nieujemna.
Wtedy a? — b? = (6k + 1)? — (61 + 5)? = (6k + 6l + 6)(6k — 61 — 4) =
12(k + 14+ 1)(Bk —31—-2)
Wykazalismy, ze liczba a? — b? jest podzielna przez 12. Nalezy jeszcze wykazac,
ze przynajmniej jedna z liczb k + 1 + 1 lub 3k — 31 — 2 jest podzielna przez 2 .
Jesli liczby calkowite k i [ sg jednoczesnie parzyste, to liczba k — [ jest parzysta
oraz liczba 3k — 31l — 2 = 3(k — 1) — 2 jest parzysta, jako réznica dwdch liczb parzystych.
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Jesli liczby catkowite k il sg nie sg jednoczes$nie parzyste, to liczba k + 1 + 1 jest
parzysta, jako suma dwaoch liczb nieparzystych i jednej parzystej. To konczy dowaod.
Il sposéb
Poniewaz liczba a przy dzieleniu przez 6 daje reszte 1, wiec a = 6k + 1, gdzie k jest
liczbg catkowitg nieujemna.
Poniewaz liczba b przy dzieleniu przez 6 daje reszte 5, wiec b = 61 — 1, gdzie [ jest
liczbg calkowitg nieujemna.
Wtedy a? — b? = (6k + 1)? — (61 — 1)? = (6k + 61)(6k — 61 + 2) =

12(k + D3k — 31 + 1).
Wykazalismy, ze liczba a? — b? jest podzielna przez 12. Nalezy jeszcze wykazac, ze
przynajmniej jedna z liczb k + [ lub 3k — 31 + 1 jest podzielna przez 2 . Jesli liczby
catkowite k i | sg jednoczesnie parzyste, to liczba k + [ jest parzysta. Jesli liczby
catkowite k i [ nie sg jednoczes$nie parzyste, to liczba k — [ jest nieparzysta, wiec liczba
3k —3l+1=3(k—1)+1 jest parzysta. To konczy dowdd.

str. 9

1.13. Wykaz, ze dla kazdej liczby catkowitej k liczba k(k + 1)(k + 9)(k? + 1)
jest podzielna przez 5.

Rozwigzanie:

lloczyn jest podzielny przez 5, jezeli co najmniej jeden z czynnikdw jest podzielny
przez 5.

Jezeli k = 51 (1 jest liczbg catkowita), to pierwszy czynnik jest podzielny przez 5.
Jezeli k =51 + 1, to czynnik (k +9) = 51 + 10 = 5(1 + 2) jest podzielny przez 5 .
Jezeli k = 51+ 2, to czynnik (k? + 1) = 2512+ 20l + 4+ 1 = 5(51%> + 41 + 1) jest
podzielny przez 5.

Jezeli k = 51+ 3, to czynnik (k? +1) = 2512+ 300+ 9+ 1 =5(512+ 6+ 2)

jest podzielny przez 5

Jezelik =50+ 4, toczynnik (k+1) =5l+4+1=5( + 1) jest podzielny przez 5

1.14.  Oblicz: log (M)

Rozwigzanie:
2223
| <4\/_> ( 2\/_> logy ( V2 ) log2(22\/_) log, V2
08./3 log /2 =
V2 V2 log, vV 2v2 Elogz(Z\/_ )
log, 22 + log, V23 —%logz 2 2 +%log2 2 —% 38
B 1 B 1,1 T 9
5 (log; 2 + log, V2) >tz
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1.15.  Oblicz: logs %3\/7\/7

Rozwigzanie:

log 77 = log7 7\/_ 10g7(7\/_) 510g7(7;/7)
57~/7 X iy T o, IVT

—lo o
log; |~ 7T TR

1
5(log; 7 + log,V7) 5 (1 + 7)

= = :3
3(log; 7 + log; Y7 —log,V7) 3 (1 +%_%)

1.16. Wykaz, ze log; 5 -log, 9 -logs2 =1
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

logs9 logs3? 2logs3 logs3

log, 9 = = = =
084 logs4 logs2? 2logs2 logs2

Stad

logs 3
log;5-log, 9 -logs 2 =log; 5 - ——-logs 2 =logs 5 - logs 3

logs 2

Korzystajgc ze wzoru na zmiane podstawy logarytmu

1 b=
08a log, a

stwierdzamy, ze

log35-logs3 =1

1.17.  Niech m = log,, 7. Wykaz, ze log, 27 = 22-™)

Rozwigzanie:
(I sposéb)

Zauwazmy, ze log, 21 = !

_ 1
log,, 7 m

SAMORZAD WOJEWODZTWA Unia Europejska
Europejski Fundusz Spoteczny
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1-m

21 1
log, 27 = log, 3% = 3log, 3 = 3log, (7) = 3(log;21 —log,7) =3 (E — 1) =3 S

To konczy dowdd

(Il sposéb)

Zauwazamy, ze

3(1_m)—3(1 1)—3(1 21-1) = 3(log, 21 —log, 7) = 31 21 log, 3
m =>\n = >llogy = ollogy 0877) = 0g77—0g7
=log,27

co konczy dowdd.

. _ .. logs6 .
1.18.  Dane s3 liczby a = (log £2) -log, 25 b = @ . Oblicz a?*?

Rozwigzanie:
Obliczamy a oraz b z wykorzystaniem wzoru na zamiane podstawy logarytmu:

log, 2 log, 2

a=log =2 log, 25 = -210g25=—2-210g25=4
& log, V5 110g25
2
logs 6 log,6 1
b=-852 _og.6=—22> — Zlog, 6 = log, /6

= 6=
logs 8 088 log,8 3
Obliczamy a?** :

ab+1 — 4]0g2 3/6+1 — 410g2 36 .41 = 2210g2% L4 = 210g2 336 4 = 4%/’%

1.19.  Niech log, 18= c. Wykaz, ze logs 4=——
Rozwigzanie:

Przeksztatcamy wyrazenie log; 4, stosujgc wzér na zamiane podstawy logarytmu:

Aby doprowadzi¢ do uzyskania w liczniku liczby 4 , mnozymy licznik i mianownik utamka
przez 2.
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Otrzymujemy:

2-logy4 2-log,4 4
2-log,3  log,9  log,9

Stosujemy wzér na roznice logarytméw o tych samych podstawach i otrzymujemy:

4 4 4 4

_logz%_log218—log22_c—1

log, 9

4
Zatem log; 4 = —
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Il. WYRAZENIA ALGEBRAICZNE, ROWNANIA, NIEROWNOSCI
| ICH UKLADY

Wzér dwumianowy Newtona

= () (s ot (e o (2 v+ ()

Wzory skréconego mnozenia
Dla dowolnych liczb a,b :

(a+b)? =a?+2ab+b* (a+b)®=a3+3a?b+3ab?+b3
(a—b)?2=a?—2ab+b?* (a—b)%=a3—-3a’b+3ab?— b3

Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n oraz dowolnych liczb a, b zachodzi wzér:
a"—b" = (a—b)(a" ' +a"?bh + -+ a" Kbl 4 4 ab™ 2 + p7T)
W szczegolnosci:

a’? —b?=(a—b)(a+h) a?—1=(a—-1D(a+1)

a>—b3=(a-b)a*+ab+b?) a*-1=(a—-1D@+a+1)

a>+b3=(a+b)a?—ab+b?) ad+1=(a+1D@—-a+1)
a*—1=(a-D@*+a"2+--+a+1)

Réwnania i nieréwnosci kwadratowe

Rozwigzanie rownania ax? + bx + ¢ = 0 jest tozsame z wyznaczeniem miejsc zerowych
funkcji f(x) = ax? + bx + ¢

Do rozwigzywania nieréwnosci zastosujemy metode graficznag.

Wzory Viéte'a.
Dla pierwiastkdéw réwnania trojmianu kwadratowego (miejsc zerowych tréjmianu
y = ax? + bx + ¢) zachodzg wzory

4 —b c
X1 +x,=—, X1 X, =—
1 2 PR R R
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Gdy A > 0, wéwczas pierwiastki x;, x, trgjmianu kwadratowego
- sg tego samego znaku wtedy i tylko wtedy, gdy x; - x, = 2 > 0;

**
*
*

str. 14

- sg przeciwnych znakow wtedy i tylko wtedy, gdy x; - x, = 2 <0
Gdy A > 0, woéwczas pierwiastki x4, x, trojmianu kwadratowego:

- oba pierwiastki s3 dodatnie wtedy i tylko wtedy, gdy x; - x, = = > 0
i X1 + Xy = _Tb > 0,

- oba pierwiastki sg ujemne wtedy i tylko wtedy, gdy x; - x, = % >00x+x= %b <0
Rownanie dwukwadratowe.

Réwnaniem dwukwadratowym nazywamy rownanie postaci ax* + bx? + ¢ =0, a # 0.
Réwnanie to sprowadza sie do rownania kwadratowego za pomocg podstawienia t = x?

Wielomianem stopnia n (n € N ) jednej zmiennej rzeczywistej x € R nazywamy funkcje
okreslona wzorem:

W) = apx™+ ap_1x" 1+ -+ ayx? + a;x + a,

gdzie a,, a,_1,..,a1,a9 € Ria, # 0.
Liczby a,, a,_1, ..., a1, ay Nazywamy wspotczynnikami liczbowymi wielomianu.

Stopien wielomianu to najwyzszy wyktadnik potegi, w jakiej wystepuje niewiadoma,
oznaczamy go symbolem st. [W(x)].

Jezelin = 01ia, # 0 to taki wielomian nazywamy wielomianem stopnia zerowego,

np. W(x) =7.

Jezeli natomiast n = 0 i a; = 0(tzn. W(x) = 0) to taki wielomian nazywamy wielomianem
zerowym. Taki wielomian nie ma okreslonego stopnia.

Dwa wielomiany sg réwne, wtedy i tylko wtedy, gdy sg tego samego stopnia i majg
réwne wspotczynniki przy odpowiednich potegach zmienne;j.

Jezeli W(r) = 0, to liczbe r nazywamy pierwiastkiem wielomianu W (x) (r € R)

Roztozy¢ wielomian na czynniki to znaczy przedstawi¢ go w postaci iloczynu czynnikéw
stopnia co najwyzej drugiego.

Wyrazeniem wymiernym jednej zmiennej x € R nazywamy wyrazenie algebraiczne
postaci %, gdzie W (x) i P(x) sg wielomianami jednej zmiennej i P(x) nie jest

wielomianem zerowym.

Projekt ,,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan”.
Opracowanie wspotfinansowane przez Unie Europejska z Europejskiego Funduszu Spotecznego
w ramach Wielkopolskiego Regionalnego Programu Operacyjnego na lata 2014-2020



SAMORZAD WOJEWODZTWA Unia Europejska
WIELKOPOLSKIEGO Europejski Fundusz Spoteczny .

Fundusze
Europejskie
Program Regionalny
str. 15

Dziedzing wyrazenia wymiernego nazywamy zbior tych wszystkich liczb rzeczywistych,
dla ktérych jest okreslona wartos¢ liczbowa tego wyrazenia.

D ={x:x e RAP(x) # 0}

Dwa wyrazenia wymierne sg rowne wtedy i tylko wtedy, gdy majg rowne dziedziny
i przyjmujg takie same wartosci dla wszystkich argumentéw.

Ukfadem dwdch rownan z dwiema niewiadomymi nazywamy uktad postaci:
ax+by=e
{cx +dy=f
przy czym zaktadamy, ze a? + b? > 0 oraz c? + d? > 0.
Rozwigzaniem uktadu nazywamy kazda pare liczb (x,,y,) taka, ze dlax = x, iy = y,
oba réwnania sa spetnione
Ukfad rownan moze miec:

¢ doktadnie jedno rozwigzanie ( jedng pare (xo,yo)) - uktad oznaczony,
¢ nieskonczenie wiele rozwigzan - uktad nieoznaczony

¢ brak rozwigzan. - uktad sprzeczny .

Wyznacznikiem stopnia drugiego utworzonym z liczb a, b, ¢, d nazywamy liczbe
postaci

|Z Z| = ad — bc.

Uktad réwnan *) jest:

e 0znaczony, gdy wyznacznik uktadu W = |? Z| # 0 czyli, gdy% +* %-
Rozwigzaniem ukfadu *) jest wtedy para liczb (xg,y,),
Wy w, . e b a e
. a b e
e nieoznaczony, gdy W =0, Wy =0, W, = 0,(z = - = ?),
a b a e b e
e sprzeczny, gdy W = 0 oraz W, # 0, W, # 0, (E =goraz o # - lub ha ?)
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PRZYKLADY

**
*
*

str. 16

2.1. Rozwigz rownanie 3|x + 2| = |x — 3| + 11.
Rozwigzanie:

. . x+2=20 x+2=>0 x+2<0 x+2<0
Rozwazamy cztery przypadki 1) {x _3>0 2) {x <0 3) {x 330 4) {x _3<0
x+2=>0

x—3>0 otrzymujemy rownanie 3x + 6 = x — 3 + 11,

W pierwszym przypadku: {

astagdx =1
Liczba ta nie spetnia drugiej nierownosci uktadu, wiec nie jest rozwigzaniem podanego
réwnania.

x+22=20

3 < o Otrzymujemy rownanie 3x+ 6 =—-x+3+ 11, a stad

W drugim przypadku: {

x=2.

Liczba ta spetnia obie nieréwnosci ukfadu, wiec jest rozwigzaniem podanego réwnania.
x+2<0
x—32=20
nie spetnia jednoczesnie dwdch warunkéw: x < —=2ix > 3.
x+2<0
x—3<0
a stgd x = —10. Liczba ta spetnia obie nieréwnosci ostatniego uktadu, wiec jest
rozwigzaniem réwnania.

Podane réwnanie ma zatem dwa rozwigzania x = —10 i x = 2.

W trzecim przypadku: { otrzymujemy sprzeczno$¢, poniewaz zadna liczba

W czwartym przypadku: { otrzymujemy réwnanie —3x — 6 = —x + 3 + 11,

2.2. Liczby dodatnie a i b spetniajg rownos¢ a?+2a=4b?=4b. Wykaz, ze a=2b.

Rozwigzanie:

| sposob

Zapisujemy réwnanie rownowazne réwnaniu z zatozenia: a® + 2a + 1 = 4b% + 4b + 1.
Korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia i zapisujemy to rownanie w postaci (a +
1)2 = (2b + 1)2. Oba wyrazenia w nawiasach sg dodatnie, zatem réwnos¢ kwadratow
jest rbwnowazna réownosci tych wyrazen, stad a + 1 = 2b + 1 i dalej, a = 2b.

To kohczy dowdd.

Il sposob
Przeksztatcamy zatozenie rownowaznie:

a® —4b%? = 4b — 2a
(a — 2b)(a + 2b) = —2(a — 2b)
(@a—2b)a+2b+2)=0

J
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Liczby a i b sg dodatnie, zatem a + 2b + 2 # 0. Stad a — 2b = 0, czyli a = 2b.
To kohczy dowdd.

str. 17

2.3.  Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x wiekszej od 2 i dla kazdej liczby
rzeczywistej y prawdziwa jest nierbwnosé 5x2 — 6xy + 3y? — 2x — 4 > 0.

Rozwigzanie:

Przeksztatcamy nieréwnos¢ réwnowaznie:
5x> - 6xy+3y*-2x—-4>0

3x?-6xy+3y>+2x>-2x—-4>0
(x-y)2?+2x2-2x-4>0

3x-y)P+2(x+1)(x-2)>0
Poniewaz x > 2, wiec 2(x + 1)(x — 2) > 0.

Zatem lewa strona rozpatrywanej nierownosci jest sumg liczby nieujemnej 3(x - y)? oraz
liczby dodatniej 2(x + 1)(x — 2), a wiec jest dodatnia.

To nalezato wykazac.

2.4.  Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych x i y, takich, ze
x <y, i dowolnej dodatniej liczby rzeczywistej a, prawdziwa jest nieréownos¢
x+a y

+=> 2.

y+a x
Rozwigzanie:

Nieréwnos¢ mozemy przeksztatci¢c w sposob rownowazny

x+a y
+=-2>0,
y+a x
x(x+a)+y(y+a)—2x(y+a)>0
x(y+a)
x?+ax+y*+ay—2xy — 2ax
x(y+a)
2
— + —
(x—y)+aly x)>o.
x(y+a)

Z zatozeniay > 0,x >0ia>0.Zatemy+a > 0ix > 0, co oznacza, ze mianownik
utamka stojgcego po lewej strony otrzymanej nierownosci jest dodatni.
Kwadrat (x — y)? jest nieujemny, a z zatozenia x < y wynika, ze y — x > 0, wiec
a(y —x) > 0. Stad licznik rozwazanego utamka jest dodatni. W rezultacie otrzymana
nierownosc jest prawdziwa. To konczy dowaod.
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2.5. Wykaz, ze jezeli w prostopadtoscianie a, b, c sg dtugosciami krawedzi
wychodzgcymi z jednego wierzchotka oraz d jest drugoscig przekatnej
tego prostopadtoscianu, to a+ b + ¢ < dv/3.

str. 18

Rozwigzanie:

Korzystamy ze wzoru na dtugos$¢ przekatnej prostopadtoscianu: a? + b? + ¢? = d?.
Pokazemy, ze (a + b + ¢)? < 3d?, co jest rownowazne z teza.

(a+b+c)> =a?+b%+c?+2ab+2ac+2bc <
<a?+bi+c?+@+b)+(@+c?)+B%*+c?) =
=3(a%? + b%? + ¢?) = 3d?

Réwnos¢é ma miejsce dla a = b = ¢, czyli prostopadioscian jest sze$cianem.

Uwaga
Srednia arytmetyczna liczb x4, x5, ..., x, tO

x1+x2+"'+xn
n

Srednia kwadratowa liczb x4, x5, ..., x, tO

X2+ x4+ x2

n

Rozumujgc tak, jak w przyktadach 2. oraz 3., mozemy udowodni¢ nierownos¢ miedzy
Srednig arytmetyczng i $rednig kwadratowg liczb x4, x5, ..., x,, tzn. wykazac, ze dla
dowolnych liczb x4, x5, ..., x,, prawdziwa jest nieréwnos¢

Xt Xt X xZ 4 x5 4+ xf

S
n n

2
2.6. Wykaz, zejezelix+y =a,tox?+y? > a?

W szczegolnosci, gdy x +y = 1, to x% + y? >

N |-

Rozwigzanie:
Podnosimy obie strony rownosci x + y = a do kwadratu i korzystamy z nierdwnosci

a’® + b? > 2ab a,b €ER
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Otrzymujemy

**
*
*

str. 19

a?=(x+y)? =x?+2xy+y><x?+ (x?+y? +y?=2(x?+y?),
stad po podzieleniu obu stron nieréwnosci przez 2 otrzymujemy teze.
Roéwnos¢é ma miejsce, gdy x =y = %

2.7. Wykaz, zejezelix+y+z=a,tox?>+y?+2z2>
=

W szczegolnoscix +y +z =1,t0 x2 + y2 + z2

Rozwigzanie
Podnosimy obie strony rownosci x + y + z = a do kwadratu i korzystamy z nieréwno$ci

a® + b? > 2ab; a,b €R.
Otrzymujemy

Cl2

=(x+y+2)?2=x2+y?+2z%+2xy+2xz +2yz <
<xP+y?+22+ (P +y)+ (P +28) + (2 +27) =3 +y* +2%)

Stad po podzieleniu obu stron nieréwnosci przez 3 otrzymujemy teze.

ROwnos$¢ ma miejsce, gdy x =y = z = g

2.8. Wpykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y, z prawdziwa jest nierobwnosc¢
x2+y2+z22>xy+xz+yz

Rozwigzanie:

Korzystajgc z nieréwnosci a? + b? > 2ab; a, b € R zapisujemy trzy razy nierowno$é

x2+y?% > 2xy
x*+z% > 2xz
y2+2z2 > 2yz

po dodaniu stronami otrzymujemy 2(x? + y% + z%) > 2(xy + xz + yz), a po podzieleniu

obu stron przez 2 otrzymujemy teze.
Rownos¢ ma miejsce, gdy x =y = z.

2.9. Wykaz, ze jezeli x,y,z sg liczbami rzeczywistymi, dodatnimi, to

Xy +yz+zx > x,/yz +y\/Z_x+z1/
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Rozwigzanie:
Zastosujemy nierownos¢

**
*
*

str. 20

asz>\/ab; a,b€R

Dla uproszczenia dowodu pomnozymy obie strony tezy przez 2, przeksztatcimy lewag
strone otrzymanej nieréwnosci i trzy razy

2xy+yz+zx) =xy+xz+yx+tyz+zx+zy=x(y+z)+y(x+z)+z(x+y)>

>x-2/yz+y 2Vxz +z- 2\[xy = 2(x\[yz + yVzx + z,[xy)

Réwnos¢é ma miejsce, gdy x =y = z.

2.10. Wpykaz, ze jezeli a, b, c,d sg liczbami rzeczywistymi, dodatnimi, to

J@+b)(c+d) > 2Vabcd
Rozwigzanie:

Obie strony nieréwnosci sg dodatnie, wiec po podniesieniu ich do kwadratu otrzymamy
nierownosc¢ réwnowazng

(a+b)(c+d)>4Vabced

Zastosujemy nieréwnosc¢

asz>\/ab; a,b €R

Otrzymujemy

Po pomnozeniu tych nieréwnosci stronami otrzymujemy teze.
Réwnos¢é ma miejsce, gdy a = b oraz ¢ = d.

2.11. Wpykaz, ze jezeli x,y sg liczbami rzeczywistymi, dodatnimi oraz x + y = 16,
to (1+x)(1+y) <81
Rozwigzanie:

Zastosujemy nierdwnos$¢
a+b
- >+Vab;, a,b €R
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Otrzymujemy
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*
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xy=(\/x—y)2<(x;y)2=64

Przeksztatcajgc lewa strone nierdwnosci otrzymujemy
A+x)(1+y)=1+x+y+xy<1+16+64 =81

co nalezato wykazac.
2.12.  Wykaz, ze jezeli x,y,z sq liczbami dodatnimi, to (x +y + 2) ( + S 2)>9

Rozwigzanie:
Przeksztatcajgc lewq strone nierdwnosci otrzymujemy:

1 1 1 x x y y zZ z
(x+y+z)(—+—+—) =l1+—-+—-+=+1+=+—-+—-+1=
X y z y z X zZ x y

X X Z Z
=3+(—+X)+(—+—)+<X+—)
y X z X z y

Zastosujemy nierownosc¢

2425 2:ab>0
b a
Przeksztatcamy
X X Z Z
3+(—+X)+(—+—)+(X+—>>3+2+2+2=9
y X zZ X z y

| otrzymujemy teze.

Réwnos¢é ma miejsce, gdy x =y = z.

2.13. Wykaz, ze jezeli x,y, z sg liczbami dodatnimi, to

xy(x+y—2z2)+yz(y+z—2x)+xz(x+z—2y) >0
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Rozwigzanie:

**
*
*

str. 22

Przeksztatcajgc lewa strone nierdwnosci otrzymujemy:

xy(x+y—22)+yz(y+z—2x)+xz(x +z—2y) =

Xy y z X z
=xyz(————2+—+——2+—+——2)=
z z X X y vy

:xyz<<§+%—2)+(§+§—2)+<§+§—2)>

Stosujgc do kazdego z trzech nawiasow nierownosc¢ % + % — 2 > 0, otrzymujemy teze.
Réwnosé ma miejsce, gdy x = y = z.

3n+1 3

2.14.  Oblicz najmniejszg liczbe naturalng n spetniajgcg nierownos¢ | n10 2| 310

Rozwigzanie:

2n-10

Rozwigzujemy nierownos¢ | — —| <= Przekszta’fcamy ja w sposob rownowazny:

3(2n—10) —2(3n + 1)
| 33n + 1) 30
-32 1
3Gn+ )l S

2 _1
3Bn+1) 30
3n+1>320

> 106+
n 3

W powyzszych przeksztatceniach dwukrotnie skorzystaliSmy z tego, ze 3(3n + 1) > 0.
Zatem najmniejszg liczbg naturalng spetniajgcg podang nieréwnosé jest n = 107.

2.15.  Wielomian f jest okreslony wzorem f(x) = ax* — 9x3 + 3x? + 7x + b dla
pewnych liczb pierwszych a oraz b. Wiadomo, Ze liczba % jest pierwiastkiem tego
wielomianu. Oblicz a i b.

Rozwigzanie:

Korzystamy z twierdzenia o wymiernych pierwiastkach wielomianéw. Na mocy tego
twierdzenia liczba 3 musi dzieli¢ wyraz wolny, czyli b, a liczba 2 musi dzieli¢
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wspotczynnik przy x*, czyli a. Jednak jedyna liczba pierwsza podzielna przez 3 to 3,
czyli b = 3. Podobnie, jedyna parzysta liczba pierwsza to 2, czyli a = 2.

Sprawdzamy,ze liczba %jest pierwiastkiem wielomianu

flx)=2x*—9x3+3x2+7x+3
A zatem

4 3 2

3
20— —9-—+4+3-=>+7--+3=
2t 7 23 22 2

3
=55 (27-81+18+28+8) =0

Otrzymujemy a = 2,b = 3

2.16. Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby catkowitej m rozwigzania réwnania
x2+mx+m—-1=0
z niewiadoma x sg liczbami catkowitymi.
Rozwigzanie:
Obliczamy wyréznik kwadratowy

A=m?—4m+4=(m-—2)>

Zatem A = |m — 2| = +(m — 2) i pierwiastki sg rowne

-m—-—m-+2
x1=f=—m+1

-m+m-—2
x2=f=—1

Widac¢, ze skoro m € Z to kazdy z tych pierwiastkéw jest liczbg catkowitg.

2.17. Wykaz, ze ukfad réwnan
{ 4a + 4b + 4c = 80
2ab + 2bc + 2ca = 256
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z niewiadomymi a oraz b ma rozwigzanie, ktére jest parg liczb rzeczywistych nie
mniejszych od 4 wtedy i tylko wtedy, gdy c € [4, ?]

str. 24

Rozwigzanie:

Zatézmy, ze ukiad rownan (1)-(2) ma rozwigzanie w zbiorze liczb rzeczywistych nie
mniejszych od 4 . Wtedy

{a+b+c=20
ab + bc + ca =128

Przeksztatcamy uktad réwnan do postaci, w ktérej otrzymamy rownanie kwadratowe z
niewiadomg a i parametrem c:

b=20—a-c
a(20—a—-c)+(20—a—-c)c+ca =128
b=20—a-c
—a?+ (—c+20)a+ (—c?+20c—128) =0
b=20—a-c
a’+ (c —20)a + (c? —20c +128) =0

Rownanie a? + (¢ — 20)a + (c? — 20c + 128) = 0 ma z zalozenia rozwigzanie, wiec
wyréznik A, jest nieujemny, co prowadzi do:
Aa 2 0
(c —20)% —4(c?—20c+128) =0
—3c¢2+40c—-112>0

—3(0—4)(0—23—8)20

6[4 28]
c '3

Jeslic e [423—8] to funkcja f(a) = a® + (¢ — 20)a + (c? — 20c + 128) ma co najmnie;
jedno miejsce zerowe (gdyz A, = 0).

Wykresem funkcji f jest parabola, ktérej wierzchotek W = (p, q) ma rzedng niedodatnig
A

a=-7
Odcietap = —0_220 € [%8] aponadto f(4) =c?—16¢c+64=(c—8)2=>0

Zatem f ma miejsce zerowe w zbiorze [4, +0).
Podobnie argumentujemy, ze funkcja g(b) = b% + (¢ — 20)b + (c? — 20c + 128)
ma miejsce zerowe w przedziale [4, + ).

Zatem uktad (1)-(2) ma rozwigzanie w zbiorze liczb rzeczywistych nie mniejszych od 4.
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2.18. Dany jest uktad rownan

**
*
*

str. 25
{mx +y =m?
4x+my =28
Z niewiadomymi x i y oraz parametrem m.
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych uktad jest oznaczony, a para liczb
(x,y) bedaca rozwigzaniem uktadu spetnia warunek |x + y| < 2.

Rozwigzanie:

Rozwigzujemy ukfad (1) metodg podstawiania. Z pierwszego rownania uktadu
wyznaczamy y:

y =m? —mx
i wstawiamy do drugiego réwnania uktadu:

4x + m(m? —mx) =8
(4-mP)Hx=8-md

Zatem uktad jest oznaczony, gdy m € R\ {—2; 2}. Wtedy

_8-m® 2-m)(4+2m+m?)  4+2m+m?
4-m2 2-m)Q+m) m+2

X

Stad

m?+2m+4 m?+2m? —m(m®+2m+4) —4m
m+ 2 B m+ 2 T m+2

2

y=m?—-—mx=m?-m

Wyznaczamy wartoéci parametru m, dla ktérych prawdziwa jest nieréwnoséc |x + y| < 2 :

442m+m?> —4m
+ <2
2+m m+ 2
m?—2m+4
m+ 2
m?—2m+ 4 T m?-2m+4
_— > 2 /<2
m+ 2 m+ 2
2_ 2_

m 2m+4+2m+4>0 ;m 2m+4_2m+4<0
m+2 m+2 2121+2 m+2
m+8>0i m—m<0

24+m 2+m
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M?+8)(m+2)>0imeR\{-2;2} i (m?*—4m)(m+2)<0imeR\{-2;2}

str. 26

m e (=2,2) U (2,4+) i m € (—o,—2) U (0,2) U (2,4)

co daje namm € (0,2) U (2,4)

2.19. Na diagramie obok przedstawiono fragment wykresu wielomianu W okreslonego
wzorem W(x) = 4x % - 19x 2 - 12x + 18 dla kazdego x € R.
Oblicz wszystkie pierwiastki wielomianu W
Rozwigzanie: vt

Skorzystamy z twierdzenia o pierwiastkach wymiernych w
wielomianu o wspétczynnikach catkowitych.

Na mocy tego twierdzenia wnosimy, ze jesli wielomian W
ma pierwiastek wymierny, to nalezy on do zbioru

14

M—{+1 12,43,46,40, 418, £, 4o, 40, 45 1 +1}
- ) - =4 =-H Y = )—2I—4)—2)—4F—2F—4

0.2

Na podstawie fragmentu wykresu funkcji W stwierdzamy, *
ze jeden z pierwiastkdéw wielomianu znajduje sie w przedziale (%%)

Tylko jedna liczba ze zbioru M lezy w tym przedziale i jest to utamek %

Sprawdzamy, czy liczba % jest pierwiastkiem wielomianu W :

W<3)_4 <3)3 1 (3)2 12 3+18_27 171 144+288_0
4) 4 4 4 16 16 16 16

Zatem wielomian jest podzielny przez dwumian (x — %)

Dzielimy wielomian W przez dwumian (x — %) i zapisujemy go w postaci iloczynowej:

W(x) = (x - %) (4x% — 16x — 24)

Pierwiastkami tréjmianu 4x2 — 16x — 24 sg liczby: 2 — /10 oraz 2 + V/10.
Pierwiastkami wielomianu W sg liczby: 2 —v/10; 2 + V10 oraz %
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2.20.  Wielomian W jest okreslony wzorem W (x) = (x — 1)(x? —mx + m — 1)
dla kazdego x € R. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych
wielomian W ma dokfadnie jeden pierwiastek rzeczywisty.

str. 27

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu W . Zatem wielomian W
ma dokfadnie jedenf (x) = x> — mx + m — 1 ma dokladnie jedno miejsce zerowe
rowne 1 lub gdy funkcjaf nie ma miejsc zerowych.

Zatem

A<Olub(A=0ix,=1)
b
m? —4m+4<0Ilub <m2—4m+4=01—£=1)

(m—2)2<0 lub ((m—2)?=0 i%=1)

Nierownos$¢(m — 2)2 < 0 jest sprzeczna, natomiast z warunkéw
.m
(m—2)2=0 7 =1

otrzymujemym = 2 .

2.21.  Funkcja kwadratowa f jest okreslona wzorem
f(x) = px?+ (p — 1)x + 1 — 2p dla kazdego x € R.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, dla ktérych funkcja f ma doktadnie dwa
miejsca zerowe rdznigce sie o 1.

Rozwigzanie:

Wyznaczamy warunki konieczne i dostateczne na to, aby funkcja f miala dokladnie dwa
miejsca zerowe rdznigce sie o jeden:

W1. p # 0 (z tresci zadania f jest funkcjg kwadratowa)

W2. A > 0 (aby funkcja f miala dokladnie dwa miejsca zerowe)

W3. |x; — x,| = 1 (aby miejsca zerowe funkgcji f réznily sie o 1).

W2
A>0
(p—1)?—-4p(1-2p)>0
9pr—6p+1>0
Bp-1)2>0

p € (—oo%) U (§,+oo).
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W3
Skorzystamy tutaj ze wzoréw Viéte'a.

**
*
*

str. 28

|1 —x2| =1
(= x)? =1
(1 +x3)% —4x; x5, =1

Gdy p # 0 mamy

1

—1\2 1-2
e
p p
(p—1)* —4p(1 —2p) = p*
8p2—6p+1=0

1 ub p = 1
b= 5 ubp = 2
Po uwzglednieniu wszystkich warunkéw otrzymujemy: p = % lubp = %.
2.22.  Proste o rownaniach 2x +y—4m—4=01ix — 3y +5m + 5 = 0 przecinajg sie
w punkcie P o wspotrzednych (xp, yp). Wyznacz wszystkie wartosci parametru
m, dla ktérych wspoirzedne punktu P spetniajg warunki:

xp > 0,yp > 0,yp = x3 oraz yp < —x—+8
P

Rozwigzanie:
Punkt P lezy na obu prostych, wiec

{ZXP+yP—4m—4‘=O
xp—3yp+5m+5=0

Z powyzszego ukfadu rownan wyznaczamy wspétrzedne punktu P :

xp=m-+1
yp=2(m+1)

Poniewaz xp > 0i yp > 0, wiec
m+1>0i2(m+1)>0

co daje m € (—1, +0).
Uwzgledniamy warunki zadania yp, > x3 i yp < —xi +8:
P
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2
2m+1D)>(m+D%i2m+1) < ——+38
(m+1)=m+1%i2(m+1) —1

2(m+1)2 2 8(m+1)
m+1 m+1 m+1
2m? —4m—4

mE[—l,l]lm—H<0

—-(m+1)(m-1)=0i

me[-1;1]i2(m? -2m—-2)(m+1) <0
me[-1;1]i2(m— 1 —-V3)(m—1+V3)(m+1) <0
me[-1;1]imé€ (=, —-1) U (1 —+3;1++3)

me (1-+3;1]

Poniewaz m € (—1,+) i m € (1 —+/3; 1], wiec ostatecznie m € (1 —+/3; 1].

2.23. Rozwigz ukfad réwnah:
{xz +y%2 =25 (réwnanie okregu)
x—y=-1 (réwnanie prostej)

Rozwigzanie:
Z drugiego rOwnania wyznaczamy x =y — 1
Podstawiamy do pierwszego réwnania i otrzymujemy

(y—1*+y*—=25=0
y>—=2y+1+y*-25=0
2y? —2y—24=01;2

y2—y—-12=0
A=1-14-1-(=12) = 49
VA =7
_Th-VvA_1-7_ |,
N="od T2 T
_ThVA_1+7
2=" T2 T
. x1=—4
Obliczamy X =3
Otrzymujemy {;i _ _glub {;Z _ i

Interpretacja geometryczna - wspotrzedne punktow przecigcia okregu i prostej

str. 29
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2.24. Dwa pociggi towarowe wyjechaty z miast A i B oddalonych od siebie o 540 km.
Pociag jadgcy z miasta A do miasta B wyjechat o godzine wczesniej niz pocigg
jadacy z miasta B do miasta A i jechat z predkoscig o 9 km/h mniejszg. Pociggi te
minety sie w potowie drogi. Oblicz, z jakimi predkosciami jechaty te pociggi.

Rozwigzanie:

Wprowadzamy oznaczenia

v — predko$¢ pierwszego pociagu

t —» czas w jakim przejechat on potowe drogi, czyli 270 km.
Mamy zatem

vt = 270.

Korzystamy z drugiej informaciji : pociag jechat on z predkoscig v + 9 oraz potowe drogi
przejechat w czasie t — 1 (bo wyjechat godzine pézniej). Zatem otrzymujemy uktad
réwnan

v+9)(t—-1) =270
vt+9t—v—9=270

Poniewaz vt = 270 mamy stad
9t—-v—-9=0=>v=9t-9

Podstawiamy to wyrazenie w rownosci vt = 270.

(9t — 9)t = 270

t2—t—30=0
A=1+120=121 =112
t_1—11_ 51bt—1+11—6
= > = u = > =

Zatem v = 9t — 9 = 45, a drugi pociagg jechat z predkosécia 45 + 9 = 54.
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lIl. FUNKCJA, FUNKCJA LINIOWA | KWADRATOWA

str. 31

Funkcja f okreslong w zbiorze X o warto$ciach ze zbioru Y nazywamy
przyporzgdkowanie kazdemu elementowi ze zbiory X doktadnie jednego elementu
ze zbioru Y.

Funkcje takg oznaczamy symbolem f: X - Y.

Zbior X nazywamy dziedzing funkcji (zbiér argumentow).

Zbiér Y nazywamy zbiorem wartosci funkgciji.

Wykresem funkcji y = f(x) nazywamy zbidr W punktow ptaszczyzny Oxy taki,
zeW ={P(x,y):x €D,y = f(x)}

Funkcje f nazywamy réoznowarto$ciowg w zbiorze X wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnych dwdéch réznych argumentéw, ich wartosci sg rézne.

Funkcje f nazywamy parzystg w zbiorze D wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego x € D,
element przeciwny do niego nalezy rowniez do D oraz f(—x) = f(x) (wykres funkcji
parzystej jest symetryczny wzgledem osi Oy)

Funkcje f nazywamy nieparzystg w zbiorze D wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
x € D, element przeciwny do niego nalezy rowniez do D oraz f(—x) = —f(x)
(wykres funkcji nieparzystej jest symetryczny wzgledem poczatku uktadu
wspotrzednych)

Funkcje f nazywamy rosngcg w zbiorze A wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego x4,x, € A

(xl <x;=f(x) < f(xz))
Funkcje f nazywamy malejgca w zbiorze A wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego x;,x, € A

(x1 <x > f(xq) > f(xz))

Funkcje f nazywamy statg w zbiorze A wtedy i tylko wtedy, gdy kazdego x;,x, € A
f(x)=a

Miejscem zerowym funkcji f nazywamy takg liczbe x,, dla ktérej f(xy) = 0;

Funkcjg liniowg nazywamy funkcje f: R = R okreslong wzorem f(x) = ax + b.

a - wspotczynnik kierunkowy, b - wyraz wolny.

Wykresem funkcji y = ax + b, gdzie x € R, jest prosta nachylona do osi x pod takim
katem a, ze a = tg a i przecinajgca 0$ Oy w punkcie, ktérego rzedna jest réwna b.
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Wspodirzedne kazdego punktu nalezgcego do prostej o réwnaniu y = ax + b, spetniajg
to rownanie. Stgd majac dwa punkty: A(x,,y,4) | B(xg, yg) przez ktore przechodzi prosta,
mozemy znalez¢ jej rownanie, rozwigzujgc nastepujgcy ukfad rownah:

{yAza-xA+b
yg=a-xg+b

z niewiadomymi a i b.

Funkcja kwadratowa to funkcja f: R — R okreslong wzorem f(x) = ax? + bx + c, gdzie
a # 0, nazywamy (tréjmianem kwadratowym) w postaci ogolne;j.

Wykresem funkcji kwadratowej jest krzywa zwana parabolg. Parabola moze mie¢
ramiona skierowane w gore lub w dot. Jezeli wspotczynnik a w rownaniu og6lnym funkcji
kwadratowej jest dodatni , to ramiona paraboli sg skierowane w gore, a jezeli a < 0,

to ramiona paraboli sg skierowane w dét.

Liczbe A = b? — 4ac (delta) nazywamy wyréznikiem funkcji kwadratowe;.

Wspotrzedne wierzchotka paraboli najczesciej oznacza sie literamipiq :

b A

P= 201" T h

Postaé¢ kanoniczna funkcji kwadratowej f(x) = a(x —p)? + ¢

Miejsca zerowe funkcji kwadratowej
Jezeli A > 0, to funkcja kwadratowa posiada dwa rézne miejsca zerowe

—b — VA —b+ VA
= , Xy =

2a 2 2a

X1

Jezeli A = 0, to funkcja kwadratowa ma jeden (dwukrotny) pierwiastek

b
x0=_ﬁ

Jezeli A < 0, to funkcja kwadratowa nie ma pierwiastkéw rzeczywistych

Postac iloczynowa funkcji kwadratowej (A > 0

f) = alx —x)(x = x2)
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PRZYKLADY

str. 33

3.1.  Wyznacz dziedzine funkcji f(x) = log,2_3(x3 + 4x? — x — 4) i zapisz jg
w postaci sumy przedziatéw liczbowych.

Rozwigzanie:

Wyznaczamy zbiér, dla ktorych liczba logarytmowana jest dodatnia:
x3+4x2—x—-4>0

Otrzymujemy x € (—4; —1) U (1; + ),

Wyznaczamy zbiér, dla ktoérych podstawa logarytmu jest dodatnia i ré6zna od 1:
x2—=3>0ix2-3#1

Otrzymujemy

x € (—0;=2) U (=2, —V3) U (V3;2)

Wyznaczamy dziedzine funkcji jako czes¢ wspodlng uzyskanych wczesniej przedziatow

x € (—4;—2) U (=2; —V/3) U (v/3; 2) U (2; +0)

3.2. Wyznacz wszystkie wartosci parametru a, dla ktérych wykresy funkcji f i g,
okreslonych wzorami f(x) = x — 2 oraz g(x) = 5 — ax, przecinajg sie
w punkcie o obu wspétrzednych dodatnich.

Rozwigzanie:

Wyznaczymy najpierw wspétrzedne punktu przeciecia. Przyrownujemy f(x) i g(x),
a otrzymane réwnanie zapisujemy w postaci

(a+Dx=7
Poniewaz x > 0, wieca+1>0,czylia > -1
Zatem
_ _ 7 2_5—2a
y—f(x)—a+1 T a+1

Poniewaz y > 0, a ponadto a + 1 > 0, wiec wynika stad, ze 5 — 2a > 0.
Otrzymujemy

S
453

taczymy oba warunki x > 0 iy > 0 i zapisujemy odpowiedz: punkt przeciecia wykresow
funkcji ma obie wspdétrzedne dodatnie dla —1 < a < %
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3.3.  Dane sg funkcje liniowe g i h okreslone wzorami: g(x) = ax + b i h(x) = bx + a.
Wiadomo, ze funkcja g jest rosngca, a h malejaca.
a) Wyznacz pierwsza wspoétrzedna punktu przeciecia wykresow tych funkgciji.
b) Oblicz liczby a i b wiedzac, ze wykresy funkcji g i h sg prostymi prostopadtymi,
a punkt ich przeciecia lezy na osi Ox.

Rozwigzanie:

Z podanych informacji wiemy, ze a > 0i b < 0.
a) Wyznaczamy punkt przeciecia

ax+b=bx+a
x(a=b)=a—b & x=1

Powyzej skorzystaliSmy z faktu, ze a # b, ktory wynika z nieréwnoscia > 0i b <0,
wiec x =1

b) Wiemy, ze ab = —1 oraz punkt wspdélny wykresow lezy na osi Ox.

Z poprzedniego podpunktu wiemy, pierwsza wspoétrzedna tego punktu jest rowna 1,
czyli musi on mie¢ wspotrzedne (1,0)

Podstawiamy te liczby do wzoru pierwszej funkcji.

0O=a+b =>Db=-a

Z rownosci ab = —1 mamy wiec a® = 1,czylia=1ib = —1.

3.4.  Wyznacz wszystkie wartosci parametru a , dla ktérych rownanie
lx —5|=(a—1)*>—-4

ma dwa rézne rozwigzania dodatnie.
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str. 35

Rozwazmy funkcje f okreslong wzorem
f(x) = |x — 5] i naszkicujmy jej wykres.

Whnioskujemy stad, ze podane rownanie ma dwa
pierwiastki dodatnie, jesli spetniona jest
nierébwnos¢

0 < (a—1)2—4 <5, czylinierownos$¢ 4 < (a—1)2 <9
Stad otrzymujemy, ze 2 < |a — 1| < 3, zatem
(a—1)€(-3,-2)U(23)

Ostatecznie a € (—2,—1) U (3,4)

3.5.  Narysunku przedstawiono fragment wykresu funkcji y = f(x), ktory jest zlozony z
dwdch pélprostych AD i CE oraz dwéch odcinkéw AB i BC, gdzie
A=(-10),B=(12),C=(30),D =(—43),E = (6,3). Wyznacz wzor funkciji.

Rozwigzanie:
Punkt B przeksztatcamy w symetrii osiowej wzgledem osi OX.
Otrzymujemy punkt B’ o wspétrzednych B’ = (1,—2)
Rysujemy funkcje g(x) = |x — 1| — 2 (rys.1)

rys.1 rys.2

Przeksztatcamy funkcje g(x) i

otrzymujemy f(x) = g(x), (rys.2)
czyli funkcje o wzorze f(x) = ||x — 1| — 2|

3.6.  Funkcja f jest okre$lona wzorem f(x) =Xi—xl dla kazdego x € (—1; +).
Wykaz, ze f jest funkcjg rosngca.
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Niech xq,x, € (=1, +00) oraz x, > x;. Wtedy

3x, 3%, 3%+ 1) —3x(x2+1) 30 —xq)
x,+1 x;+1 (e + (g +1) (e Dy + 1)

fl2) = f(x1) =

Dla x, > x4 réznica x, — x; jest dodatnia, ponadto dla x;,x, € (—1, +) kazda z sum

. . . . 3(xy—x4) p . .
(x5 + 1)oraz(x; + 1) jest dodatnia, wiec iloraz Tt Dot D rowniez jest dodatni.

Oznaczato, ze f(x;) > f(x;) dla xq,x, € (—1,4+) oraz x, > x,, zatem funkcja f jest
rosngca w przedziale (—1, 4+). To konczy dowdd.

3.7. Roéwnanie x? + 48x + 2 = 0 ma dwa rozwigzania x;, x,. Liczba x_12 + x—lzjest liczbg
1 2

catkowitg dodatnig. Znajdz te liczbe.

Rozwigzanie:
Korzystajgc ze wzordw Viéte'a otrzymujemy: x; + x, = —48 oraz x; - x, = 2.

11 xf+xf (g +x)°-2xx, (—48)>-2-2

— = =575
2 2 2 2 2 2
Xy X5 X7+ X5 (x1 - x5) 2

3.8. Dane jest rownanie kwadratowe x? — (3m + 2)x +2m?+7m—-15=02z
niewiadomg x. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych rézne
rozwigzania x, i x, tego réwnania istniejg i spetniajg warunek

2x% + 5x1%, + 2x2 =2
Rozwigzanie:
Przeksztatcamy rowno$é 2x? + 5x;x, + 2x2 = 2w sposob réwnowazny:

2(x? +x2) + 5x1x, = 2
2((x1 + x2)2 - 2x1x2) + lexZ =2
2(x1 + xZ)Z + x1x2 = 2

Ze wzordw Viete'a wynika, ze
X, +x, =3m+2oraz x;x, = 2m? + 7m — 15

o ile pierwiastki x; i x, trojmianu istnieja.
Mamy zatem rozwigzac¢ rownanie

2B3m+2)2+2m?*+7m—15=2
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To réwnanie doprowadzamy do postaci rbwnowaznej

str. 37

20m* +31m—-9=0
Ma ono dwa rozwigzania:

1
my = _g Orazmz :Z

Pozostaje sprawdzi¢, czy dla tych wartosci m dany tréjmian kwadratowy ma dwa rézne
pierwiastki. Mozemy, tak jak w sposobie pierwszym, obliczy¢ wyrdznik i przekonac¢ sie,
ze jest on nieujemny. Mozemy takze podstawi¢ znalezione wartosci parametru m do

danego tréjmianu i przekonac sie, ze otrzymane tréjmiany majg dwa rézne pierwiastki.

Po podstawieniu m = —g otrzymamy tréjmian:
2 17 528
e T s

Po podstawieniu m = % otrzymamy tréjmian:

Oba tréjmiany majg dwa rézne pierwiastki. Mozna sie o tym przekonaé, obliczajgc
wyrozniki lub zauwazajgc, ze oba tréjmiany majg dodatni wspotczynnik przy x?2 i ujemny
wyraz wolny.

Warunki zadania spetniajg dwie wartosci parametru m :

9 1
mq = _g OraZmZ =Z

3.9.  Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych tréjmian kwadratowy
4x? - 2(m+1)x+m ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste x; oraz x., spetniajgce

. 1 1
warunki: x1 #0, x Z0 oraz x; + x» < - + -
1 2

Rozwigzanie:

Tréjmian 4x2 — 2(m + 1)x + m ma dwa rozne pierwiastki rzeczywiste wtedy
i tylko wtedy, gdy jego wyrdznik jest dodatni, czyli

A=[-2m+1)]?—4-4-m>0
i rownowaznie dalej
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4m? —-8m+4>0
4m—1)2> 0
m=*1

Warunek x; + x, < xi + xi ma sens liczbowy tylko wtedy, gdy zaden z pierwiastkéw
1 2
tréjmianu 4x? — 2(m + 1)x + m nie jest rowny 0, czyli gdy x,x, # 0. Ze wzoru Viéte'a
otrzymujemy = # 0, czylim # 0
Nierownos¢ x; + x, < xi + xi zapisujemy w postaci rbwnowaznej x; + x, < );1—+xxz
1 2 1°42

i po zastosowaniu wzorow Viéte'a otrzymujemy

20m +1) _ Zm+1)

4

ENESIEN

i rownowaznie dalej

(m+1)<2(m+1)
2 - m
2(m+1) m+1>

m 2
4(m+1)—m(m+1)20

2m
2m(m+1)(4—-m)=20im =0

Stad m € (—o0,—1) U (0,4)
Wyznaczamy czes¢ wspolng zbioréw rozwigzan nieréwnosci otrzymanych w | i |l etapie
rozwigzania: m € (—oo,—1) U (0,1) U (1,4)

3.10. Wyznacz wszystkie wartosci parametru a, dla ktérych réwnanie
x> -2ax+a®-2a=0
ma dwa rézne rozwigzania dodatnie.

Rozwigzanie:

Réwnanie x2 — 2ax + a® — 2a = 0 ma dwa rozwigzania dodatnie x; i x, wtedy i tylko
wtedy, gdy: A>0]x; >0 ix, >0
Warunki te mozna zapisa¢ réwnowaznie: A > 0ix; +x, > 0ix; - x, > 0.

1 Wyznaczamy wartosci parametru a, dla ktorych wyréznik trojmianu
kwadratowego x? — 2ax + a® — 2a jest dodatni:
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A>0

(—2a)>—4-1-(a®—-2a)>0
—4a3 +4a’> +8a >0
a(@®>—a—-2)<0
a(a+1)(a—2)<0
a€ (—oo,—1) U (0,2)

2 Wyznaczamy wartosci parametru a, dla ktérych suma x; + x, jest dodatnia.
Korzystamy ze wzorow Viéete'a i otrzymujemy:
X1 +x,>0
(—2a)

1
a>0

>0

3 Wyznaczamy wartosci parametru a, dla ktérych iloczyn x, - x, jest dodatni.
Korzystamy ze wzorow Viete'a i otrzymujemy:
X1 x5 >0
a® —2a
1
a(a —V2)(a++v2) >0
a € (—V2,0) U (2, +)

>0

Po uwzglednieniu wszystkich warunkéw otrzymujemy a € (v/2, 2).

3.11.  Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych funkcja f okreslona wzoren
fx)=m?>-1Dx?-21-m)x +2

przyjmuje wartosci dodatnie dla kazdej liczby rzeczywiste;j

Rozwigzanie:

Funkcja f(x) = (m? — 1)x%? — 2(1 — m)x + 2 w zaleznos$ci od wspotczynnika a = m? — 1
jest liniowa lub kwadratowa. Rozwazmy dwa przypadki:
1 Gdym?—1 =0, to funkcja f jest liniowa.

Dla m = —1 funkcja ma wzor f(x) = —4x + 2, wiec m = —1 nie spetnia
warunkow zadania.

Dla m = 1 funkcja ma wzér f(x) = 2, wiec m = 1 spetnia warunki zadania.
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2 Gdym?—1 # 0, to funkcja f jest kwadratowa. Funkcja kwadratowa przyjmuje
warto$ci dodatnie dla kazdej liczby rzeczywistej x, gdy parabola bedaca jej
wykresem lezy w cato$ci nad osig Ox.

Funkcja f(x) = (m? — 1)x%? — 2(1 — m)x + 2 ma te wiasno$¢, kiedy zachodzg
warunki:

e m?—-1>0,
e A<O.
Pierwszy wanunek jest spetniony dla m € (—o,—1) U (1, +0).
Warunek A < 0 jest spetniony, gdy.
4(1-m)>-8(m?-1)<0
(m-1%2-2(m-1)(m+1)<0
m—1)(m-1-2m-2)<0
m-1D)(-m-3)<0
—-(m—-1)(m+3) <0,

m < (—o0,—3) U (1, +0)

Zatem funkcja kwadratowa przyjmuje wartosci dodatnie dla m € (—x, —3) U (1, +).
Uwzgledniajgc oba przypadki, otrzymujemy m € (—o, —3) U (1, +0) -
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IV. WIELOMIANY, FUNKCJA WYMIERNA

Wielomianem stopnia n jednej zmiennej rzeczywistej x nazywamy funkcje:
f(x) =ag+a;x + ax? + -+ a,x"

gdzien € N,x € R,ay,a4,...,a, € R,a, # 0

Liczby ay, a4, ..., a, nazywamy wspoétczynnikami wielomianu.

Funkcja stata W (x) = c, gdzie ¢ # 0, jest wielomianem stopnia zerowego.
Liczbe a nazywamy pierwiastkiem wielomianu W (x), jezeli W (a) = 0.
Wielomian jednej zmiennej stopnia n ma co najwyzej n pierwiastkow.

Dzielenie wielomianow

Wielomian W (x) stopnia n mozna podzieli¢ przez wielomian G (x) stopnia m < n.
Wynikiem takiego dzielenia jest wielomian stopnia (n — m), z resztg bedacag
wielomianem stopnia m — 1.

Twierdzenie Bezouta
Liczba p jest pierwiastkiem wielomianu W (x) wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian W (x)
jest podzielny przez dwumian x — p.

Jezeli wielomian W (x) = ay + a;x + --- + a,x™ ma wszystkie wspotczynniki catkowite
ia,, = 1, to liczba catkowita q jest pierwiastkiem tego wielomianu wtedy i tylko wtedy, gdy
q jest dzielnikiem wyrazu a,.

Liczbe p nazywamy m - krotnym pierwiastkiem wielomianu W (x) wtedy i tylko wtedy,
gdy wielomian W (x) jest podzielny przez (x —p)™, ale nie jest juz podzielny przez
(x —p)™*1. Liczbe m nazywamy krotnos$cig pierwiastka p.

Rownania wielomianowe

Metody znajdowania pierwiastkow wielomianupoprzez jego rozktad na wielomiany
pierwszego i drugiego stopnia.

- grupowanie wyrazéw podobnych

- stosowanie wzoréw skroconego mnozenia

- stosowanie twierdzenia Bezouta

- rozwigzywanie rownan kwadratowych

Nieréwnosci wielomianowe

Do rozwigzywania nieréwnosci wielomianowych stosuje sie¢ metode graficzna.

Majgc dang z nieréwnosci wielomianowg (W (x) > 0 lub W(x) = 0 lub W(x) < 0 lub
W (x) < 0) wyznaczamy pierwiastki wielomianu W(x), a nastepnie szkicujemy wykres
funkcji y = W(x). Z wykresu odczytujemy, kiedy dana funkcja przyjmuje wartosci
dodatnie, nieujemne, ujemne lub niedodatnie.
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Funkcja wymierna

Jezeli W(x) i G(x) sa wielomianami i G(x) jest wielomianem niezerowym, to funkcje
F(x) = % nazywamy funkcjg wymierna.

Dziedzing tej funkciji jest zbidr

D=x€R:G(x) #0.

str. 42

Réwnaniem wymiernym nazywamy réwnanie postaci:
W _
Gx)

gdzie W(x) i G(x) sg wielomianami i G(x) nie jest wielomianem zerowym.
Dziedzing rownania wymiernego sg wszystkie liczby rzeczywiste za wyjgtkiem

pierwiastkow wielomianu G (x) znajdujgcego sie w mianowniku wyrazenia ‘Z((;? :

D =R\ {x:G(x) =0}

Rozwigzanie rownania wymiernego sprowadza sie do rozwigzania rownania
algebraicznego W (x) = 0 z uwzglednieniem, ze otrzymane rozwigzania nalezg do
dziedziny réwnania wymiernego.

Zatem:

W(x)—O w =0AG 0
m— SWkx)=0AG(x) #

Nierownoscig wymierng nazywamy kazdg nierownos¢ postaci:

W (x) w(x) W (x) wW(x) . . . . .
6D >0, 500 <0, ) <0, o) > 0, gdzie W(x) oraz G(x) sg wielomianami, natomiast

G (x) nie jest wielomianem zerowym.

Wyznaczamy dziedzing nieréwnosci wymiernej (G(x) # 0),tzn. D = R\ x:G(x) =0
Rozwigzujgc nieréwnos$¢ wymierng korzystamy z faktu, ze iloraz i iloczyn tych samych
wyrazen majg ten sam znak, tzn. § > 0 wtedy i tylko wtedy xy =0 A y #0

Otrzymujemy w ten sposob nieréwnosé wielomianowa, przy rozwigzywaniu ktérej trzeba
uwzgledni¢ dziedzine nierdwnosci wymierne;.
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PRZYKLADY
4.1.  Wielomian W (x) = x* + 2x3 — 5x% — 6px + 9 jest podzielny przez dwumian
x — 1. Oblicz p.

Rozwigzanie:
W (x) jest podzielny przez x — 1, zatem W (1) = 0.
W(1)=7—6p. Stadp =1-

4.2.  Wielomian W (x) = 2x3 + mx? — 22x + n jest podzielny przez kazdy
z dwumiandéw x + 3 i x — 4. Oblicz wartosci wspotczynnikdéw n i m oraz rozwigz
nieréwnos$¢ W(x) = 0.

Rozwigzanie:

Wielomian W (x) = 2x3 + mx? — 22x + n jest podzielny przez dwumiany x + 3 i x — 4,
W(-=3)=0

W) =0

Rozwigzujemy uktad réwnan:

zatem {

{2-(—3)3+m-(—3)2—22-(—3)+n=0
2434 m-42-22-44+n=0

{2-(—27)+9m+66+n=0
2-644+16m—-88+n=0
{9m+n=—12

16m+n = —40
{m=—4

n=24

Zatem wielomian W ma posta¢ W (x) = 2x3 — 4x? — 22x + 24

Rozwigujemy nierownosc 2x3 — 4x% — 22x + 24 > 0

Po podzieleniu wielomianu W przez dwumian x + 3 otrzymujemy iloraz 2x? — 10x + 8,
ktéry dzielimy przez dwumian x — 4 i otrzymujemy iloraz 2x — 2. W rezultacie
wielomian W mozemy zapisa¢ w postaci W(x) = 2(x + 3)(x — 1)(x — 4).
Pierwiastkami wielomianu W sg liczby: —3,1, 4

Szkicujemy wykres wielomianu W, z ktérego odczytujemy rozwigzanie nierdwnosci.
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Zatem rozwigzaniem nierownosci x3 — 2x? — 11x + 12 > 0 jest kazda liczba rzeczywista
x € (—3,1) U (4, +0)

4.3.  Wielomian okreslony wzorem W (x) = 2x3 + (m® + 2)x? — 11x — 2(2m + 1)
jest podzielny przez dwumian (x — 2) oraz przy dzieleniu przez dwumian (x + 1)
daje reszte 6. Oblicz m i dla wyznaczonej wartosci m rozwigz
nieréwnos¢ W (x) < 0.

Rozwigzanie :

Pierwszy etap
Wielomian W (x) jest podzielny przez dwumian x — 2, wiec 2 jest pierwiastkiem tego
wielomianu. Zatem W (2) = 0. Stad otrzymujemy

16 4+4m3+8—-22—-4m—-2=0
4m3 —4m =0

Przy dzieleniu wielomianu W (x) przez dwumian x + 1 otrzymujemy reszte 6, wiec
W(—1) = 6. Stad otrzymujemy

—24+m34+24+11-4m—-2=6
m3i—4m+3=0

L conap 4mE —4m =0
Rozwigzujemy ukfad réwnan {m3 CAm+3 =0
| sposéb
Z rbwnania 4m3 — 4m = 0 otrzymujemy rozwigzania: m = 0,m = —1,m = 1.
Z tych trzech liczb tylko liczba 1 spetnia drugie réwnanie, zatem liczba 1 jest
rozwigzaniem uktadu réwnan.

Il sposéb

. . . . . —-1—v13 —1++/13
Z rownaniam3 —4m+3 =0 otrzymujemy rozwigzania: m = 1,m = 2\/_,m = 2‘/_.

Z tych trzech liczb tylko liczba 1 spetnia pierwsze rownanie, zatem liczba 1 jest
rozwigzaniem uktadu réwnan.

Il sposbb
4m3 —4m =0

otrzymujem
m3—4m+3=0 ymujemy

Przyrownujgc lewe strony obu réwnan {

{4m3—4m=m3—4m+3

4m3 —4m=0
{3m3—3=0
4m3 —4m=0
am3 —4m=0 WUmd—-4m=0
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Sprawdzamy, czy liczba 1 spetnia jedno z rownan:

4m3 —4m =0
4.13-4-1=4—-4=0
lub

—-4m+3=0
13—4-143=4—-4=0

Liczba m = 1 spetnia kazde z rownan uktadu, wiec jest jedynym rozwigzaniem tego
uktadu.

Drugi etap

Dla m = 1 nierébwnos$¢ W (x) < 0 przyjmuje postac

2x3 4+ 3x2-11x-6<0

Rozwigzujemy te nierownos¢ stosujgc przeksztatcenia rownowazne i otrzymujemy
kolejno:

~ )
AR

Zbiorem rozwigzanh nieréwnosci jest (—oo, —3) U <— % 2>

4.4. Reszty z dzielenia wielomianu W(x) = x* + bx® + cx? przez dwumiany (x - 2) i (x
- 3) sg odpowiednio réwne (-8) oraz (-18). Oblicz reszte z dzielenia wielomianu
W przez dwumian (x — 4)

Rozwigzanie:

Z warunkow zadania wynika, ze
W@)=2*+b-23+c-22=-8
W@B)=3*+b-33+c-32=-18

Otrzymujemy wiec uktad rownan:

{8b +4c=-24
27b +9c = —-99

Projekt ,,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan”.
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Po uproszczeniu przyjmuje on postac

str. 46

{2b+c=—6
3b+c=-11

Odejmujgc stronami od réwnania drugiego réwnanie pierwsze, otrzymujemy b = —5,
wiecc=—-6—-2b =4

Wielomian W ma wiec posta¢ W (x) = x* — 5x3 + 4x2,

Stad W(4) =4*—5-43 +4-42 =256 —-3204+64=0

Sposob 2.

Przyjmijmy oznaczenie P(x) = x? + bx + c. Wtedy

W(x) =x?-(x2+bx+c)=x%-P(x)

Zauwazmy, ze W(2) =4 (-2),W(3) =9 (-2).
Warunek ten mozemy zapisa¢ w postaci

P(2)=P(3)=-2
€O oznacza, ze wielomian P(x) + 2 jest podzielny przez dwumiany (x — 2) oraz (x — 3).
Stad P(x) +2 = (x — 2)(x — 3)
Wielomian W mozna przedstawi¢ w jawnej postaci:

W) =x2[(x=2)(x—3) - 2]

Zatem W(4) =4%-[(4—2)-(4—3)—2] =0.

4.5. Rozwigz nierbwnos$c¢:

2x—1 24+ 2x
<
1—x 5x

Rozwigzanie:

Zaktadamy, ze x # 0 i x # 1. Przeksztatcamy rownowaznie podang nierownos¢:

2x—1 2+ 2x
1—x 5x

<0

10x2—5x—2—2x+2x+2x2<
5x(1 —x) -
12x%2 = 5x -2
—— X =<0
5x(1 —x)
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Stad dostajemy
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2 1
12(x—§>(x+1)(1—x)'5x£Oix;tOixqt1

Zatem x € (—oo,—%) U (0, %) U (1, +00).

4.6. Punkt A = (-5,3) jest srodkiem symetrii wykresu funkcji homograficznej

okreslonej wzorem f(x) = ix:;, gdy x # —d. Oblicz iIoraz%

Rozwigzanie:

Wykresem funkcji homograficznej jest hiperbola. Jezeli punkt A = (—5,3) jest jgj
Srodkiem symetrii, to jej asymptotami muszg by¢ proste x = -5iy = 3.
W szczegoélnoscid =5 i

ax+7 a(x+5)—5a+7 7 —5a
= =a+
x+5 x+5 x+5

f) =

—

—3i4_5
Stada—3|a—3.

4.7.  Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = 3:121 dla x # 13.

Punktem kratowym nazywamy punkt w ukfadzie wspotrzednych, ktérego obie
wspotrzedne sg liczbami catkowitymi. Wyznacz wszystkie punkty kratowe
nalezgce do wykresu funkcji f.

Rozwigzanie:
Funkcje f przedstawiamy w postaci:

—3x+41 (3(x—-13)+2 3 2

x—13 +x—13

Projekt ,,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan”.
Opracowanie wspotfinansowane przez Unie Europejska z Europejskiego Funduszu Spotecznego
w ramach Wielkopolskiego Regionalnego Programu Operacyjnego na lata 2014-2020



/| SAMORZAD WOJEWODZTWA Unia Europejska
WIELKOPOLSKIEGO Europejski Fundusz Spoteczny

Fundusze
Europejskie
Program Regionalny

Wyznaczamy punkty kratowe.
Wartosc¢ funkcji bedzie liczbg catkowitg tylko wtedy, gdy x—ZT € Z.

Szukamy catkowitych wartosci x (roznych od 13) takich, dla ktérych (x — 13)
jest dzielnikiem 2 . To prowadzi do nastepujacych czterech przypadkow:

str. 48

e x—13=-2,codajex=11if(x)=-3-1=—-4€Z
e x—13=-1,codajex=12if(x)=-3-2=-5€Z
e x—13=1,codajex=14if(x)=-3+2=-1€Z
e x—13=2,codajex=15if(x)=-3+1=-2€Z.

Do wykresu funkcji f nalezg cztery punkty kratowe o wspotrzednych:
(11,—-4), (12,-5), (14,-1),(15,-2)

4.8. Narysunku przedstawiono fragment wykresu funkcji homograficznej y = f(x),
ktorej dziedzing jest zbior D = (=, 3) U (3, +).

»
¥
74
[N
s
4
\\ .
—t i —t—t—1
2 -0 (V. 4 5 6 7
BE S
24 |

Dla jakiego p réwnanie |f(x)| = p z niewiadomg x ma doktadnie jedno rozwigzanie

Rozwigzanie:

Rysujemy wykres funkcji y=f(x).

Projekt ,,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan”.
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Przeksztatcamy wykres funkcji y=f(x) i otrzymujemy wykres funkcji y=|f(x)|,
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o

Mamy wykres funkcji y=|f(x)],

Szukamy punktow wspolnych wykresu funkgji funkcji y=|f(x)| z prostg o réwnaniu y=p.
Zmieniajgc wartos¢ p, przesuwamy poziomg prostg wykresu funkcji y=p w goére lub

w dot. Badamy wowczas, kiedy wykresy przecinajg sie w jednym punkcie. Ma to miejsce
w dwéch przypadkach dla p=0 i p=2.

4.9. Dana jest funkcja f okreslona wzorem f(x) = W dla kazdej liczby
rzeczywistej x # 0. Wyznacz zbiér wartosci tej funkciji.

Rozwigzanie:

Wzér funkcji f mozemy zapisa¢ w kazdym ze zbioréw: (—oo, —3),(—3,3) \ {0}, (3, +»)
bez symbolu wartosci bezwzglednej. Wéwczas

—EED a3 e —3)

x
x+3+[—(x—3)]

flx) = " dla x € (—3,0) U (0,3)
x+3 +x(x —3) dla x € (3, +)
czyli
-2 dlax € (—o,-3)
f(x) = g dla x € (—3,0) U (0,3)
2 dla x € (3,4 )
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Wykres ma wiec postac

Zbiorem warto$ci funkcji f jest (—oo, —2) U (2, + ).

4.10.  Narysuj wykres funkeji: f(x) = 257

w ktérych funkcja przyjmuje wartosci mniejsze od 2. x € (—4; 4)

. Korzystajgc z wykresu odczytaj przedziaty,

Rozwigzanie:

Przeksztatcamy wzér funkcji do postaci kanonicznej

3x—-2 3(x+1)-5 5
g(x)_x+1_ x+1 B x+1
Wykonujemy wykres funkcji
5
IO =37

3|x|-2

Przeksztatcamy wykres funkcji g(x) i otrzymujemy wykres funcji f(x) = P

Projekt ,,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan”.
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Rysujemy dodatkowo prostg y = 2

Obliczamy punkty przeciecia funkcji f(x) = 3=z prostej y = 2

|x[+1
Wspoditrzedne tych punktéw to (—4,0) i (4,0).

3|x|-2
|x|+1

Odczytujemy z wykresu rozwigzanie nieréwnosci < 2.

Otrzymujemy rozwigzanie x € (—4;4)
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V. FUNKCJE POTEGOWE, WYKLADNICZE | LOGARYTMICZNE
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Funkcjg potegowa nazywamy funkcje w postaci:

f(x) = x", gdzie r € R, przy czym dziedzina Dy funkcji f zalezy od r, to znaczy
a)jezelire Cir>0,t0 Df =R,

b)jezelir € Cir <0,to Df =R\ {0},

c)jezelire R\ Cir >0,toDs =R, U{0},
d)jezelire R\ Cir <0,to Df =R.

Funkcjg wyktadniczg nazywamy funkcje postaci:
f(x) =a*,gdziea €ER,,x ER

Wiasnosci funkcji wyktadniczej:

a) Funkcja wyktadnicza jest okreslona dla kazdej liczby rzeczywistej.

b) Funkcja wykfadnicza przyjmuje tylko wartosci dodatnie (nie posiada wiec miejsc
zerowych).

¢) Funkcja wyktadnicza jest rosngca dla a > 1 imalejgcadla0 < a < 1.
Prawdziwe sa zatem nastepujgce rownowaznosci:

1° a*1 = a*2 wtedy i tylko wtedy x; = x, dlaa # 1

2°a*t > a*2 wtedy i tylko wtedy x; > x, dlaa > 1

3°a*1 > a*2 wtedy i tylko wtedy x; < X, dla0 <a< 1

Ostatnie zwigzki wykorzystujemy przy rozwigzywaniu réwnan i nieréownosci
wyktadniczych.

Funkcja logarytmiczng nazywamy funkcje postaci: f(x) = log, x, gdzie a € R, \ {1}

Dziedzing kazdej funkcji logarytmicznej jest zbior liczb rzeczywistych dodatnich R,
a zbiorem wartos$ci zbior liczb rzeczywistych R
Wykres funkcji logarytmicznej nazywa sie krzywg logarytmiczna.

Wiasnosci funkcji logarytmicznej: f(x) = log, x

a) Miejscem zerowym funkcji logarytmicznej jest x = 1.

b) Funkcja logarytmiczna jest rosngca przy podstawie a > 1i malejgcadla0 <a <1
Prawdziwe sa zatem nastepujgce rownowaznosci:

log, x; = log, x, wtedy i tylko wtedy x; = x,
log, x; <log, x, wtedy i tylko wtedy x; < x, dlaa > 1
log, x; <log, x, wtedy i tylko wtedy x; > x, dla0 <a <1

Ostatnie wlasnosci wykorzystujemy przy rozwigzywaniu réwnan i nieréwnosci
logarytmicznych.
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5.1.  Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji wyktadniczej f(x) = a* dla x € R.

VA

4
4

a) Oblicz a.

b) Narysuj wykres funkcji g(x) = |f(x) — 2| i podaj wszystkie wartosci parametru

m € R, dla ktorych réwnanie g(x) = m ma doktadnie jedno rozwigzanie.

Rozwigzanie:

a) Do wykresu funkcji nalezy punkt P(2,3)

Podstawiamy do wzoru funkcji 3 = a?

a = /3 lub a = —/3 odrzucamy (niezgodne z definicjg funkcji wyktadniczej)

ostatecznie a = V3

b) Rysujemy wykres funkciji g(x) = |f(x) — 2|

—

Odczytujemy z wykresu

Wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie g(x) = m ma dokfadnie jedno rozwigzanie

tom € {0} U (2, +).

Projekt ,,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan”.
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5.2.  Wyznacz dziedzing i najmniejszg wartosc funkcji f (x) = log,z (8x — x?).
2

str. 54

Rozwigzanie:

Wiemy, ze funkcja logarytmiczna dla podstawy rownej g jest malejaca. Oznacza to,

ze funkcja f przyjmuje najmniejsza wartos¢ dla najwiekszego argumentu.
Wyznaczam dziedzine funkcji f :

8x —x2>0
x-(8=x)>0
x € (0,8)

Wyrazenie 8x — x? osiaga najwiekszg wartos¢ dla x = 4 i jest ona réwna 16.
Najmniejsza wartoscia funkcji f(x) = log,; (8x — x?) jest liczba log,z (16).

2 2
Obliczamy wartos¢ funkciji f dla argumentu 16, korzystajgc z definicji logarytmu:

log,; (16) =y
2
y
(2] -

(_%):

—4 wiecy = -8

Liczba (-8) jest najmniejszg wartosciag funkciji.

—2x%2-3x+2

5.3. Dane s funkcje f(x) = 3*" " i g(x) = (%)
Oblicz, dla ktérych argumentow x wartosci funkcji f sg wieksze od wartosci
funkcji g.

Rozwigzanie:

. . , . . P o 2_ 2 -
Warunki zadania sg rownowazne nieréwnosci: 3% ~5% > 34x"+6x—4
—2x2-3x+2
;)

Rozwigzujemy nierownosc: 3x*-5x (5

3x2—5x > (3—2)—2x2—3x+2

3x2—5x > 34x2+6x—4

Korzystajgc z monotonicznosci funkcji wyktadniczej otrzymujemy nieréwnosé
rébwnowazna:
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x2 —5x>4x*+6x—4
—3x2—-11x+4>0

11-13 1 11+ 13
A:169, X1 = 6 :§’x2: 3 =

Rozwigzaniem nieréwnosci jest przedziat: (—4, %)

5.4. Nieskonczony cigg geometryczny (a,) jest zdefiniowany wzorem rekurencyjnym:
a, = 2,a,41 = a, - log, (k — 2), dla kazdej liczby naturalnejn > 1.
Wszystkie wyrazy tego ciggu sg rozne od zera. Wyznacz wszystkie wartosci
parametru k, dla ktorych istnieje suma wszystkich wyrazéw nieskonczonego
ciagu (ay).

Wyrazenie: log, (k — 2) jest okre$lone, gdy k—2 > 0,k > 2.
z definicji ciggu geometrycznego wynika, ze iloraz q = log, (k — 2).

q # 0 wieclog, (k—2) #0czylik # 3

Aby istniata suma wszystkich wyrazéw danego ciggu geometrycznego, iloraz ciggu musi
spetnia¢ warunek |q| < 1 co daje |log, (k —2)| < 1
Rozwigzujemy nieréwnosc: [log, (k —2)| < 1,

log, (k—2) > —1ilog, (k—2)<1
1
log, (k — 2) > log, > ilog, (k—2) <log, 2
1
k—2> > ik—2<2
5
k>-ik<4
2
Rozwigzaniem nierownosci sg liczby rzeczywiste nalezgce do przedziatu (24)

Ostatecznie otrzymujemy, ze suma wszystkich wyrazéw danego ciggu o wszystkich
wyrazach réznych od zera istnieje dla k € (g 3) U (3,4).

5.5.  Narysunku przedstawiony jest fragment wykresu funkcji logarytmicznej f
okreslonej wzorem f(x) = log, (x — p)

¥
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a) Podaj wartos¢ p.

b) Narysuj wykres funkcji okreslonej wzorem y = |f(x)].

c) Podaj wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych réwnanie |f(x)] = m ma
dwa rozwigzania o przeciwnych znakach.

str. 56

Rozwigzanie:

a) Odczytujemy z wykresu, ze p = —4. Mozemy réwniez zauwazy¢, ze f(0) = 2.

Stad otrzymujemy log, (—p) = 2.Z definicji logarytmu mamy —p = 22 = 4. Stad p = —4.
b) Wykres funkcji okreslonej wzorem y = |f(x)| uzyskamy z wykresu funkcji f. W tym
celu wystarczy te cze$¢ wykresu funkgji f, ktéra lezy pod osig Ox, odbi¢ symetrycznie
wzgledem tej osi, a pozostatg czesS¢ wykresu pozostawi¢ bez zmian. W rezultacie
otrzymujemy wykres

c) Z wykresu odczytujemy, ze réwnanie |f (x)| = m ma dwa rozwigzania przeciwnych
znakow dlam > 2.

5.6.  Wyznacz dziedzine funkcji f(x) = log,cos x (9 — x2) i zapisz jg w postaci sumy
przedziatow liczbowych.

Rozwigzanie:

Z definicji logarytmu zapisujemy wszystkie warunki okreslajgce dziedzine funkc;ji f.
1) 9—x2>0, 2) 2cos x >0, 2cos x # 1.

Warunek 1)
Rozwigzujemy nieréownos¢ kwadratowa: x € (—3,3).Warunek 2)

SR
MR
+

2 |

/] N

T

4
“w

|
SRR
AR

=
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. . I N . 1 .
Rozwigzujemy nierownosci cos x > 0 i cos x # W przedziale (—3,3).

Otrzymujemy x € (—gg) ix#—Tix#z
Zapisujemy dziedzing funkgji f.: Dy = (—E —E) U ( z ”) U (” ”).

2’ 3 T 3’3 3’2

5.7. Rozwigz réwnanie, jezeli wiadomo, ze x € N :
52.5%.56. .52 =(0,04)28

Rozwigzanie
1 -28

2+4+6++2x — [
5 (z)

W wykfadniku lewej strony mamy sume x-wyrazéw ciggu arytmetycznego, zatem

2+2x
5 2 X =556

(1+x)x =56
AW|eC x1=—8EN x2:7

Ostatecznie. x = 7.

5.8. Rozwigz nieréwnosc¢
(l)logz (x%-2)

3

> 1.

Rozwigzanie:
Dziedzing nieréwnosci jest zbidr x spetniajgcych nieréownosé: x2 — 1 > 0,

stgd x € (—o0,—1) U (1, o).
Dang nieréwnos¢ mozemy przedstawi¢ w postaci

151082 (x%2-2) 1,°
) >(3)
Nastepnie otrzymujemy

log, (x2—2) <0,

log, (x2 —2) <log, 1
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stad
x2—-2<1
czyli

x2-3<0e (x—V3)(x+v3) <0 o xe (—V/3,V3)

Ostatecznie uwzgledniajgc dziedzing danej nierébwnosci, zbiorem rozwigzan jest suma
przedziatow (—v3,—1) U (1,V3)
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VI. CIAGI

Ciag arytmetyczny - wzor na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego (a,,) o0 pierwszym
wyrazie a, i roznicy r :

ap,=a;+(m—Dr

Wz6r na sume S,, = a; + a, + --- + a,, poczatkowych n wyrazoéw ciagu arytmetycznego:

_ata, 2o+ (- Dr
Sp = > n = > n

Miedzy sasiednimi wyrazami ciggu arytmetycznego zachodzi zwigzek:

_Gp_1 + apyq

a, = > dlan>?2

Ciag geometryczny - wzor na n-ty wyraz ciggu geometrycznego (a,,) 0 pierwszym
wyrazie a, iilorazie q :

a,=a,;-q" ! dlan>2

Wzér na sume S, = a; + a, + -+ + a,, poczatkowych n wyrazOw ciagu geometrycznego:

1-4" 1
Sn= al'l_q a q-/+—
n-a, da g=1

Miedzy sasiednimi wyrazami ciggu geometrycznego zachodzi zwigzek:
a2 =a,_ 1 apeq dla n>2
Procent sktadany

Jezeli kapitat poczatkowy K ztozymy na n lat w banku, w ktérym oprocentowanie lokat
wynosi p% w skali rocznej i kapitalizacja odsetek nastepuje po uptywie kazdego roku
trwania lokaty, to kapitat koncowy K,, wyraza sie wzorem:

Kn=K-(1+%)n
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Granica sumy, roznicy, iloczynu i ilorazu ciggéw
Dane sa ciagi (a,) i (b,), okre$lone dlan > 1.
Jezeli lim,,_,a, = a oraz lim,_, b, = b, tO

lim (a, + b,) =a+b
n—oo
lim (a, —b,) =a—>b
n—oo

lim (a, -b,)=a-b
n—oo

Jezeli ponadto b, # 0 dlan > 1orazb # 0, to

l. an a
m-—=-
n-ew b, b

Suma wyrazéw nieskohczonego ciggu geometrycznego
Dany jest nieskonczony cigg geometryczny (a,), okreslony dlan > 1, o ilorazie q.
Niech (S,,) oznacza cigg sum poczatkowych wyrazéw ciagu (a,), to znaczy ciag
okreslony wzorem S, =a, +a, + -+ a, dlan > 1.
Jezeli |q] < 1, to ciggu (S,,) ma granice
. az
S=1limS§, =

n—-oo —q

Te granice nazywamy sumg wszystkich wyrazow ciggu (a,,).
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6.1. Wykaz, ze jezeli liczby b, c,2b — a sg kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego,
to liczby ab, b?, c? sa kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego.

Rozwigzanie:

Jezeli trzy liczby tworzg cigg geometryczny, to kwadrat srodkowej musi by¢ réwny
iloczynowi liczb sgsiednich

2 =b(2b — a)
c®>=2b%>—ab
c® +ab = 2b?
c®+ab
= p2
2

Otrzymana rownos$¢ oznacza, ze liczba b? jest $rednig arytmetyczng liczb ab i c?,
co dowodzi, ze cigg (ab, b?, c?) jest arytmetyczny.

6.2. Ciag (a,4,b,c) jest arytmetyczny, a cigg (a,a + b, 4c) jest geometryczny.
Oblicza,bic.

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez r réznice ciggu arytmetycznego. Jezeli drugi wyraz tego ciggu jest
rowny 4, toa=4—-r,b=4+ric =4+ 2r.

Przy tych oznaczeniach, ciagg geometryczny (a, a + b, 4c) mozemy zapisaé nastepujgco
(4 — r,8,16 + 8r). Stad otrzymujemy réwnanie

64 = (4 —1)(16 + 8r)

Po uporzadkowaniu otrzymujemy rownanie 8r(r — 2) = 0. Rozwigzaniami tego réwnania
sg liczby r = 0 oraz r = 2.

Dla r = 0 otrzymujemy a = b = c = 4.

Dla r = 2 otrzymujemy a = 2,b = 6,c = 8.

Uwaga:

W rozwigzaniu mozna zapisac pierwszy i czwarty wyraz ciggu w zaleznosci od trzeciego
wyrazu ciggu arytmetycznego.

Jezelia = 8 — b oraz ¢ = 2b — 4, to cigg geometryczny ma postac (8 — b, 8,2b — 4).
Wykorzystujgc wlasnos¢ ciggu geometrycznego, mozemy zapisac rownanie

64 = (8 — b)(8b — 16)

Rozwigzaniami tego réwnania sg liczby b = 4 oraz b = 6.
Gdyb=4,t0a=4ic=4.
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Gdyb=6,t0a=2ic=8.

Mozemy tez zapisac¢ trzeci i czwarty wyraz ciggu w zaleznosci od pierwszego wyrazu
ciggu arytmetycznego.

Jezelib =8 —a oraz ¢ = 12 — 2a, to ciag geometryczny ma postac (a, 8,48 — 8a).
Wykorzystujac wtasnosc¢ ciggu geometrycznego, mozemy zapisac rownanie

**
*
*

str. 62

64 = a(48 — 8a)

Rozwigzaniami tego rownania sg liczby a = 2 oraz a = 4.
Gdya=2,tob=6ic=8.
Gdya=4,t0b=4ic=4.

6.3.  Dany jest nieskohczony cigg geometryczny (a,,) o wyrazach dodatnich taki, ze

> az = % Oblicz sume wszystkich wyrazéw tego ciggu.

a1 =Z,

Rozwigzanie:

Pierwszy wyraz i trzeci wyraz tego ciggu sg odpowiednio réwne: a; = %, as = %
Poniewaz a; = a, - g2, stad g% = % = %. Zatem q = —% lub g = % Wyrazy ciacgu sg
1

dodatnie, wiec g = § Poniewaz |q| = |§| < 1, wiec

(99

I

I

I
1w
= w
=~ O

Suma S wszystkich wyrazéw nieskornczonego ciggu geometrycznego (a,) o wyrazach
dodatnich jest réwna: S = %

6.4. Funkcja f, ktorej dziedzing jest zbior (1, +), jest okreslona wzorem

x+1 x+1 x+1
+ + +

f)=x+1+ ) 3

Wyznacz wszystkie argumenty, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosc 6.

Rozwigzanie:

Dla x € (1, +) wyrazenie
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x+1 x+1 x+1
+ =+ =+

f)=x+1+ 72 3

jest szeregiem geometrycznym o ilorazie g = % takim, ze |q| < 1, zatem

+1+x+1+x+1+x+1 _x+1 x*+x
x x? x3 _1_1_x—1
x
Z tego wynika, ze
x% +x

fl) =

—— dlax € (1 +o0)

Wyznaczamy argumenty, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartos¢ 6 :

x2+x_

x—1
X’+x=6x—-6
x2—-5x+6=0
x=2lubx=3

Argumenty x = 2 oraz x = 3 nalezg do (1, + ).
Funkcja f przyjmuje warto$¢ 6 dla argumentow 2 i 3.

6.5. Ciagg geometryczny (a,) spetnia nastepujgce réwnanie rekurencyjne: a; = 7,

1 1
Ani2 = gan+1 + §an» dlan € {1,23,..}

Wyznacz sume wszystkich wyrazéw ciggu (a,,).

Rozwigzanie:

Poniewaz cigg (a,) jest geometryczny, jego wzor ogolny ma postac a,, = 7 - g™ ¢
dla n € 1,2,3,.... Zauwazmy, ze q # 0, gdyz w przeciwnym razie w réwnaniu
rekurencyjnym dojdzie do sprzecznosci dlan = 1.

Podstawiamy wyraz og6lny do wzoru rekurencyjnego:

1 1
7_qn+1=__7,qn+__7_qn—1
6 3
Podzielmy réwnanie przez 7 - " 1.
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Otrzymujemy réwnanie

**
*
*

str. 64

Obliczamy wyroznik: A=1+4+4-2-6 =49
stad

Zatem ciag (a, ) ma postac

-1 -1
a, =7 (—%)n luba,=7- (g)n
Gdy ciag (a,) ma postac:

1\t 1
=72 o |3 <1

wiec suma wszystkich wyrazéw ciagu (a,,) jest rowna

G 7 _1a
= — _1) =3
2
Gdy ciag (a,) ma postac:
2\"? 2
w=7:(3) of<1

wiec suma wszystkich wyrazéw ciagu (a,,) jest rowna

6.6. Ciagi (a,)i(b,) sa dane nastepujgcymi wzorami:

n? 3

by = ———
n+1" " 4n?2+2n

an, =

dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n. Oblicz granice ciggu ( c,, ) takiego,
ze c, = ap - b, dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n.
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Rozwigzanie:
Znajdujemy o0golng posta¢ wyrazéw ciggu (c,,) :
— b — 3n2 —
= GnOn = (4nZ2 +2n)(n+1)
3
3 3n? 3 n
C 4n3+6n2+2n 4+§+£
n ' n?
. 3 . ’ . . 6 2 . ,
Ciag (;) ma granice réwng 0, natomiast ciag (4 +-+ ;) ma granice réwna 4.
Stad, z twierdzenia o granicy ilorazu, mamy lim,,_,, ¢, = 0.
6.7. Ciag (a,) jest okreslony wzorem
B 2 p+1 2p +2 ) -
n=(+5) ((n+1)(n+2) mrms 3 d@an=t
Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, dla ktérych granica ciggu jest
rowna 12.
Rozwigzanie:
Przeksztatcamy wzér ciggu (a,,) do postaci
=(p+1 (n+5)° +@2p+2 (n+5)°
tn =@+ (n+1D(n+2) @2p+2) (n+2)(n+3)
Obliczamy nastepujgce granice:
5\ 5\
s o we(ey) o ()
lim 1 > lim o = lim 1 o =
A DD e (D) ) ()
5\ 5\
2 . — [
s oow(eg) o (4E)

G D03 e (DY (14 2) T (32 (143)

Zatem
I — i 1 (n +5)° 2p +2 (n+5° | _
e —nfrw[(p* G DD ) Gy
(n+ 5)2 (n+ 5)2

+ (2p+2)- lim

=@+1)- lim M+ Dn+2) noteo (N +2)(n+3)

=p+1)-1+2p+2)-1=3p+3
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Z warunkow zadania otrzymujemy 12 = 3p + 3, wiec p = 3.
6.8.  Oblicz granice
i 9n3 + 11n? n?
im -
nowo \7n3+5n2+3n+1 3n?2+1

Rozwigzanie:

Poniewaz
. 9n3 + 11n? . 9+ % . n? . 1
im = lim oraz lim ———— = lim
noo N3 +5n2+3n+1 n—>w7+§+i+i n-o 3nZ + 1 n—>003+i
n n?2 ns n?
aponadto lim = = lim 3 = lim - = lim — = 0, wiec
n-oo N n-oon n-oon n-oon
11
. 9+ 940 9
w5 3 1 740+0+0 7
2 3
n n?2 n

Podobnie, wykorzystujgc to, ze lim % = 0, otrzymujemy
n—oo

. n? . 11
noo3nZ+ 1 now, 1 340 3
n2

Zatem istniejg (skonczone) obie granice ciggdéw. Stad granica réznicy tych ciagéw jest
réwna roznicy ich granic i

lim
n—oo

In3 + 11n? n? 9 1 20
=--3=

Tn3 +5n2+3n+1 3n2+1 21

6.9. Trzywyrazowy ciag (a, b, c) o wyrazach dodatnich jest arytmetyczny, natomiast

. 1 2 . . . .
ciag z'g'm) jest geometryczny. Oblicz iloraz ciggu geometrycznego.

Rozwigzanie:

Zaktadamy,zea#0,b #0,a+b+c#0
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Ciag (a, b, ¢) jest ciggiem arytmetycznym, a zatem:
_a+c
2
. 1 2 1 . . .
Ciag (5'5'2a+2b+c) jest ciggiem geometrycznym, a zatem:
( 2 )2 1 1
3b)  a 2a+2b+c
stad po przeksztatceniach otrzymujemy:
9
sz =a(2a+2b+c)
Po podstawieniu b otrzymujemy:
9(a+C)2_2 2 42 (a+c>+
7\ = 2a a > ac
9 a? + 2ac + c? _, 2_|_2a2+ac_|_
4 4 = zza ) ac

9(a? + 2ac + c?) = 32a? + 16a? + 16ac + 16ac
Réwnanie mozna doprowadzi¢ do postaci:
—39a? — 14ac +9¢?> =0 lub 9¢? — 14ac —39a? =0

Wyroéznik tréjmianu kwadratowego —39a? — 14ac + 9¢? (a traktujemy jako zmienng) jest
réwny

A = 1600c?, VA = 40¢

Wyréznik tréjmianu kwadratowego 9c¢? — 14ac — 39a? (c traktujemy jako zmienng) jest
réwny

A = 1600a?, VA = 40a

Stad pierwiastki rownan odpowiednio —39a? — 14ac + 9¢2 = 01 9¢? — 14ac — 39a? = 0
sg rowne:

a; = _EC lub a, = %c oraz c; = —?a lub ¢, = 3a
Rozwigzania a; = —%c ic; = —%a sa sprzeczne z zatozeniem o dodatnio$ci wyrazow
ciggu arytmetycznego.

A zatem b =§c lub b = 2a
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. . . % 2a 1
lloraz ciggu geometrycznego jest rowny g = - = 3 azatemgq = .
Uwaga
Mozemy tez w rozwigzaniu zauwazy¢, ze q = ic=2b-—a.
Woéwczas otrzymamy rownanie kwadratowe: 3g% + 8q —3 = 0

Wyznaczamy dwa rozwigzania tego réwnania: ¢ = =3 lub q = %

wIiN
S la

Zauwazamy, ze tylko g = é spetnia warunki zadania.

6.10. W nieskonczonym malejgcym ciggu geometrycznym (a,,), okreslonym dlan > 1,
jest spetniony warunek

as +a3 _ 29
as _25

Suma wszystkich wyrazoéw tego ciggu o numerach parzystych jest réwna 6.
Wyznacz wzor na n-ty wyraz ciggu (a,,)

Rozwigzanie:
Z warunku

as + as =§
as 25

oraz z informacji o monotonicznosci ciggu otrzymamy iloraz g ciagu (a,) :

as 25
q2+1=§
25

2 2

Ciag jest scisle monotoniczny, wiec q = -

Poniewaz dla g = % ciag ten jest zbiezny, wiec sume

a2+a4+a6+"'=6
mozemy zapisac nastepujaco:
a - q
=6
1—qg?
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i otrzymujemy
2
a1 * g
7 =6
1-(3)
5
63
a =5

Wzér ogélny ciggu ma postaé: a,, = —

63 (2\"1
5 (E) '
6.11.  Oblicz granice lim /6™ + 77,
n—-oo
Rozwigzanie:

Skorzystamy z twierdzenia o trzech ciggach.
Rozwazmy ciggi a, = V7" oraz c, = V2 - 7™ okre$lone dla kazdego n € N.
Zauwazmy, ze 7" < 6™ + 7" < 2 - 7™ dla kazdego n € N, wiec

N7 < Nen+7r <27

Ponadto lim V7" = 7 oraz lim V2 - 7" = lim,_,,, V2 - lim V7% =1-7 = 7, wigc

n—-oo n—-oco n—-oo

na podstawie twierdzenia o trzech ciggach lim V6" + 7" = 7
n—-oo

6.12. W trzywyrazowym ciggu geometrycznym ( ai, a,, as) , spetniona jest rownosc¢
a;tar+as= 24—1. Wyrazy ai, a, as, sg — odpowiednio — czwartym, drugim i
pierwszym wyrazem rosngcego ciggu arytmetycznego. Oblicz a; .

Rozwigzanie:

| sposéb
Sumujgc wyrazy ciggu geometrycznego otrzymujemy rownosé

21
a, +a;q + a;q* = 1)

Niech (b,) bedzie rosngcym ciggiem arytmetycznym.

Zatem b, = a,q% b, = a,q, b, = a,, wWiec réznica tego ciggu r = a,q — a,q* oraz
by = by + 37, czyli a; = a;q% + 3(a q — a,q?).

Stad wynika, ze a; = 3a,q — 2a,q% i a;(2q> —3q +1) = 0.

Poniewaz z réwnosci (1) wynika, ze a; # 0, wiec 2q> —3q +1 = 0.

Zatemg=1lubg = %
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Dla q = 1 ciag (a,,) jest staty. Stad ciag (b,,) tez jest staly. Zatem tylko dla g = >

ciag (b,) moze by¢ ciggiem rosngcym. Otrzymujemy wtedy r = %al.
Z réwnosci (1) otrzymujemy a; + %al + ial = %, a stad wynika, ze a; = 3.
Il sposéb

W ciggu arytmetycznym b; = a3, b, = a3 +r,by = az + 3r, gdzier >0
Poniewaz ciag (a3 + 3r,a; + r,as3) jest ciggiem geometrycznym, wiec zachodzi rownos$¢

(a3 +7)?> = (a3 +3r) - a;
skad wynika, ze a3 + 2a;r + r? = a% + 3asr, a zatem % = azr
Poniewaz z zatozenia r > 0, wiec r = a;. Podana suma trzech wyrazéw jest zatem

rowna

21
4a3+2a3+a3 :T

Otrzymujemy a3 = Z. Wtedy a; = by = 4a; = 3.

2_(1-2n)2
6.13.  Oblicz granice lim &2 —0-2n7

n—oo (2n-1)2
Rozwigzanie:

. (3n+2)2-(2n-1)%_ .. (3n+2)2_ Y (3n+2)2_ _
Przeksztatcamy ,l‘li‘o ez _rll—mo[ an_1? 1]_7112{,10 an—1)? 1=

. an?+12n+4
lim —

nooo 4n?+4n+1 4

6.14.  Czterowyrazowy ciag (a, b, c, d) jest rosnagcy i arytmetyczny. Kwadrat
najwiekszego wyrazu tego ciggu jest rowny podwojonej sumie kwadratow
pozostatych wyrazoéw tego ciggu. Ponadto cigg (a + 100, b, c) jest geometryczny.
Oblicz wyrazy
ciagu (a, b, c, d).

Rozwigzanie:

Oznaczmy rdznice ciggu arytmetycznego przez r. Ciag jest rosngcy, wiec r > 0.
Z tresci zadania otrzymujemy:

(a+3r)2 =2(a*+ (a+1)*+ (a+2r)?)

"
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a’ + 6ar + 9r?2 = 2(a® + a® + 2ar + r? + a® + 4ar + 4r?)
5a% + 6ar +r?> =0
5a? +5ar +ar+r?=0
Ga+r)(a+1r)=0

— 1|b_
a= Srua—r

Gdya=-r,tob =0,c =r,d = 2r i wowczas cigg (a + 100, b, ¢) przyjmuje postac

(—r + 100,0,7). Zatem 02 = r - (—r + 100), skad otrzymujemy r = 0 lub r = 100.
Rozwigzanie r = 0 nie spetnia warunkéw zadania, poniewaz cigg ma by¢ rosnacy.
Rozwigzanie r = 100 odrzucamy, gdyz cigg (—100 + 100,0,100) nie jest geometryczny.

Gdy a = —%r, tob = %r, c= %r, d= %r i cigg (a + 100, b, ¢) przyjmuje postac
1 4 9 4 \2 o9 1
(=37 +100,37,2r). Zatem (r) =2r- (= 2r+100)
16 9 1 . . . .
Stad r =0 lub ==z (—Er + 100). Rozwigzanie r = 0 odrzucamy, gdyz nie spetnia
warunkow zadania.

. . . . 16 9 1 . . 16 9
Rozwigzujemy réwnanie == (—Er + 100) I otrzymujemy wr=—nrt 180,r =
180. Wtedy a = —7 = —36,b = 144,c = 324 i d = 504.

Ciag (—36 + 100,144,324) jest geometryczny (o ilorazie rownym z)

Rozwigzaniem jest cigg o wyrazach a = —36,b = 144,c = 324 id = 504.

6.15.  Pierwszy wyraz a; nieskonczonego ciggu geometrycznego (a,,) jest rowny /2,
natomiast suma pierwszych trzech jego wyrazéw jest réwna 2\/5.
Szereg nieskohczony a, + a, + a3 + -+ jest zbiezny. Oblicz jego sume.

Rozwigzanie:

Niech g bedzie ilorazem danego ciggu geometrycznego.
Z zatozenia, a, = V2 oraz

3
a, +a; =V2q +V2q? = ZVZ
Otrzymujemy stad rownanie kwadratowe
3
2
+q--=0
q q 4
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ktérego pierwiastkami sa% i — % Pierwsze dwa warunki zadania spetniajg zatem dwa

ciggi (o ilorazach % i — %.), lecz tylko szereg geometryczny o ilorazie %jest zbiezny.
Ze wzoru na sume zbieznego szeregu geometrycznego otrzymujemy

1
a1+a2+a3+---=\/§—1=2\/§

I=3
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RACHUNEK ROZNICZKOWY

Pochodna funkcji
Zatézmy, ze mamy dang funkcje f(x) oraz argument x,, w otoczeniu, ktérego funkcja
f(x) jest okreslona. Pochodng funkgji f (x) w punkcie x, oznaczamy symbolem:

f'(xo)
i definiujemy jako granice:

ey — tim TO) = FC0)

X—Xq X — xO

Pochodna sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu funkcji

[c-f)] =c-f'(x)dlac€eR
[Fx)+9@)]" = f'(x)+9'(x)

[fx) —g()] =f'(x) —g'(x)

) - g =f'(x)-gx)+ f(x)-g'(x)
[f(x)]' @) g - f(x) - g'(x)

ol = PO /9y g(x) 0

Styczna do wykresu funkcji
Prosta styczna do wykresu funkciji £ (x) w punkcie (xo, f(x,)) wyraza si¢ wzorem:

y = f"(x0)(x — x0) + f(x0)

Wspétczynnik kierunkowy prostej stycznej, to f'(x,).
Rownanie prostej stycznej zapisane w postaci kierunkowej, to:

y=f'(x0) - x+b

Jezeli funkcja f(x) jest rozniczkowalna w przedziale (a, b), czyli ma pochodng w kazdym
punkcie tego przedziatu oraz jezeli:

a) Dla kazdego x € (a,b) f'(x) = 0, to funkcja jest stata w tym przedziale
b) Dla kazdego x € (a,b) f'(x) > 0, to funkcja jest rosngca w tym przedziale

c) Dlakazdego x € (a,b) f'(x) <0, to funkcja jest malejaca w tym przedziale
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. . . -1 . . . .
7.1. Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = ;2+1 dla kazdej liczby rzeczywistej x.

Wyznacz rownanie stycznej do wykresu tej funkcji w punkcie P = (1,0).
Rozwigzanie:

Wspotczynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkcji f w punkcie x, jest rowny
pochodnej f'(x,) w tym punkcie.
Liczymy pochodng
, x=1\  1(x?+1)-(x-1)(2x) —x2+2x+1 ,, —142+41 1
fe) = (x2+1) = (32+1)2 = Gz L D =—7"7=3
Sposob |
Korzystamy ze wzoru

y = f"(x0)(x — x0) + f(x0)

na styczna do wykresu y = f(x) w punkcie x = x,.
Mamy zatem y=%(x—1)+0=%x—
Sposob I

Wiemy, ze styczna jest postaci y = %x + b. Wspotczynnik b wyliczamy z tego, ze ma ona
przechodzi¢ przez punkt (1,0).

1
2

0 1+b b !
= - = - ——
2 2

. , . 1 1
Styczna ma wigc réwnanie y = Zx — .

7.2. Dane sg punkty A = (2,3),B = (5,4). Na prostej o rbwnaniu y = 5 wyznacz
punkt C tak, aby lamana ACB miata jak najmniejszg dtugosé.
Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie:
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AC+CB=AC+CB'

i ta ostatnia liczba jest najmniejsza, gdy punkty A, C i B' lezg na jednej prostej,
co sprowadza sie do warunku a = f.

A._\\C
— y

Wyznaczamy obraz punktu B przy symetrii wzgledem tej prostej: B’ = (5,6).
Wyznaczamyréwnanie prostej AB' i wyznaczamy jej punkt C wspélny z prosta y = 5.
Korzystamy ze wzoru na rownanie prostej przechodzgcej przez dwa punkty

A= (x4,y4) 1B =(xp,¥8) :

@ —ya) g —x4) — g —ya)(x —x4) =0

| otrzymujemy

=3)(5-2)-(6-3)(x-2)=0
y-3)-&x=-2)=0
y—x—1=0

Zatemdlay =5 mamy x = 4
Wspodirzedne szukanego punktu to € = (4,5)

7.3.  Rozpatrujemy wszystkie ostrostupy prawidtowe trojkatne, w ktérych suma
promienia okregu opisanego na podstawie ostrostupa i wysokos$ci tego
ostrostupa jest
réwna 24. Wyznacz promien okregu opisanego na podstawie tego z ostrostupéw,
ktory ma najwigekszg objetos¢. Oblicz te objetosc.
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Niech x = |[AO| = |BO| = |CO| (zobacz rysunek) oznacza promien okregu opisanego na
podstawie ostrostupa oraz h = |SO| oznacza wysokosc¢ tego ostrostupa.
Wowczas x + h = 24.

|AB|-v3
2

Wysoko$¢ AD w tréjkgcie ABC jest réwna |AD| = . Zatem promien x okregu

opisanego na tréjkgcie ABC (podstawie ostrostupa) jest rowny: x = % . @ = %,

stad |AB| = xv/3. Wyznaczamy pole podstawy ostrostupa: P = —3xiﬁ

Ponadto z rownosci x + h = 24 otrzymujemy h = 24 — x, gdzie 0 < x < 24.
2
Zatem objetos¢ tego ostrostupa jest okreslona wzorem: V = % . #- (24 — x),

czyliv = ? (—x3 + 24x?)

Nalezy obliczy¢, dla jakiego x spelniajgcego nieréwnosé 0 < x < 24 funkcja V okreslona
wzorem V(x) = ?(—x:" + 24x?) przyjmuje warto$¢ najwigksza.

Rozwazamy funkcje f(x) = —x3 + 24x? okreslong dla kazdej liczby rzeczywistej x.
Wyznaczamy pochodna tej funkgji f: f'(x) = —3x2 + 48x.

Nastepnie obliczamy miejsca zerowe pochodnej: x; = 16,x, = 0.

Ponadto:

e f'(x) < 0w kazdym z przedziatéw (—oo,0) oraz (16, +),

e f'(x) > 0w przedziale (0,16).
Zatem funkcja f jest malejgca w kazdym z przedziatéw (—oo, 0) oraz (16, +) i
rosngca w przedziale (0,16)

Poniewaz V(x) = ‘/;f(x) dla x € (0,24), wiec w przedziale x € (0,24) funkcja V(x) ma
ekstremum w tym samym punkcie, w ktérym funkcja f(x). Stad wynika, ze dla x = 16

funkcja V przyjmuje wartos¢ najwieksza.

Objetos¢ ostrostupa jest rowna: V = ‘/T?_’ (—16% + 24 - 162) = 512+/3.

Objetosé ostrostupa prawidtowego tréjkatnego jest najwieksza i rdwna V = 512+/3, gdy
promien okregu opisanego na podstawie jest rowny 16 .
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7.4. Rozpatrujemy wszystkie trojkaty ABC, ktérych wierzchotki A i B lezg na wykresie
funkcji f okreslonej wzorem f(x) = % dla x # 0. Punkt C ma wspotrzedne (0, - § )s

a punkty A i B sg potozone symetrycznie wzgledem osi Oy (zobacz rysunek).
Oblicz wspétrzedne wierzchotkoéw A i B, dla ktérych pole tréojkata ABC
jest najmniejsze. Oblicz to najmniejsze pole.

Rozwigzanie:

Oznaczmy A = (a, %) gdzie a > 0. Wtedy B = (—a, %) Podstawa AB trojkata ABC ma

dtugosc¢ |AB| = 2a, natomiast wysokosé opuszczona na te podstawe jest rowna % + %
Wyznaczamy pole P trojkata ABC :

1 9 1 9 1

Pochodna tej funkcji jest réwna

gy = 27 1_at-81
(@) = a* 3 3a*

Obliczamy miejsca zerowe, badamy znak pochodnej i wyznaczamy przedziaty
monotonicznosci funkcji P dla a > 0.

P'(a) = 0 wtedy, gdy a* — 81 = 0.

Stad a = 3.

Dla a € (0,3) pochodna jest ujemna, wiec funkcja P jest malejgca w przedziale (0,3).
Dla a € (3, +) pochodna jest dodatnia, wigc funkcja P jest rosngca w przedziale
(3, +0). Funkcja P osigga wartos¢ najmniejszg dla a = 3.

1 9

Gdy a = 3, towtedy A = (3,3),3 = (—3,%) oraz P(3) = 3 +%- 3= %-

7.5. Rozwazamy wszystkie prostokaty, ktérych dwa wierzchotki lezg na odcinku AB,
gdzie A = (—1,4) i B = (1,4), a pozostate dwa na paraboli o rownaniu
y = 2x? + 2 (zobacz rysunek). Wyznacz wymiary tego z prostokgtow, ktory ma
najwieksze pole. Oblicz to pole.
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23

Niech punkty C i D lezg na paraboli y = 2x? + 2, a punkty E i F lezg na odcinku AB
(zobacz rysunek). Oznaczmy przez x odlegtos¢ punktu D od osi Oy.

Woéweczas punkt D ma wspoétrzedne D = (x, 2x? + 2), punkt C ma wspotrzedne
C = (—x,2x% + 2). Punkty E i F lezg na prostej o rownaniu y = 4, zatem ich wspoétrzedne

sgrowne: E = (x,4) i F = (—x, 4).

Wyznaczamy dtugosci bokéw CD i DE prostokata CDEF :

|CD| =2xoraz |IDE| =2—-2x*dla0<x <1

Zatem pole prostokgta CDEF jest okreslone wzorem: P(x) = 2x - (2 — 2x2), czyli

P(x) =—4x3+4xdlad<x<1
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Rozwazamy funkcje f(x) = —4x3 + 4x okreslong dla kazdej liczby rzeczywistej x.
Wyznaczamy pochodna tej funkgji f: f'(x) = —12x2 + 4
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Nastepnie obliczamy miejsca zerowe pochodnej: x; = ? Xy = — ‘/?E

Ponadto:

e f'(x) < 0w kazdym z przedziatéw (—oo, — ‘/g) oraz (‘/; _|_oo),
V3 V3

e f'(x) > 0w przedziale (—?,?)_

Zatem funkcja f jest malejaca w kazdym z przedziatéw (—oo, —§> oraz <§ +oo) i

rosngca w przedziale (— §§>
Poniewaz P(x) = f(x) dla x € (0,1), wiec w przedziale x € (0,1) funkcja P(x)ma
ekstremum w tym samym punkcie, w ktorym funkcja f(x). Stad wynika, ze w punkcie

X = ‘/3—§ funkcja P przyjmuje warto$¢ najwieksza.
2

Obliczamy wymiary prostokata: |CD| = %g |IDE| =2-2 (?) = %
Najwieksze pole ma prostokat o wymiarach %gg Jest ono réwne %.

7.6.  Rozpatrujemy wszystkie trapezy réwnoramienne, w ktérych krétsza podstawa ma
dtugos$¢ 5 i kazde z ramion tez ma dtugosc 5 . Oblicz dtugos¢ dtuzszej podstawy
tego z rozpatrywanych trapezéw, ktéry ma najwieksze pole. Oblicz to pole.

Rozwigzanie:

Niech 2x + 5 oznacza diugos¢ dtuzszej podstawy, 5
a h wysokos¢ trapezu. Pole tego trapezu jest okreslone
wzorem

P = h=(G+x)-hi0<x<5 5 h N
Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy zaleznos¢
x% + h? = 5% stgd h = V25 — x? N 5 .

2:5+2x

Pole tego trapezu jest okre$lone wzorem

P(x) =G+x)-v25-x2=./(5+x)%-(25—-x2) =
=J(5+x)3 (5—x) =—x*— 10x® + 250x + 625

gdzie 0 < x < 5.
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Nalezy obliczy¢, dla jakiego x spetniajgcego nierownos¢ 0 < x < 5 funkcja P okreslona
wzorem P(x) = V—x* — 10x3 + 250x + 625 przyjmuje warto$¢ najwigkszg.

Poniewaz funkcja pierwiastkowa (y = /t) jest rosngca, wiec wystarczy zbadaé funkcje
f(x) = —x* —10x3 + 250x + 625. Wyznaczamy pochodng tej funkgii:

f'(x) = —4x3 — 30x? + 250
Nastepnie obliczamy miejsca zerowe pochodnej: x; = —5,x, = g
Ponadto:
I . 5
e f'(x) < 0w przedziale (5, +oo)
e f'(x) < 0w kazdym z przedziatéw (—oo, —5) oraz (_5,2),
e f'(=5)=0.

Zatem funkcja f jest malejgca w przedziale (g +oo) i rosngca w przedziale <—oo, g)
Poniewaz P(x) = \/f(x) dla x € (0,5), wigc w przedziale (0,5) funkcja P ma ekstremum
w tym samym punkcie, w ktorym funkcja f. Stad wynika, ze w punkcie x = g funkcja P
przyjmuje warto$¢ najwieksza.

Zauwazmy wreszcie, ze jezeli x = g to 2x + 5 = 10. Zatem diuzsza podstawa ma
dtugos¢ 10

Obliczamy najwieksze pole trapezu dla x = g :

P(x)=(5+;)-\/25_—<;)2=12_5.;\/§=74_5\/§

Najwieksze pole ma trapez, ktérego dtuzsza podstawa ma dtugos¢ 10 .

Pole tego trapezu jest réwne %g

2x*+15
6—x2

7.7. Dana jest funkcja f okreslona wzorem f(x) = dla wszystkich liczb

rzeczywistych x, takich, ze x # —6 i x # V6.
Oblicz warto$¢ pochodnej tej funkcji w punkcie x = 1.
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Rozwigzanie:

str. 81

Obliczamy pochodna:

_ (2x*+15)'(6 — x*) — (2x* + 15)(6 — x?)

!

f(x) 6 —x2)?
_ 8x3(6—x%) +2x(2x* +15)  2x(—2x* + 24x* + 15)
N (6 —x2)2 N (6 —x2)2
, 2(-2+24+15) 2-37 74
fla) = BE == == 2,96

Dana jest funkcja f okreslona wzorem f(x) = 4x3 — 2x + 1 dla wszystkich liczb
rzeczywistych. Uzasadnij, ze prosta [ o rownaniu 10x —y + 9 = 0 jest styczna do
wykresu funkcji f.

Zapisujemy rownanie prostej [ w postaci kierunkowej y = 10x + 9.

Wyznaczamy pochodng funkgii f: f'(x) = 12x? — 2.

Zauwazamy, ze dla x = —1 oraz dla x = 1 pochodna funkcji f ma wartos¢ 10 i rowna sie
wspétczynnikowi kierunkowemu prostej [.

Obliczamy wartos¢ funkcji f w punkcie x = —1: f(—1) = —1 oraz w punkcie x =

1: (1) = 3.
Punkt o wspétrzednych (—1,—1) lezy na prostej [, natomiast punkt o wspétrzednych
(1,3)

nie lezy na tej prostej. Zatem prosta o rownaniu 10x — y + 9 = 0 jest styczna do wykresu
funkgciji f, co konczy dowadd.

7.8.  Punkt P = (10,2429) lezy na paraboli o réwnaniu y = 2x% + x + 2219. Prosta o
rownaniu kierunkowym y = ax + b jest styczna do tej paraboli w punkcie P.
Oblicz wspétczynnik b.

Rozwigzanie:

Przyjmujemy, ze funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = 2x% + x + 2219.
Réwnanie stycznej do krzywej w punkcie P = (xo, f(x,)) ma postac:

y— f(x0) = f'(x0) (x — x0)

Z danych zadania wynika, ze: x, = 10, f(xg) = f(10) = 2429.
Pochodna funkgciji f jest okreslona wzorem: f'(x) = 4x + 1
Warto$¢ tej pochodnej dla argumentu x, = 10 jest rowna

f'(xo) =f'(10) =4-10+ 1 = 41.
Poniewaz f'(x,) = a, zatem a = 41.
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Na podstawie réwnania stycznej do krzywej w danym punkcie mamy:
y — 2429 = 41(x — 10), a

stad po przeksztatceniach otrzymujemy: y = 41x + 2019.

Zatem b = 2019.

str. 82

7.9.  Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = x® — 2x* — x3 + 1 dla kazdego x € R.
Wykaz, ze liczba 5 nalezy do zbioru wartosci tej funkcji.

Rozwigzanie:

Funkcja f jest funkcja ciggta w zbiorze liczb rzeczywistych, poniewaz jest funkcjg
wielomianowa.

Poniewaz f(0) = 1 oraz f(2) = 64 — 32 — 8 + 1 = 25 i funkcja jest ciggla na przedziale
(0,2), wiec, na mocy twierdzenia Darboux, przyjmuje w przedziale (0,2) wszystkie
wartosci posrednie pomiedzy f(0) a f(2). Wobec tego istnieje taki argument x € (0,2),
dla ktérego zachodzi f(x) = 5.

To oznacza, ze liczba 5 nalezy do zbioru wartosci funkcji

7.10.  Wykaz, ze rownanie x* — 7x3 + 9x2 + 8x — 2 = 0 ma w przedziale (—2,2) co
najmniej dwa rézne rozwigzania.

Rozwigzanie:

Niech f bedzie funkcjg okreslong wzorem f(x) = x* — 7x3 + 9x2 + 8x — 2 dla x € R.
Obliczymy wartosci funkcji f w kilku punktach przedziatu (—2,2) :

FED =(D*=7-(-1)*+9-(-1)2+8-(-1)—2=7

f(0)=-2
f(1)=1*-7-1349-124+48-1-2=9

Funkcja f jest ciagta jako funkcja wielomianowa, wiec na mocy twierdzenia Darboux
funkcja f przyjmuje w przedziale (—1,0) wszystkie wartosci ze zbioru (—2,7).

Zatem istnieje x; € (—1,0) takie, ze f(x;) = 0.

Podobnie, funkcja f przyjmuje w przedziale (0,1) wszystkie wartosci ze zbioru (—2,9),
wiec istnieje x, € (0,1) takie, ze f(x,) = 0.

To oznacza, ze w przedziale (—2,2) rébwnanie podane w tre$ci zadania ma co najmniej
dwa rozne rozwigzania.

7.11. Rozpatrujemy wszystkie takie prostopadtosciany, w ktérych suma dtugosci
wszystkich krawedzi jest rowna 80, pole powierzchni catkowitej jest rowne 256 i
zadna z krawedzi bryty nie jest krétsza niz 4.
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Rozwigzanie:
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Objetos¢ kazdego z rozpatrywanych prostopadtoscianéw mozna wyrazi¢ za pomoca
funkciji

V(c) = c®—20c% +128¢

gdzie c € [4, 23—8] jest dlugoscig jednej z krawedzi bryty.

Sposrdd rozpatrywanych prostopadtosciandw oblicz objetosé tego prostopadtoscianu,
ktérego objetos¢ jest najmniejsza.

W celu znalezienia prostopadtoscianu, ktérego objetosc¢ jest najmniejsza, nalezy zbadacé
funkcje V(c).
Obliczamy pochodng funkcji V i obliczamy miejsca zerowe pochodnej funkcji V :

V'(c) = 3c? —40c + 128
V'(c)=0
3¢2 —40c+128=0
A = 64

=8 lub _L
c=8lubc=—

Zbadamy monotonicznos¢ funkcji V. Wiemy, ze

, 16 28
V'(c)>0dace [4,?) u (8,?

16
V'(c)<0dlace <?8>

wiec funkcja V jest rosngca w przedziatach [4, %] oraz [8, ?] funkcja V' jest malejgca w
. 16

przedziale [?,8].

Wiemy, ze V(4) = 256, VV(8) = 256 oraz V (23—8) ~ 265, wiec najmniejsza mozliwa

objetosc¢ prostopadtoscianu jest rowna 256.

7.12.  Syzyf codziennie stoi przed zadaniem wtoczenia ciezkiej
kamiennej kuli na szczyt pewnej gory. W chwili t = 0
znajduje sie on w punkcie 0 oddalonym od szczytu o 4 km,
a polozenie x Syzyfa wtaczajgcego kule jest opisane
réwnaniem
x(t) = —t3 4+ 16,5t + 180t dla t € [0,24]
gdzie x jest wyrazone w metrach, a t — w godzinach.
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Os Ox jest skierowana do wierzcholka qory i jest styczna w kazdym punkcie do
zbocza qéry. Oblicz najmniejszg odlegtos¢, na jakg Syzyf zblizy sie do
wierzchotka gory, oraz maksymalng predkosc, z jakg wtacza kamien pod gore.

Rozwigzanie:

Najpierw wyznaczymy najmniejszg odlegtosc, na jakg Syzyf zblizy sie do wierzchotka
gory.

Obliczamy pochodng funkcji x

x'(t) = —3t?+33t =180 dlat € [0,24]

i obliczamy jej miejsca zerowe:
xX'()=0

—3t24+33t+180 =0
t2—-11t—-60=0
A=361

t;=15  t,<0

Poniewaz:
x'(t) > 0diat €[0,15)
x'(t) < 0dlat € (15,24]
wiec
funkcja x jest rosngca w przedziale [0,15],
funkcja x jest malejaca w przedzisle [15,24]
Zatem xp,.x = x(15) = 3037,5 i Syzyf zblizy sie do wierzchotka gory na odlegtosé
962,5 m.
Obliczamy maksymalng wartos¢ predkosci, z jakg Syzyf wtacza kule.
Niech v oznacza predkos¢ Syzyfa wtaczajgcego kule.
Poniewaz v =x"', wiec
v (t)=x'(t)=-3t%+ 33t + 180dlat € [0, 24]
Korzystamy z wiasnosci funkcji kwadratowej i obliczamy najwiekszg wartos¢ predkosci,
z jakg Syzyf wtacza kule:
-b 33 11

p:Z _2.(_3) - E[O, 24]

(11) >0
Y\
Zatem najwieksza wartos$¢ predkosci, z jakg Syzyf wtacza kule pod goére jest réwna

v(5,5) = 270,75 m/h.
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7.13.  Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = % + 4log: x dla wszystkich x > 0
2

Wykaz, ze funkcja f ma co najmniej jedno miejsce zerowe, ktére nalezy
do przedziatu E 4].

Rozwigzanie:

Obliczymy wartosci funkcji na krancach przedziatu [%4]

1

(B)=22 " ttogy 2=~ 4 =31

f2_1+2 Bl T 5T %
2

H=22"3 tog 4= —8=—71

J®) =y tHlegr 4=g—8="7%

Zauwazmy, ze f G) >0if(4)<0
Funkcja f jest funkcjg ciggta, jako suma funkcji ciggtych. Ma zatem wtasnosé Darboux.
Dlatego w przedziale E 4] przyjmuje wszystkie wartosci z zakresu [—7%, 3 %]

W szczegolnosci przyjmuje wartos¢ 0 dla pewnego x, € [%4] To konczy dowdd.

7.14.  Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = x* + 0,5 - (2x + 1)* dla kazdego x € R.
Oblicz najmniejszg warto$¢ tej funkcji.

Rozwigzanie:
Wyznaczamy pochodng funkcji f korzystajgc z twierdzenia o pochodnej funkcji ztozonej:
fl(x) =4x3+05-42x+1)3-2 dlax€eR

Obliczamy miejsca zerowe pochodnej funkgciji f:
4x3+0,5-4Q2x+1)%-2=0
x}+R2x+1)3=0

(x+2x+D[x?>—x2x+ 1)+ 2x+1)*] =0
Bx+1(Bx%2+3x+1)=0
3x+1=0lub3x?+3x+1=0

Pierwsze z tych rébwnan ma rozwigzanie x = _§’ natomiast drugie jest sprzeczne.
Sprawdzamy, czy w punkcie x = —gfunkcja f osigga ekstremum.
Badamy monotonicznos$¢ funkgji f stosujgc rachunek pochodnych:
fl(x) =4x3+05-42x+1)3-2=4Cx+ 1)(Bx*+3x+ 1)
f'(x)>0daxe (—g; +oo)
f'(x)<0daxe (—oo; _g) wiec
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funkcja f jest malejgca w zbiorze (—oo; — %]

funkcja f jest rosngca w zbiorze [—g; +oo),

str. 86

CO oznacza, ze w punkcie x = —%funkcja f ma ekstremum lokalne, bedgce
jednoczesnie minimum globalnym. Funkcja f osigga warto$¢ najmniejszg réwng

(- 0s (-2

7.15.  Na rysunku obok przedstawiono potozenie miejscowosci 4, B i C oraz
zaznaczono odlegtosci miedzy nimi. O godzinie 9:00 z miejscowosci A do €
wyruszyt zastep Tropiciele i przemieszczat sie z predkoscig 4 km/h. O tej samej
godzinie z miejscowosci B do A wyruszyt zastep harcerzy Korsarze i
przemieszczat sie z predkoscig 2 km/h
Wyznacz godzine, o ktérej odlegtosé miedzy tymi zastepami harcerzy bedzie
najmniejsza.

Rozwigzanie: A 15 km

o

Niech d; bedzie odlegtoscig (w km ) zastepu .Tropiciele od j
miejscowosci A.
Wyznaczamy zaleznos$¢ d; od czasu t (w godzinach), jaki uptynat

od chwili wyruszenia zastepu z miejscowosci A: ok
m

d,(t) = 4t dlat € [0,5]

Niech d, bedzie odlegtoscig (w km) zastepu Korsarze od

miejscowosci A. o
Wyznaczamy zaleznosc¢ d, od czasu t (w godzinach), jaki uptynat

od chwili wyruszenia zastepu z miejscowosci B:

15
d,(t) = 15— 2t dlat € [0,7]

Odlegtos¢ d miedzy zastepami w chwili t jest rowna

d(t) = |d3(t) +d3(t) =/16t2 + (15— 2t)2 dlat € [0,12—5]

Badamy, dla jakiego argumentu ¢ € [0, 175] funkcja d osigga wartos¢ najmniejsza.
Poniewaz funkcja g(x) = vx jest funkcjg rosngca w przedziale [0, +), wigc funkcja d
osigga wartosc najmniejszg wtedy, gdy funkcja

f(t) = 16t% + (15 — 2t)? = 20t? — 60t + 225 okreslona dlat € [O%] osigga warto$¢
najmniejsza.
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Funkcja f jest funkcjg kwadratowa, ktora osigga wartoS¢ najmniejszg dla

str. 87

(=% sl
- . - ) 12

Zatem funkcja d osiaga wartos¢ najmniejszg dla argumentu t = 1,5.
Odleglos¢ miedzy zastepami harcerzy bedzie najmniejsza o godzinie 10:30.

7.16. Pewien zakfad otrzymat zamdwienie na wykonanie prostopadtosciennego
zbiornika (catkowicie otwartego od gory) o pojemnosci 144 m2. Dno zbiornika ma
by¢ kwadratem. Zaden z wymiaréw zbiornika (krawedzi prostopadtoscianu) nie
moze przekraczac 9 metrow. Catkowity koszt wykonania zbiornika ustalono
w hastepujgcy sposob:

—100 zt za 1 m2 dna

— 75 zt za 1 m? $ciany boczne;.

Oblicz wymiary zbiornika, dla ktérego tak ustalony koszt wykonania bedzie
najmniejszy.

Rozwigzanie:

Przyjmujemy nastepujgce oznaczenia:

x —dtugosc¢ krawedzi zbiornika (w metrach)

h — wysokos¢ zbiornika (w metrach).

Pojemnos¢ zbiornika ma wynosi¢ 144 m?, wiec 144 = x2h. Stad h = %.

Koszt f wykonania zbiornika jest rowny f = 100x2 + 75 + 4xh, wiec
) 144
f(x) =100x" + 4x e 75

gdzie x € [4,9]
Obliczamy pochodng funkgciji f :

43200
%2

f'(x) =200 cm —

Miejscem zerowym pochodnej funkcji f jest x = 6.

Badamy monotonicznosé funkgji f :

f'(x) >0dlax € (6,9)

f'(x) <0dlax e (4,6)

Zatem

funkcja f jest malejgca w przedzale x € [4,6]

funkcja f jest rosngca w przedziale x € [6,9].

Stad funkcja f przyjmuje najmniejszg warto$¢ dla argumentu 6 .

Wtedy h = 4.

Wymiary zbiornika da ktérego koszt wykonania jest najmniejszy to 6 m X 6 m X 4 m.
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7.17. Rozwazmy wszystkie graniastostupy prawidtowe tréjkgtne o objetosci
V = 2. Wyznacz dtugosci krawedzi tego z rozwazanych graniastostupow,
ktérego pole powierzchni catkowitej jest najmniejsze.
Oblicz to najmniejsze pole.

str. 88

Rozwigzanie:

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku:
a — krawedz podstawy, h — wysokos$¢ graniastostupa.

Objetos¢ graniastostupa prawidtowego tréjkgtnego o krawedzi podstawy a i wysokosci h
wyraza sie wzorem:

a*v3
V= -h
4
Stad otrzymujemy:
a*v/3
2= \/_- h
4
8
Zatem h = pENCS

Pole powierzchni catkowitej graniastostupa prawidtowego trojkgtnego o krawedzi
podstawy a i wysokosci h jest rowne:

a*v3 8
. +3.a.

P.=2
¢ 4 azy3

Stad po podstawieniu h i przeksztatceniach otrzymujemy:

a3 8 a3 24 a’V/3 843
P=2-""43.q. S L S
4 a2v/3 2 av3 2 a

"
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Z geometrycznych warunkéw zadania wynika, ze a € (0; +0).
Zapiszmy pole powierzchni catkowitej graniastostupa prawidtowego tréjkatnego jako
funkcje f zmiennej a :

str. 89

a’v3 8V3 a3V3+16V3
+ = . d
2 a 2a

P.=f(a) = la a € (0;+)

Wyznaczamy warto$¢ najmniejszg funkgji f w przedziale a € (0; +0).
W tym celu obliczmy pochodng funkc;ji f :

3a°V3-2a — (a®V3+16V3) -2  4a*V3—-32V3

4q2 4q2

fl(a) =
Szukamy miejsc zerowych pochodnej funkcji f :

4a3\3 —32V3
S ————
4q?

Ustalamy, ze a = 2.
W przedziale a € (0; +o) pochodna funkcji f ma tylko jedno miejsce zerowe a = 2.

Ponadto
f'(a) >0dlaa€ (2;+x) oraz f'(a) < 0 dla a € (0;2).
Wynika stad, ze dla a = 2 funkcja f ma minimum lokalne, ktére jest jednoczesnie
najmniejszg wartoscig funkcji fw przedziale (0, 4+), poniewaz funkcja f w przedziale
(2, +0) jest rosngca, a w przedziale (0,2) funkcja f jest malejaca.
8 8 2 243
Gdya=2,t0h=m:22\/§:\/—§:T.
Natomiast pole powierzchni catkowitej graniastostupa jest rowne:

_a*V3+16V3  25V3+16V3  24V3
B 2a B 2-2 4

Pc

=6V3

Najmniejsze pole powierzchni catkowitej réwne 6+/3 ma graniastostup prawidtowy

trojkatny o wymiarach: krawedz podstawy a = 2 i wysoko$¢ h = 23—‘/§
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VIll. TRYGONOMETRIA

Definicje funkcji trygonometrycznych

y A .
sina =

cosa =

R IKRIIR

tga=%,gdyx¢0

P

m gdzie r = \/x? + y? > 0 jest promieniem wodzacym punktu
M

o

=y

Zwigzki miedzy funkcjami tego samego kata

sin?a + cos?a =1
sina

tga =

& cos a

dla a # g + km, k — catkowite

Funkcje sumy i roznicy katow
Dla dowolnych katow «a, § zachodzg réwnosci:

sin(a + ) = sinacosf + cosasinff sin(a — ) = sinacos § — cos asinf§
cos(a + ) = cosacosf§ —sinasinff cos(a — ) = cos acos f + sinasin

Ponadto mamy rownosci:

tga +tgp tga —tgp
t =———— tgla-f=———
g@+p) 1—-tga-tgf gla=F) 1+tga-tgf

ktére zachodzg zawsze, gdy sg okre$lone i mianownik prawej strony nie jest zerem.

Funkcje podwojonego kata

sin 2a = 2sin acos «a
cos2a = cos? a — sin?a = 2cos?a — 1 =1 — 2sin®«a
‘o2 2tga

XA=——m—-
& 1-tg2a
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Sumy, réznice i iloczyny funkcji trygonometrycznych

a+ a—
sina + sin f = 2sin Zﬁcos Zﬁ
a+ a—
sina —sin f = 2cos Zﬁsin Zﬁ
a+ a—
cosa + cos B = 2cos Zﬁcos ZB
a+p a-p
cosa — cos B = —2sin 5 Sin—

Wybrane wzory redukcyjne

sin(90° — a) = cosa
sin(90° + @) = cosa
sin(180° — a) = sina
sin(180° + @) = —sina

cos(90° — a) = sina
cos(90° + a) = —sina
cos(180° — a) = —cosa
cos(180° + a) = —cosa

Okresowos¢ funkgcji trygonometrycznych

Unia Europejska
Europejski Fundusz Spoteczny .
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sinasinf = —%(cos(a + ) — cos(a — pB))
cosacosff = %(cos(a + B) + cos(a — fB))

sinacosf = %(sin(a + B) + sin(a — B))

tg(180° —a) = —tga
tg(180° + a) = tga

sin(a + k - 360°) = sina cos(a + k - 360°) = cosa tg(a + k- 180°) = tga, k — catkowite
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PRZYKLADY

8.1. ROwnanie sin® x = sinx w przedziale (0, )
Rozwigzanie:

Przeksztatcamy rownanie sin? x = sin x do postaci sinx - (sinx — 1) = 0, zatem sinx = 0
lub sinx = 1.

Rozwigzaniami rownania sinx = 0 w przedziale (0, ) jest x = 0 oraz x = m,

a rozwigzaniem réwnania sinx = 1 jest x = % Stad rownanie sin? x = sinx w przedziale

(0, ) ma doktadnie 3 rozwigzania.

8.2.  Rozwigz réwnanie sin 5x — cos 2x + sinx = 0
Rozwigzanie

Przeksztatcamy rownanie, korzystajgc ze wzoru na sume sinuséw:
2sin 3xcos 2x — cos 2x = 0.

Stad cos 2x - (2sin3x — 1) = 0.

Zatem cos2x = 0 lub 2sin3x—1 =10

Rozwigzaniami réwnania sin 5x — cos 2x + sinx = 0 sg liczby:

x = g + kz—” gdzie k jest liczbg catkowita, lub

x = % + ZkT" gdzie k jest liczbg catkowita, lub

X = i—g + % gdzie k jest liczbg catkowita.

8.3. Rozwigz réwnanie —2cos? x + 3sinx + 3 = 0 w przedziale < 0,27 >.
Rozwigzanie:
Korzystajgc z jedynki trygonometrycznej, sprowadzamy réwnanie
—2cos?x + 3sinx+3 =0
do réwnania z jedng funkcjg trygonometryczna:

—2(1 —sin®?x) + 3sinx +3 =0
2sin®x + 3sinx+1=0

Wprowadzamy niewiadomg pomocniczg, np. sinx = t,t € (—1,1).
Otrzymujemy réwnanie kwadratowe z niewiadoma ¢ :

2t +3t+1=0

Projekt ,,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan”.
Opracowanie wspotfinansowane przez Unie Europejska z Europejskiego Funduszu Spotecznego
w ramach Wielkopolskiego Regionalnego Programu Operacyjnego na lata 2014-2020



Fundusze

Europejskie SAMORZAD WOJEWODZTWA Unia Europejska

WIELKOPOLSKIEGO

Prsorn Reglonalis Europejski Fundusz Spoteczny o
str. 93
Rozwigzaniem réwnania s3g liczby t; = —1, t, = —%.
Powracajgc do podstawienia, otrzymujemy: sinx = —1 lub sinx = —%, a stad dane
réwnanie w przedziale (0,2) ma rozwigzania:
3 7 11
x=§nlubx=gnlubx=zn

8.4. Wykaz, ze dla kazdego kata a prawdziwa jest rownos¢:
4(sin® @ + cos® @) = 1 + 3cos? 2a.
Rozwigzanie
Korzystajgc z tozsamosci
a® + b = (a? + b?)(a* — a?b? + b*) = (a? + b?) - ((a® + b?)? — 3a?b?)
przeksztatcamy wyrazenie 4(sin® a + cos® a) i otrzymujemy:

4(sin® @ + cos® @) = 4(sin? a + cos? a)((sin? @ + cos? @)? — 3sin? acos? a) =
= 4(1 — 3sin® acos? a)

Przeksztatcamy teraz prawg strone rownosci, korzystajac ze wzoru na cosinus kata
podwojonego.

1+ 3cos?2a =1+ 3(cos?a —sin®?a)? =1+ 3((cos? a + sin® a)? — 4sin acos? a) =

=1+ 3(1 — 4sin? acos? @) = 4 — 12sin? acos? a = 4(1 — 3sin? acos? a)

To konczy dowad.

C e , . s 1
8.5. Rozwigz nieréwnos¢ cos 5x > > dla—r<x<m.
Rozwigzanie

. . . ’ Iy 1
Rozwigzujemy nierownos$c¢ cos 5x > >

Zatem — % + 2km < 5x < T + 2k, gdzie k jest liczbg catkowita,
czyli —115 + % <x< 115 + ZkT” gdzie k jest liczbg catkowita.

Rozwigzaniami tej nieréwnosci dla —7 < x < 7 s3:
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137r< < 117TIb 77T< < Snlb T[< <n|b5n< <77T|b
T TR T TR T T T T- S

117‘[< <13T[
EEERRNET

ST . . T . m\] _ 1.
8.6.  Rozwigz rownanie (cos x) [sm (x - 5) + sin (x + 5)] > sinx.

Rozwigzanie:

Przeksztatcamy rownanie i otrzymujemy:

cosx |2sinx - cos— =Esinx
. 1
sinx - cosx —=sinx = 0,
) 1
sinx - cosx—z =0,

1
sinx =0 lub cosx—§= 0

n]l

Rozwigzania to:

T T
x = km lub x=§+2kn, Iubx=—§+2kn

gdzie k jest liczbg catkowita.

8.7. Rozwigz nierownosc¢

x x
(2 — cos x)? < 4sin? >~ 4cos? o+ 4,75
w zbiorze (0, )

Rozwigzanie:

Przeksztatcamy nierdownos¢ podang w tresci zadania do prostszej postaci. Skorzystamy
Ze wzoru na cosinus podwojonego kata:
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(2 —cosx)? < 4Sin2£ - 4coszf + 43
- 2 2 4
x x
coszx—4cosx+4g—4(c052§—sinzz)+41
coszx—4cosx+4<—éLcos(2-£)+4E
N 2 4
2 <3
cos?x < —
4
<\/§
|cosx| < >
V3 V3

cosx <— i cosx=>——
2 2

Korzystamy z wykresu funkgcji cosinus i odczytujemy rozwigzania ostatnich dwoch
nierownosci w przedziale (0, ) :

X € [%,n) i x € (O,%n]

. . . 5
Otrzymujemy rozwigzanie: x €< %'g" >

8.8.  Rozwigz rownanie 3cos 2x + 10cos? x = 24sinx — 3 dla x€ (0, 21 ).
Rozwigzanie:

Przeksztalcamy dane rownanie w sposéb rownowazny:

3cos 2x + 10cos? x = 24sinx — 3
3(1 — 2sin? x) + 10(1 — sin? x) = 24sinx — 3
3 — 6sin?x + 10 — 10sin® x = 24sinx — 3
16 — 16sin? x = 24sinx
16sin? x + 24sinx — 16 = 0
2sin’x + 3sinx —2 =10

Niech t = sin x. Rozwigzujemy réwnanie kwadratowe:

2t24+3t—-2=0
A=3244.2.2=94+16=25

VA =5
t_—3—5_—8_ ,
1™ 4 T 4
. -3+5 2 1
27 4 T 42
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Réwnanie sinx = —2 jest sprzeczne, a rOwnanie sinx = S maw przedziale (0,2m)

. . T 51
dwa rozwigzania: x; = Zoraz x; = —.

8.9. Rozwiagz rownanie cos 2x = g (cos x — sinx) w przedziale (0, r).

Rozwigzanie:

Przeksztatcamy réwnanie

N A i = cos(x+7)
2 (COSX Sll’lX)—COSX 2 sin x 2 = CO0SXx COS4 sSin x sm4—cos X 2

wiec réwnanie cos 2x = g (cos x — sinx) mozna zapisa¢ w postaci rbwnowaznej
T
COS 2Xx = coS (x + Z)
Jego rozwigzaniami sg liczby x spetniajgce warunek
2x—x+z+2k7r lub 2x = —(X+E)+2kﬂ'
T4 B 4

gdzie k jest liczbg catkowita.
Stad x =§+ 2km lub 3x = —%+ 2km, czyli x =%+ 2km lub x = —%+§kn
Zatem rozwigzaniami réwnania cos 2x = ‘/; (cos x — sinx) w przedziale (0, ) sg liczby:

7T
12

T
—oraz
4
8.10. Wykaz, ze prawdziwa jest tozsamos¢
€os 2xcos x — sin4xsin x = cos 3xcos 2x
Rozwigzanie:
Przeksztatcamy niezaleznie obie strony tozsamosci:

L = cos2xcosx — sin4xsin x = cos 2xcos x — 2sin 2xcos 2xsin x
cos 2x(cos x — 4sin xcos xsin x) = cos 2xcos x(1 — 4sin? x),
cos 3xcos 2x = cos(2x + x)cos 2x = (cos 2xcos x — sin 2xsin x)cos 2x

P

= ((1 — 2sin? x)cos x — 2sin xcos xsin x)cos 2x = cos xcos 2x(1 — 4sin? x)

Poniewaz L = P dla kazdego x, zatem tozsamos¢ zostata wykazana.
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8.11. Wyznacz dziedzine funkcji f okreslonej wzorem:
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tg xlog(1 + cos x)
1-vx—1V5—x

f(x) =

Rozwigzanie:

Wzér okreslajgcy wartosci funkcji narzuca zestawione nizej ograniczenia.
1° Argument x funkcji tangens musi spetnia¢ warunek

x¢§+kn(kEZ)

2° Argument funkgcji logarytm musi byé dodatni, tzn. musi by¢
l1+cosx>0=>cosx>—-1=cosx#*—-1=>x+n+2kn(k€Z)
3° Liczba pierwiastkowana nie moze by¢ ujemna, zatem musi by¢
x—120i5-=x2>20, tzn. x>1ix<5
4° Mianownik nie moze zerowac sie, zatem musi by¢
A—-Vx—1DV5—x#0, tzn. x#2 ix#5

Koniunkcja powyzszych warunkéw daje dziedzine

pp=5)\f52mint =<1 u(32)uemu(in)u(ns).

8.12. Rozwigz rownanie:

(e gr)eos(e )=
sin | x 47'[ CoS| X 477.' —4

Rozwigzanie:
Korzystamy ze wzordw na sinus sumy i cosinus sumy katow:
.(+1) (+1 )_( n+ n)( /4 ) .n)_
sin|x 4 TT|JCOS| X 4 T ) = | SIn xXCoSs 4 COS XSIn 4 COS XCOosS 4 Sin xsin 7 =
2
_ <\/E 1 1 V2
B 4

7) - (sinx + cos x)(cosx — sinx) = > (cos? x —sin?x) = Ecos(Zx) =
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ok

Stad cos(2x) = ?

Z ostatniej rownosci otrzymujemy

1 1
2x = —Zn+2kn lub 2x =Zn+2k7r

gdzie k jest dowolng liczbg catkowita, a stad

1 1
x=—§7r+k7r lub x=§n+kn

przy dowolnej liczbie catkowitej k.

|sin 2x|

8.13.  Naszkicuj wykres funkcji y = o W przedziale < —2m, 2w >
[ ;apisz, dla ktérych liczb z tego przedziatu spetniona jest nieréwnosé
%
Rozwigzanie:
Rysujemy wykres funkcji y = sin 2x w przedziale (—2mx, 2m).

4+

i \/ /l \/. \/x

Wyznaczam dziedzine funkcji y = % isin2x # 0 dlax # %’T

Na podstawie wykresu y = sin 2x okresimy wzor funkcji:

_ |sin 2x| ={ 1 dla sin2x>0
sin 2x —1 dla sin2x<0

1 da x€ (—Zn, —37”> U (—n, —g) U (O, g) U (n, 377[)
3 T T 3
—1 dla xE(—7,—n>u(—§,0)U(i,n)u<7,2n)

Wykonujemy wykres tej funkgji i odczytujemy z wykresu rozwigzanie

y:
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Projekt ,,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan”.

Opracowanie wspotfinansowane przez Unie Europejska z Europejskiego Funduszu Spotecznego
w ramach Wielkopolskiego Regionalnego Programu Operacyjnego na lata 2014-2020



Fundusze
Europejskie
Program Regionalny

Rozwigzaniem nieréwnosci % < 0 jest zbiér:

xe (-2 -n)u(-2.0)u (G n)u (o 2n),

8.14. Dana jest funkcja f okreslona wzorem f(x) =
x € (0,m) U (m, 2m).
a) Naszkicuj wykres funkcji f.
b) Wyznacz miejsca zerowe funkgcji f.

sinx

Rozwigzanie:

Korzystamy z definicji wartosci bezwzglednej i zapisuje wzér funkcji f w postaci:

sin? x — sinx

sinx
x =
&) sin? x + sin x

dlasinx >0

- dlasinx <0
sinx
__(sinx —1dlasinx >0
f&) = {sinx +1dlasinx <0

Szkicujemy wykres funkcji w podanym zbiorze:
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Na podstawie wzoru wyznaczamy miejsca zerowe funkcji: f(x) = 0 dla x takich,

. . . . 3
ze sinx —1=0Ilubsinx+1 =0, czylidlax = % oraz x = 7”

8.15. Rozwigz rownanie cos 2x + 2 = 3cos x.

Rozwigzanie:

Wykorzystujgc wzor na cosinus podwojonego kata: cos 2x = 2cos? x — 1, przeksztatcamy
réwnanie do postaci, w ktorej wystepuje tylko jedna funkcja trygonometryczna
argumentu x :

(2cos?x—1) —3cosx+2=0

2cos?x —3cosx +1 = 0.

Wprowadzamy pomocniczg niewiadoma, np. t = cos x, gdzie t € (—1,1).
Otrzymujemy réwnanie kwadratowe 2t? — 3t + 1 = 0.

Rozwigzujemy rownanie kwadratowe, otrzymujac: t; = 1,t, = %
Rozwigzujemy réwnania cosx = 1i cosx = %

Zapisujemy rozwigzania réwnan:

x = 2km, gdzie k jest liczbg catkowita lub

x = % + 2km, gdzie k jest liczbg catkowita lub

x —g + 2km, gdzie k jest liczbg catkowita.
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IX. PLANIMETRIA

Cechy podobienstwa trojkatow:

b ! ! !
(BBB)%Zyzizaza,ﬁzﬁ,yzy c .
a b c
(KKK)a =a',B=B"yv=y =— = — a

a’:E c’

a b , , , C a
(BKB)Z = v=y =a=a.f=f5=—

A
Twierdzenia o bokach trojkata :
B
a+b>c
b+c>a Y
c+a>bhb
C
b
Lub @
a>|c—b|
b>|c—al
c>|b—al A
Twierdzenie sinusow
B a b c
; == = — = 2R
sina sinf siny
c R - promien okregu opisanego na danym
trojkacie
c b Twierdzenie cosinusow
. a? = b? + c? — 2bccos a

b? = a? + ¢ — 2accos B

c? = a® + b? — 2abcosy
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Wzory na pole trojkata

1 1 1
PAABC:E'a'hazz'b'hbzi-c-hc
po L] NS SO
AABC—Za smy—za c smﬁ—2 c-sina

1 _sinf -sin 1 _sina-sin 1 _sina-sin
PAABC:_a2 ‘B _y:—bzl—y:—czl—ﬁ

2 sina 2 sin 8 2 siny

abc

Paapc = IR Paapc = 2R? - sina - sinf - siny

Paapc =7TP Pasapc = \/P(P —a)(p—b)(p—o)

Zwigzki miarowe w tréjkgcie prostokgtnym
Zatézmy, ze kat y jest prosty. Woéwczas:

h? = |AD| - |DB|

Katy w okregu

Miara kata wpisanego w okrag jest rowna potowie miary kata
Ssrodkowego, opartego na tym samym fuku.

Miary katéw wpisanych w okrag, opartych na tym samym
tuku,
sg rowne.

Miary katéw wpisanych w okrag, opartych na tukach réwnych,
sg rowne.

Twierdzenie o kacie miedzy styczng i cieciwa

J
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Dany jest okrag o srodku w punkcie O i jego cieciwa AB. Prosta AC jest styczna do tego
okregu w punkcie A. Wtedy |4 AOB| = 2 - |4 CAB|, przy czym wybieramy ten z katéw
srodkowych AOB, ktory jest oparty na tuku znajdujgcym sie wewnatrz kata CAB.

Twierdzenie o odcinkach stycznych
Jezeli styczne do okregu w punktach A i B przecinajg sie
w punkcie P, to

|PA| = |PB]|

Twierdzenie o odcinkach siecznej i stycznej P

Dane sa: prosta przecinajgca okrgg w punktach A i B

oraz prosta styczna do tego okregu w punkcie C.

Jezeli proste te przecinajg sie w punkcie P, to 8

|PA| - |PB| = |PC|?

Okrag opisany na czworokgcie Na czworokgcie mozna opisac
okrag wtedy i tylko wtedy, gdy sumy miar jego przeciwlegtych
katéw wewnetrznych sg rowne 180° :

a+y=p+46=180°

Okrag wpisany w czworokgt W czworokat wypukty mozna wpisac C
okrag wtedy i tylko wtedy, gdy sumy diugosci jego przeciwlegtych
bokdw sg rowne:

at+c=b+d
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9.1. Dany jest okrag o srednicy AB i srodku S oraz dwa okregi o srednicach AS i BS.
Okrag o srodku M i promieniu r ma z kazdym z danych okregéw doktadnie jeden

punkt wspélny (zobacz rysunek). Wykaz, ze r = % |AB].

Rozwigzanie:

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku, niech ponadto ry oznacza promieh okregu
o $rodku w punkcie S i srednicy AB.
Wtedy |AB| = 2(]AK| + |LB|) oraz

1 1 1

TS == |AS| == E |AB|1|KS| == Z |AB| == Ers. /__.---,','I-’"'_h"‘-l"\---...x_
Trojkat KLM jest trojkgtem rownoramiennym, ktérego (/f ' \\\
podstawg jest odcinek KL. Punkt S jest srodkiem odcinka KL. /o

7
Zatem punkty K, S, M sg wierzchotkami trojkata prostokatnego, | f L
w ktérym |KS|? + |MS|?> = |[KM|? przy czym \ |
IMS| =S |AB| =7 =75 — 7 N

oraz \\ /,.

1 1
|KM| = 7|AB| +7 =275 +7

Stad mamy kolejno:

2 2
1 1 1 1
(Ers) +(s—1) = (Er5+r) Zr52+r52—2r5-r+r2 =Zr52+r5-r+r2 ¢ =3rg-r
. s 1 . 3
Po wykorzystaniu zaleznosci > |AB| = rg otrzymujemy: 1|ATB| =1
2

Zatemr = %|AB|, co konczy dowod.

9.2. W trapezie rownoramiennym ABCD, w ktérym AB||CD, dane sg AB = 84 ,
CD =36, BC= AD =40 . Oblicz promien okregu wpisanego w trojkat ABP,
gdzie P jest punktem przeciecia przekatnych tego trapezu.
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Rozwigzanie:
D C
(r
=
1 F E B
Wprowadzamy oznaczenia: |4 FAP| = 2a, |FG| = .
W trapezie rownoramiennym ABCD mamy:
|AB| +|CD| 84+ 36 |AB| — |CD| 84 —36
|AE| = = = 60 oraz |BE| = = =24

2 2 2 2

Stosujgc twierdzenie Pitagorasa w trojkgcie BEC, obliczamy wysoko$¢ CE trapezu
|CE| = /|BC|? — |BE|? = V1600 — 576 = 32
2 8

W trojkacie AEC mamy tg 2a = 2—0 =

Korzystajgc ze wzoru na tangens podwojonego kata, obliczamy kolejno:

2tga 8
1—tg2a 15
15tga = 4 — 4tga
4tg?a + 15tga —4 =0

A =289
o T15417 1
§¢="g T}

Ujemne rozwigzanie odrzucamy, bo « jest kgtem ostrym.
Obliczamy promien r okregu wpisanego w trojkat ABP :

1
r= |AF|-tga=42-Z=10,5

9.3. Dany jest taki czworokat wypukty ABCD, Zze okregi wpisane w tréjkaty ABC i ADC
sg styczne.
Wykaz, ze w czworokat ABCD mozna wpisac okrag.
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Rozwigzanie:

Aby wykazac, ze w czworokgt mozna wpisac okrag, trzeba pokazaé, ze sumy
przeciwlegtych bokéw sg sobie rowne.

Jezeli na rysunku zaznaczymy réwne odcinki fgczace wierzchotki czworokata z punktami
stycznosci odpowiednich okregow, to widzimy, ze obie sumy przeciwlegtych bokéw sg
rowne i wynoszg a+ b + ¢ + d.

9.4. Ramie AD trapezu ABCD (w ktorym AB || CD) przedtuzono do punktu E takiego,
ze |AE| = 3 - |AD|. Punkt M lezy na podstawie AB oraz |MB| = 4 - |AM|. Odcinek
ME przecina przekatng BDw punkcie P (zobacz rysunek).
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Udowodnij, ze |BP| = 6 - |PD|

Rozwigzanie:

Niech N oznacza punkt przeciecia odcinka EM z prostg DC.

Trojkgt AME jest podobny do tréjkata DNE (katy MAE i NDE sa rowne oraz katy AME
i DNE sg rowne, gdyz proste AB i DC sg rownolegte). Stad

|AM| _|DN|
|AE| ~ |DE|

ale |AE| = 3 - |AD|, wigc |DN| == - |AM|.
Tréjkat MBP jest podobny do tréjkata NDP (katy MBP i NDP sa rébwne oraz katy
BMP i DNP, gdyz proste AB i DC sa réwnolegle). Stad

|BP| _ |DP|
|BM| — |DN]|

4-|AM||DP| _ 4-|AM]|
IDN| 2lam|

ale [BM| = 4 - |AM|, wiec |BP| = -|DP| = 6 - |DP|.

To kohczy dowdd.
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9.5. Dany jest tréjkat prostokgtny ABC o kacie prostym przy wierzchotku C i obwodzie
rownym 2p. Na prostej AB obrano punkty D i E lezgce na zewnatrz odcinka AB
takie, ze |AD| = |AC| i |BE| = |BC| (zobacz rysunek).

E;

D
Wykaz, ze promien okregu opisanego na trojkacie ECD jest rowny pv/2.
Rozwigzanie:

Niech a = |4#BAC|, B = |4ABC| (zobacz rysunek).

~D
Katy CAD i CBE to katy przylegle odpowiednio do katéw BAC i ABC trojkata ABC, wiec

|& CAD| = 180° — a oraz | 4CBE| = 180° — 8
Tréjkaty CAD i CBE sa rébwnoramienne, wiec

180° - (180° —a) _« 180° — (180° — ) P

|4 DCA| > 2orazlzst| > >
Zatem miara kgta ECD jest rbwna
a B 1
|4 ECD| = |4 DCA| +90° + |8 ECB| = -+ 90° + 2= 90° + = (a + )

Stad
1
|4 ECD| = 90° + 5 (a + f) = 135°

Z twierdzenia sinuséw dla tréjkgta ECD wynika, ze

|ED| _9R
sing ECD
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gdzie R to promien okregu opisanego na trojkacie ECD. Poniewaz |ED|=a+b+c=2p
i sin £ECD = sin 135° = sin(180° — 45°) = sin 45° = g wiec 2R = 22

B

Stad R = pv/2, co konczy dowdd.

9.6. Dany jest tréjkat ABC i prosta k styczna w punkcie A do okregu opisanego na
tym tréjkgcie. Prosta BC przecina prostg k w punkcie P. Dlugosci odcinkéw
AC,BC i PB zostalty podane na rysunku.

Oblicz dlugosc¢ odcinka AB.

Rozwigzanie:

Niech S oznacza srodek okregu opisanego na tréjkacie ABC i niech a = |4 PAB|. Kat
PAS jest prosty, wiec |4 BAS| = 90° — a. Trojkat ABS jest rownoramienny, zatem

|4 ASB| = 180° — 2 - |4BAS| = 180° — 2 - (90° — a) = 2a

Z twierdzenia o kacie srodkowym i wpisanym opartych na tym samym tuku wynika, ze

1 1
|AACB| =§' |AASB| =§-2a’=a’

Oznaczmy
|AB| = x oraz |PA| =y
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Tréjkaty APB i CPA sa podobne, gdyz |4PAB| = |4PCA| i kat przy wierzchotku P
jest wspolnym katem tych trojkgtow.

str. 110

Zatem
|PA| _ |PB]
|[PC|  |PA|
y 17
26y
y2 =17-26
Stad
y =+17-26
Z podobienstwa trojkatow APB i CPA otrzymujemy tez
|AB| _ |CA]
|PA|  |PC|
X 12
y 26

12 12V17-26 1217
Zatem x = -2 = =
26 26 V26

9.7.  Dany jest tréjkat rownoramienny ABC, w ktorym |AC| = |BC|. Na ramieniu AC
tego trojkata wybrano punkt M(M += A i M # C), a na ramieniu BC wybrano punkt
N, w taki sposob, ze [AM| = |CN|. Przez punkty M i N poprowadzono proste
prostopadte do podstawy AB tego trojkata, ktdére wyznaczajg na niej punkty Si T.
Udowodnij, ze |ST| = 7 |AB.

Rozwigzanie:

Niech P bedzie srodkiem podstawy AB tego trojkgta. Oznaczmy tez x = |AM| = |CN|,
b = |AC| = |BC|,a = |AP], jak na rysunku.
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Poniewaz P jest spodkiem wysokosci trojkgta rownoramiennego, wiec |BP| = |AP| = a.
Tréjkaty ASM i APC sa podobne na mocy cechy kkk, poniewaz obydwa sg tréjkgtami
prostokgtnymi (odcinki SM i PC sa réwnolegte), a kat PAC jest katem wspdlnym obu
trojkatow. Stad wynika, ze

AS| _1APL P
|AM| ~ JAC|’ x b

Stad p = =~ Zatem |SP| = |AP| -p = a — -

Poniewaz NT || CP i kat CBP jest katem wspolnym, wiec na mocy cechy kkk trojkat BTN
jest podobny do trojkata BPC. Stad wynika, ze

|[BT| |BP| i |BT| a
— i — = =

BN Bel Y b—x " b

Stac |BT| = “2=2, wiec |PT| = |BP| — |BT| = ¢ — 202 = =02 — & 751em
ST = ISP+ 1PT] =a -+ =g = 2. 148
ISTI = ISPI +|PT| = a——+—=a =" |4B]

To kohczy dowdd.

9.8.  Punkt D lezy na boku AB trojkata ABC oraz |AC| = 16,|AD| = 6,|CD| = 14
i |IBC| = |BD|. Oblicz obwdd tréjkata ABC.

Rozwigzanie:

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Z twierdzenia cosinusow dla trojkata ADC otrzymujemy
142 =162 +62—-2-16-6-cosa
Stad

_162+62—142_1
COSE="""16-6 2
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Zatem a = 60°.
Z twierdzenia cosinusow dla trojkgta ABC otrzymujemy

str. 112

a? =16+ (a+6)>—2-16-(a+6) cosa

1
a2=256+az+12a+36—2-16-(a+6)-E

4a = 196
a =49

Obwad trojkata ABC jest rowny

Lypc = 164+ 6 +2-49 = 120

9.9. Dany jest tréjkat rwnoramienny ABC, w ktérym |AC| = |BC|=6, a punkt D jest
srodkiem podstawy AB. Okrag o srodku D jest styczny do prostej AC w punkcie
M. Punkt K lezy na boku AC, punkt L lezy na boku BC, odcinek KL jest styczny
do rozwazanego okregu oraz
|KC| = |LC|= 2 (zobacz rysunek).

.. AM 4
Wykaz, ze lam| _ 4
IMC| 5

Rozwigzanie:

Najpierw uzupetnimy rysunek.

Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa wnosimy, ze odcinek KL jest
réwnolegty do odcinka AB.

Oznaczmy $rodek odcinka KL przez P i niech |[CP| = x.

Trojkaty CKP i CAD sa podobne (cecha KKK) w skali 1:3. Wtedy |PD| = 2x i |MD| = 2x.

Tréjkaty CPK i CMD sg podobne (cecha KKK). Stad Iont = B2 czyj I = 2%
10

IcK| ~ |cD|’
Stad |PK| = 3, wigc |AM| = S oraz [MC| = 6 — 3 = .
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AM
Zatem laM| _
[MC|

To kohczy dowdd.

str. 113

4
5

oo

9.10.  Dany jest tréjkat prostokgtny ABC. Promien okregu wpisanego w ten trojkat jest
pie¢ razy krotszy od przeciwprostokagtnej tego trojkata. Oblicz sinus tego z katoéw
ostrych tréjkgta ABC, ktéry ma wiekszg miare.

Rozwigzanie:

Przyjmijmy nastepujgce oznaczenia:

a, b, c - dtugosci bokéw trojkata ABC,

a, B - miary katéw ostrych tréjkata

r - promieh okregu wpisanego w trojkat ABC.
(Zobacz rysunek).

Wtedy a2 4+ b2 = c2orazr = a+s_c.
Z warunkow zadania wynika, ze r = %c.
Zatem

c_a+b—c

5 2

2c =5a+ 5b —5¢c
b=-=c—
5 c a

Podstawiajgc otrzymana zaleznos¢ do réwnosci wynikajgcej z twierdzenia Pitagorasa,
otrzymujemy.

7 2
a2+(—C—a> = ¢?

5
14 24
2a? -5 ac +£c2 =0

25a%> —35ac +12¢? =0

Potraktujmy otrzymane réwnanie jak rownanie kwadratowe z niewiadomg a i
parametrem c. Otrzymujemy zatem

A = (—35¢)%2 — 4 —25—12¢% = 25¢?
_35c—5€ 3 35c+5c_4c

=—=cluba=

@ 50 5 50 5

3 7 3 4 4 7 4 3 .
Gdya=§c,towedyb =gC—Cc=:¢ agdya =G tob =gCc—:C =Ec.Wkazdym z
tych przypadkow otrzymujemy wiec taki sam tréjkat (z doktadnoscig do oznaczen).
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. ;. . . s 3 . 4
Bez straty ogdlnosci mozna przyjac, ze a = sCl b= ¢
Przy oznaczeniach z rysunku mamy

str. 114

sina—a—3c—3orazsinﬁ—
T e 5 5 -

Katy a i B sg ostre, wiec ten z nich ma wiekszg miare, dla ktdérego sinus przyjmuje
wieksza wartosc.
Zatem sinus wiekszego z kagtéw ostrych tréjkagta ABC jest réwny g -

ol

5
=—-C =
c

YRS

9.11. Dany jest tréjkat rownoboczny ABC. Na bokach AB i AC
wybrano punkty — odpowiednio — D i E takie, ze
|BD| = |AE| = ; |AB].
Odcinki CD i BE przecinajg sie w punkcie P (zobacz rysunek).
Wykaz, ze pole tréjkata DBP jest 21 razy mniejsze od pola E
trojkata ABC?

Rozwigzanie:

Przyjmijmy, ze Paapc = S, Papsp = Q. Paape =Y, Papcp = X,

W dalszym ciggu rozumowania bedziemy wielokrotnie korzysta¢

z faktu, ze stosunek pdl tréjkgtéw o wspdlnej wysokosci jest réwny c
stosunkowi dtugoéci podstaw, na ktére ta wysokos¢ jest

opuszczona.

1 2 1 2
Zatem Pypp =3, Pcpp = 55, Popc =35, Papc = 3 S-
Ponadto

PAPE=1 PDBP=

1
Py Py A D
Pepg 2 Papp 2

Otrzymalismy wiec uktad réwnan
(Q+x=1s
| 3
4 2Y +X = 25
3
lY + 30 = ! S
¢=3

Wyznaczajgc wielko$¢ X z pierwszego réwnania i wielkos¢ Y z trzeciego oraz wstawiajgc
wyznaczone wielkosci do rownania drugiego, otrzymujemy:
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2(15 3 )+(15 )—25
3 Q 3 Q 3

15—7
35 = Q
1
Q_21

To nalezato wykazac

9.12.  Czworokat ABCD jest wpisany w okrgg o promieniu R = 5v2. Przekatna BD tego
czworokata ma dtugos¢ 10. Katy wewnetrzne BAD i ADC czworokata ABCD sg

ostre, a iloczyn sinusow wszystkich jego katow wewnetrznych jest réwny Z
Oblicz miary katow wewnetrznych tego czworokata.

Rozwigzanie:
D

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. B\
\C

Korzystamy z twierdzenia sinusow, aby obliczyé miare A
kata BAD: wiec a = 45° 2\ B
Czworokat ABCD jest wpisany w okrag, wiec a + y = 180°,

skad y = 135°.

) . . . . . 3 .
Z warunkéw zadania sina - sin - siny - sing§ = 5 wiec

¥

3
sin45° - sin - sin135° - sin§ = 3 A

Z twierdzenia o czworokgcie wpisanym w okrgg mamy 8 + 6 = 180°, skad § = 180° — §
Wstawiajgc te zaleznoéc do réwnania z iloczynem sinusow, otrzymujemy kolejno

V2 V2 3
7' Si1’1(180o - 5) 7 sind = §
L s 6-sinéd =
2 sin Sino = 3

sin?§ =

B w

sind =

~| S

skad § = 60°. Zatem f = 180° — § = 120°
Katy wewnetrzne tego czworokata majg miary:
|ABAD| = 45°, |4BCD| = 135°,|4CDA| = 60°
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9.13.  Na przeciwprostokatnej AB trojkgta prostokatnego ABC ¢
zbudowano kwadrat ABDE (zobacz rysunek). Stosunek pola
trojkata do pola kwadratu jest réowny k. Wykaz, ze suma B
tangensow katow ostrych tego trojkata jest rowna %
Rozwigzanie:
E D
Przyjmijmy oznaczenia, jak na rysunku.
< ; . PaaBc _ o . %a_b _
Z warunkow zadania mamy: > = k, co zapisujemy: = k. C
ABDE
Wyznaczamy tangensy katéw ostrych trojkata ABC b a
tga:%’tgﬁzg 2 a - B B
i obliczamy ich sume:
w4t _a+b_a2+b2
gatigh= b a  ab
E D

Trojkat ABC jest prostokatny, wiec a? + b? = c¢? i otrzymujemy

2

c

tga +tgf =—

gattgh=—
Lab ab
Zaleznosci - = k wyznaczamy c?:c? = 7

Podstawiamy otrzymane wyrazenie do sumy tga + tg 8 i otrzymujemy:

5 ab
t +t IB—C_—E—i
BATWBP = 0p T ab 2k

To nalezato wykazac.

9.14. Podstawa AB trojkgta rownoramiennego ABC ma dtugos¢ 8 oraz |ABAC| = 30°.
Oblicz dtugos¢ srodkowej AD tego trojkata.

Rozwigzanie:

Z tresci zadania wynika, ze |[BD| = %|BC|i|z$ABC| = 30° oraz |BE| =4

c

307
B

A E
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Z trojkata prostokatnego BEC otrzymujemy: cos 30° = %
+_ 3 _2uppl=t
Zatemﬁ = Stad |BC| = ﬁ1|BD| =5

Obliczamy |AD| > 0, stosujgc twierdzenie cosinuséw dla tréjkata ABD.
|AD|? = |AB|? + |BD|? — 2|AB| - |BD| - cos 4 ABD

2_g2 4 (2 _9.g. 2.3
|AD|? = 8 +(ﬁ) 2-8-%-%
|AD|? = 64 + = —32 ==~

Stad |AD| = 4\E= V21
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str. 118

X. GEOMETRIA ANALITYCZNA

Dtugos¢ odcinka o koncach w punktach A = (x4,y4), B = (xg, yg) jest dana wzorem:

|AB| = /(xg — x0)% + (5 — ¥a)?

Wspoirzedne srodka odcinka AB :
(X5, ¥5) = (

Xq4+Xp Va +3’B)
2 ’ 2

Wspotrzedne wektora 4B :
AB = [xg — 24,8 — Yl

Jezeli U = [uy,u,], v = [vy, v,] sa wektorami, zas a jest liczba, to
U4V = [uy + vy,u,+v,]

a-u=[a -u,a- u,)

Prosta

Rownanie ogolne prostej: y
Ax+By+C=0 , ymm+b

gdzie A% + B? # 0 (tj. wspotczynniki 4, B nie sg rownoczesnie

rowne 0 ). a\ .

Jezeli A = 0, to prosta jest rownolegta do osi Ox; jezeli B = 0, 0 x

to prosta jest rownolegta do osi Oy; jezeli C = 0, to prosta przechodzi przez poczatek
uktadu wspotrzednych.
Jezeli prosta nie jest réwnolegta do osi Oy, to ma ona réwnanie kierunkowe:

y=ax+b
Liczba a to wspotczynnik kierunkowy prostej:

a=tga

Wspoditczynnik b wyznacza na osi Oy punkt, w ktérym dana prosta jg przecina.
Roéwnanie kierunkowe prostej o wspdétczynniku kierunkowym a, ktéra przechodzi przez

punkt P = (xo':)’o) .

y =a(x —xp) + ¥
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Rownanie prostej, ktéra przechodzi przez dwa dane punkty A = (x4,y4), B = (x5, V5) :

=y xg —x2) — (g —Ya)(x —x4) =0

Odlegtosc¢ punktu P = (x,, y,) od prostej o réwnaniu Ax + By + C = 0

est dana wzorem: d = ————
J A2+B2

Dwie proste o réwnaniach kierunkowych:

y=a1Xx+by; y=a,x+ b,
spetniajg jeden z nastepujgcych warunkdw:

e sgrownolegte, gdy a, = a,
e sg prostopadte, gdy a;a, = —1

e tworzakatostry p itgp = |ﬂ

1+aqa,

Dwie proste o réwnaniach ogolnych:
Aix+By+C,=04,x+B,y+(C, =0
e sgrownolegte, gdy A;B, — A,B; =0
e sg prostopadte, gdy A;4, + B;B, =0

A1By—A;B;

* tworzgkatostry g itge = |22

Odlegtosc¢ prostych réwnolegtych
Jesli dane sg réwnania prostych réwnolegtych

Ax+By+C, =0; Ax+By+(C, =0
gdzie A% + B? > 0, to odlegto$¢ d tych prostych wyraza sie wzorem

L la-cl
VAZ 1 BZ
Pole trojkata ABC o wierzchotkach A = (x4, v4), B = (x5,¥5),C = (x¢,yc), jest dane
wzorem:

1
Paagc = 2 |(xg — x4) Ve — ya) — (Vg — Ya) (xc — x4)|
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Srodek ciezkosci trojkgta ABC, czyli punkt przeciecia jego $rodkowych, ma wspétrzedne:

(xA +xp + x¢ }’A+}’B+3’c)
3 ’ 3

Przeksztatcenia geometryczne

przesuniecie o wektor u = [a, b] przeksztatca punkt A = (x,y) na punkt
A =((x+ay+b)

symetria wzgledem osi Ox przeksztatca punkt A = (x,y) na punkt A" = (x, —y)
symetria wzgledem osi Oy przeksztatca punkt A = (x,y) na punkt A" = (—x,y)

symetria wzgledem punktu (a, b) przeksztatca punkt A = (x,y) na punkt
A'=Q2a—-x,2b—-Yy)

jednoktadnos¢ o srodku w punkcie 0 i skali s # 0 przeksztatca punkt A na punkt A’ taki,
ze OA" = s - 04, a wiec, jesli 0 = (x, o), to jednoktadno$é ta przeksztatca punkt
A= (x,y) napunkt A" = (sx + (1 — s)xg,sy + (1 — 5)y,)

Roéwnanie okregu o srodku w punkcie S = (a, b) i promieniur > 0 :
(x—a)?+ @ —b)?=r?

lub x2+y%2—2ax —2by+c=0 gdy r2 =a?+b?>—c>
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PRZYKLADY

str. 121

10.1. Okrag jest styczny do osi Ox w punkcie A = (2,0). Punkt B = (—1,9) lezy na tym
okregu. Wyznacz réwnanie tego okregu.

Rozwigzanie:
Niech S = (a, b) bedzie srodkiem szukanego okregu. Poniewaz okrag ten jest styczny do
osi Ox w punkcie 4 = (2,0), wiec S = (2, b). Z definicji okregu wynika, ze |AS| = |BS|,
czyli

2-2)2+(bh-0>2=2+1)2%+(b-9)?
Stad

b®> =9+ b?>—-18b + 81
b=5

Zatem S = (2,5), a rébwnanie okregu ma posta¢ (x — 2)? + (y — 5)% = 25.

10.2. Punkty A = (1,1) i B = (6,2) sg wierzchotkami trojkgta ABC. Wysokosci trojkata
ABC przecinajg sie w punkcie M = (3,3). Oblicz pole tego tréjkata.

Rozwigzanie:

Wyznaczamy rOwnanie prostej AB, korzystajgc ze wzoru na réwnanie prostej
przechodzgcej przez dwa punkty: (y —1)(6-1)-2-1)(x-1)=0

50-1)—-(x-1)=0
50—-1)=x—-1

Zatem prosta AB ma réwnanie y = %x + g.
Wyznaczamy rOwnanie prostej prostopadtej do prostej AB, przechodzgcej przez punkt M

y=-5x+18
Wyznaczamy réwnanie prostej przechodzacej przez punkty A = (1,1) i M = (3,3) :

-DB-D-B-D(x—-1)=0
20— —-2x—1) =0

Zatem prosta AM ma réwnanie y = x.

Wspotczynnik kierunkowy prostej BC jest réwny a, = —1 i do prostej nalezy punkt B,
wiec rownanie prostej ma postaé y = —x + 8.
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Punkt C = (x,y) jest punktem wspolnym prostych CM i BC, wiec jego wspotrzedne
uiac uktad ré ,{y=—5x+18

wyznaczamy, rozwigzujgc uktad rownan y=—x+8

Zatem punkt C ma wspoétrzedne (2171)

Wyznaczamy pole tréjkata ABC.

Obliczamy dhugo$¢ odcinka AB: |AB| = /(6 — 1)2 + (2 — 1) = V/26.

Wyznaczamy odlegtos¢ h punktu C od prostej AB.

5 11
7-5-7+4 -2
h: =
V1?2 4 52 V26

3 1. h=1. L2 _ 2t
Wyznaczamy pole tréjkata ABC: P = > |AB|-h = > 26 N AR 10,5.

10.3.  Oblicz miare kata miedzy stycznymi do okregu x? + y? + 2x —2y —3 =0
poprowadzonymi przez punkt A = (2,0)

Rozwigzanie:

Przeksztatcamy rownanie okregu x2 + y? + 2x — 2y — 3 = 0 do postaci

(x+1)?%+(y—-1)2%=5.

Wyznaczamy wspétrzedne $rodka S i promien r tego okregu: S = (—=1,1),r = /5.

Stwierdzamy, ze prosta o rownaniu x = 2 nie jest styczna do okreu
x24+y2+2x—2y—-3=0

Zapisujemy rownanie kierunkowe prostej przechodzacej przez punkt A = (2,0) i stycznej

do okregu:

y=a(x—2)luby =ax —2alub ax —y — 2a = 0 w zaleznosci od parametru a

(gdzie a oznacza wspotczynnik kierunkowy prostej stycznej).

Wyznaczamy odlegto$é¢ srodka S okregu od prostej o rownaniu ax —y —2a =0 :

_|—a—-1-2al

d
va2+1
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Poniewaz promien okregu jest rowny odlegtosci $rodka okregu S od stycznej,
wiec otrzymujemy rownanie

str. 123

| —a—1-2aq|

-

Przeksztatcamy to rownanie

J5a2+5=|—-3a—1|
5a°2+5=9a%+6a+1
4a> +6a—4=0
rozwigzujemy réwnanie 2a°+3a—-2=0:
a; = —2 Iuba2=§
Z tego, ze a,, a, oznaczajg wspoétczynniki kierunkowe prostych stycznychia, - a, = —1

wynika, ze styczne sg do siebie prostopadte.
Stad miara kata miedzy stycznymi jest réwna 90°.

10.4.  Okrag o $rodku S = (3,2) lezy wewnagtrz okregu o rownaniu
(x —6)% + (y —8)? = 100 i jest do niego styczny.
Wyznacz rownanie prostej stycznej do obu tych okregow.

Rozwigzanie:

Srodkiem okregu o réwnaniu (x — 6)* + (y — 8)? = 100 jest punkt S; = (6,8), a promien
tego okregu jest rowny 10. Srodki S i S; okregdw lezg na prostej o rownaniu y = 2x — 4.
Szukana styczna jest prostopadta do tej prostej, wiec ma rownanie postaci y = — %x +b.
Odlegtosc¢ srodka S; = (6,8) od stycznej jest rowna 10 , zatem

1
|7-6+8—b|=1

() +v

11-b|=10 >
11-bl=10- |7

|11 — b| = 5V5

0

Stad 11— b =5v5Ilub 11 — b = —5v/5, czylib = 11 — 5vV5 lub b = 11 + 5V5.
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Otrzymujemy wiec dwie proste o rownaniach y = —%x + 11— 5v/5 oraz

str. 124

1
y=—§x+11+5\/§

Odlegtosc¢ srodka S od prostej o rownaniu y = —%x + 11 — 5v/5 jest réwna

|%'3+2+11—5\/§|=§\/§_10
2 5
(@) +1

Poniewaz §\/§ — 10 < 10, wiec ta prosta jest szukang styczna.

10.5. Dane sg okregi o réwnaniach x? + y> —12x — 8y + 43 =0
ix2+y%2—2ax+4y+a®>—-77=0.
Wyznacz wszystkie wartosci parametru a, dla ktorych te okregi majg doktadnie
jeden punkt wspdlny. Rozwaz wszystkie przypadki.

Rozwigzanie:

Okrag o rownaniu x2 + y? — 12x — 8y + 43 = 0 ma srodek punkcie S; = (6,4) i promien
r, = 3, a okragg o réwnaniu x2 + y% — 2ax + 4y + a®> — 77 = 0 ma $rodek w punkcie

S, = (a,—2) ipromienr, =9.

Poniewaz te okregi majg doktadnie jeden punkt wspdlny, wiec odlegtos¢ pomiedzy
srodkami okregow jest rowna sumie promieni lub réznicy promieni:

|S1S2] =11 + 15 lub [$1S,| =1, — 1y

Otrzymujemy zatem réwnania

J@—62+62=121ub /(a—6)*+62=6
Zatem
(a—6)2=108Iub (a—6)2=0

Rownanie (a — 6)2 = 108 ma dwa rozwigzania: a = 6(1 ++/3) oraz a = 6(1 — /3),
natomiast réwnanie (a — 6)? = 0 ma jedno rozwigzanie a = 6.

Zatem podane okregi sg styczne zewnetrznie dla a = 6(1 +/3) lub dla a = 6(1 — +/3),
natomiast sg okregami stycznymi wewnetrznie dla a = 6.

10.6.  Prosta o réwnaniu x+y-10=0 przecina okrgg o réwnaniu x?+y?-8x-6y+8=0
w punktach K'i L . Punkt S jest srodkiem cigciwy KL . Wyznacz réwnanie obrazu
tego okregu w jednokfadnosci o srodku S i skali k = -3.
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Rozwigzanie:

str. 125

Wyznaczamy wspétrzedne Srodka okregu oraz obliczamy promien tego okregu,
doprowadzajgc réwnanie okregu do postaci (x — 4)? + (y — 3)? = 17.

Stad odczytujemy, ze Srodkiem okregu jest punkt P = (4,3), a promien okregu jest rowny
r=+17.

Obliczamy wspotrzedne punktéw K i L rozwigzujgc uktad rownan:
{x2+y2—8x—6y+8=0

y=10—x

x24+ (10 —x)>—-8x—6(10—x)+8=10
y=10—x
x?—11x+24=0
y=10—x

x =13 8
y= 7|b{y 2

Zatem K = (3,7) i L = (8,2). Srodek cieciwy KL, ktéry jest $rodkiem jednoktadnosci
11 9
to punkt S = (— —)

272
Obrazem danego okregu w jednokfadnosci o srodku S i skali k = —3 jest

okrag o promieniu R = 3v/17 oraz $rodku P’ = (a, b) takim, ze SP’ = —3 - SP.
Otrzymujemy rownos$¢:
[ b——] -3. [4——3——]

Zatem

-5 0-3= 3
astada=10ib =9
Szukany okrgg ma réwnanie (x — 10)2 + (y — 9)? = 153.

10.7.  Prosta przechodzgca przez punkty A = (8, -6) i B = (5, 15) jest styczna do
okregu o srodku w punkcie 0 = (0, 0). Oblicz promien tego okregu i wspétrzedne
punktu stycznosci tego okregu z prostg AB.

Rozwigzanie:

Wyznaczamy réwnanie prostej AB.
Niech y = ax + b bedzie réwnaniem kierunkowym prostej AB.
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Punkty A i B lezg na tej prostej, wiec:

str. 126

—6=8a+bil5=5a+b

Stada=—7ib = 50.

Prosta AB ma réwnanie:w postaci kierunkowej: y = —7x + 50;
w postaci ogolnej: 7x + y — 50 = 0.
Obliczamy odlegtos¢ punktu O od prostej AB :

|7-04+0—50] 50 V55
= =+/50 = 5v2
V72 + 12 V50

Obliczona odlegto$é jest dtugoscig promienia okregu: d(0,AB) = r = 5v/2.
Przez P oznaczmy punkt stycznosci prostej AB do okregu.
Prosta OP przechodzi przez punkt O = (0,0) i jest prostopadta do prostej AB,

wiec ma réwnanie: y = %x.
Obliczamy wspotrzedne punktu P :

d(0,AB) =

1

y=-7x+50

Rozwigzaniem tego ukfadu jest para liczb x =7 iy = 1, wiec P = (7,1).

10.8.  Dany jest rownolegtobok, ktdrego boki zawierajg sie w prostych o rownaniach:
y=x+b,y=x+2b, y=b, y=2, gdzie liczba rzeczywista b spetnia warunki:
b #2ib#0. Wyznacz wszystkie wartosci parametru b, dla ktérych pole tego
réwnolegtoboku jest rowne 1.

Rozwigzanie:

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku (przyjeliSmy, ze b > 2 — w rozwigzaniu
korzystamy tylko z wtasnosci podanych w tresci zadania).

}"

Zb
p
b
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Zauwazmy, ze p = r oraz p = |2b — b| = |b|. Zauwazmy ponadto, ze q = |b — 2|.
Zatem pole P rownolegtoboku jest rowne P =r-q = |b| - |b — 2|

str. 127

Z warunkow zadania otrzymujemy |b - (b — 2)| = 1, stad

b-(b—2)=—-1lubb-(b—2)=1
b2—2b+1=01lub b2—2b—1=0

2 —24/2 24+ 22
(b—1)2=0 lub sz\/_lubb:T\/_

b=1lub b=1-+v2 lub b=1++2

Pole réwnolegtoboku jest réwne 1 tylko wtedy, gdy b € {1 —+/2;1;1 ++/2}.

10.9. W ukfadzie wspotrzednych rozwazmy wszystkie punkty P postaci:
P = (%m + %m) gdzie m € (—1,7). Oblicz najmniejszg i najwiekszg wartos$¢

PQ|?, gdzie @ = (53,0)

Rozwigzanie:

Wyznaczamy odlegtos¢ punktéw P i Q:
55 1 5\2 50 1_\?
P =\/(7—zm—z) +m* =\/(7‘5m) +m2.

Wyznaczamy wzor funkciji f opisujgcej wartosé |PQ|? :

50 1 \* 5
f(m) = (7 - Em) +m* = Z(m —20m + 500) dlam € (—1,7)
Obliczamy pierwszg wspotrzedng wierzchotka paraboli, ktéra jest wykresem funkcji f :
m, =(2-20):(2-3)=25:2=25-2=10

Poniewaz 10 ¢ (—1,7), wiec w tym przedziale funkcja f jest monotoniczna.
Zatem najwieksza i najmniejsza wartosc¢ funkcji f dla m € (—1,7) sg przyjmowane
dla argumentow, bedacych kohcami tego przedziatu.

f(=1) = 2(1+ 20 + 500) = 651,25
oraz f(7) =2 (49 — 140 + 500) = 511,25

Zatem najmniejsza i najwieksza warto$¢ |PQ|? to odpowiednio 511,25 oraz 651,25 .
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10.10.  Wierzchotki trojkata réwnobocznego ABC sg punktami paraboli
y = —x? + 6x. Punkt C jest jej wierzchotkiem, a bok AB jest rownolegty do osi Ox.
Sporzadz rysunek w uktadzie wspotrzednych i wyznacz wspotrzedne
wierzchotkow tego tréjkata.

str. 128

Rozwigzanie:

Aby sporzadzi¢ rysunek wyznaczamy wspétrzedne wierzchotka danej paraboli:
y = —x? + 6x = —(x — 3)? + 9, wiec wierzcholek paraboli ma wspolrzedne (3,9).
Wykonujemy rysunek ilustrujgcy tres¢ zadania:

o0

Tréjkat ABC jest rownoboczny, wiec kat BAC ma miare 60°. Wspotczynnik kierunkowy
prostej przechodzgcej przez punkty AiC jest wiec réwny tg 60° = /3.

Wyznaczamy réwnanie prostej AC :

prosta y = v3x + b przechodzi przez punkt C = (3,9), wiec wspotzzynnik b jest rowny
b=-3V3+09.

Prosta AC ma réwnanie: y = v3x — 3v3 + 9.

Aby wyznaczy¢ wspotrzedne punktu A rozwigzujemy ukfad rownan: {y - \/§9§ ; 2\5 +9
y=-Xx X

Rozwigzaniem réwnania sg liczby: x; = 3,x, = 3 — /3.

Wspdtrzedne punktdéw przeciecia prostej AC z parabola y = —x? + 6x

sg wiec nastepujgce: A(3 — /3, 6) oraz €(3,9) (wierzchotek paraboli)

Wspotrzedne punktu B wyznaczamy wykorzystujgc fakt, iz osig symetrii paraboli
y = —x? + 6x jest prosta x = 3.
Punkt B jest wiec obrazem punktu A w symetrii wzgledem tej prostej, czyli

B =(3+13,6).
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10.11.  Dany jest okrgg o rownaniu (x + 2)? + (y — 3)? = 4 oraz punkt 4 = (0, —1).
Prosta o réwnaniu x = 0 jest jedng ze stycznych do tego okregu przechodzacych
przez punkt A. Wyznacz rownanie drugiej stycznej do tego okregu,
przechodzgcej przez punkt A.

Rozwigzanie:

Zapisujemy réwnanie szukanej rodziny stycznych przechodzacej przez punkt
A= (0,-1).

y=ax—1llubax—-y—-1=0
Stwierdzamy, ze aby prosta k o rbwnaniu y = ax — 1 byfa styczna do danego okregu,

odlegto$¢ srodka okregu S(—2,—3) od prostej k musi by¢ rowna promieniowi okregu
d=r=2

Podstawiamy do wzoru

la-(=2)-3-1| _
a+1

2.
Obliczamy a = —%
Wyznaczamy rownanie szukanej stycznej y = — %x - 1.

10.12.  Punkty A = (=3,2) i C = (9,6) sa przeciwlegtymi wierzchotkami rombu o polu 40 .
Wyznacz wspotrzedne pozostatych wierzchotkow rombu.

Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek ilustrujgcy tres¢ zadania:

Obliczamy dtugo$¢ przekatnej AC

AC = /122 + 42 = /160 = 4V10.
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Drugg przekatna obliczamy korzystajgc ze wzoru na pole rombu.

str. 130

1
PABCD = EAC -BD

%-4@-30 = 40
Stad 40

BD=2m=2v10

Nastepnie liczymy dtugo$¢ boku rombu
AB = JAS? + BS§2 = /40 + 10 = /50

Szukamy teraz punktow, ktére sg odlegte od A i € 0+/50.

{J(x+3)2+(y—2)2=x/%
V& =9)?%+ (- 6)2 =50

(x+3)2+ (y—2)2=50
{(x—9)2+(y—6)2=50
x2+6x+9+y2—4y+4=50
{x2—18x+81+y2—12y+36=50
x2+6x+y2—4y—37=0
{x2—18x+y2—12y+67=0

Odejmujgc te rownania stronami otrzymujemy

24x+8y—104=0 = y = —3x + 13
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XI. STEREOMETRIA

Twierdzenie o trzech prostych prostopadtych

=

Prosta k przebija ptaszczyzne w punkcie P. Prosta [ jest rzutem prostokgtnym prostej k
na te plaszczyzne. Prosta m lezy na tej plaszczyznie i przechodzi przez punkt P.
Wowczas prosta m jest prostopadta do prostej k wtedy i tylko wtedy, gdy jest
prostopadta do prostej [.

Kat nachylenia prostej do ptaszczyzny

Rozpatrzmy ptaszczyzne p oraz prostg k, ktéra nie jest ani réwnolegta, ani prostopadta
do ptaszczyzny p. Katem nachylenia prostej k do ptaszczyzny p nazywamy kat ostry
miedzy tg prostg i jej rzutem prostokatnym [ na ptaszczyzne p.

k

Kat miedzy dwiema ptaszczyznami

Rozpatrzmy ptaszczyzny p i q, gdy te ptaszczyzny nie sg ani réwnolegte, ani
prostopadte.

Z dowolnego punktu P wybranego na krawedzi k tych ptaszczyzn (czyli na prostej,
wzdiuz ktorej przecinajg sie ptaszczyzny p i q ) prowadzimy w kazdej z tych ptaszczyzn
prostg prostopadtg do krawedzi k - oznaczmy te proste przez [ i m. Mniejszy z kgtow
utworzonych przez proste [ i m nazywamy kgtem nachylenia plaszczyzny p do
ptaszczyzny q
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Prostopadtoscian
P =2(ab + bc + ac)
V = abc
d=va+b+c
Graniastostup prosty
V=PF,-h

gdzie 2p jest obwodem podstawy graniastostupa

Ostrostup
V == —Pp . h
Walec
P, = 2nrh
P =2nr(r+ h)
V =nr?h

gdzie r jest promieniem podstawy, h - wysokos$cig walca

Stozek
P, = mrl
P=nr(r+1)
V= ! Zh
=3mr

gdzie r jest promieniem podstawy,
h - wysoko$cia,
l - dlugoscig tworzgcej stozka
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Kula
P = 4nr?
V= e
= 37'[7"

gdzie r jest promieniem kuli
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11.1. Podstawg ostrostupa ABCDS jest prostokat ABCD, w ktorym

|AB| = 1,|BC| = v/2. Wszystkie krawedzie boczne tego ostrostupa majg
dtugos¢ 1 . Wyznacz wartos¢ dowolnej funkcji trygonometrycznej kata miedzy
dwiema sgsiednimi Scianami bocznymi tego ostrostupa.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze trojkat CDS jest rbwnoboczny, a tréjkat BCS prostokatny. Rysujemy
ptaszczyzne, prostopadtg do krawedzi CS, w ktorej bedziemy liczy¢ miare kata miedzy
Scianami. Ptaszczyzna ta musi przechodzi¢ przez punkt D. W otrzymanym trojkgcie DFG
znamy diugosc¢ boku DF, poniewaz jest to wysokos¢ w tréjkgcie rownobocznym.

DF = 7
Z twierdzenia cosinuséw wyliczymy cos 4GFD Najpierw musimy ustali¢, gdzie na boku
BC lezy punkt G. Wiemy, ze odcinek GF jest prostopadty do krawedzi SC oraz FC = :

2
Jak wczesniej zauwazyliSmy AGCF = 45° (bo BCS jest rownoramiennym trojkgtem
prostokatnym). Zatem GCF jest rownoramiennym trojkatem prostokatnym, czyli

GF—FC—1
)

V2

Ponadto GC = Px wiec z trojkata prostokatnego GCD mamy

1 3
GD*=GC*+CD* =5 +1=>
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Stosujemy wiec twierdzenie cosinusow w tréjkacie GFD.

GD? = GF? + DF? — 2GF - DFcos«a

3_1.3 .1 V3
2—4 4 2 2COSO(
13
2— cosa
1 V3
cosa =——=——
V3 3
Stad
, 1 V6
sina =+y1—cos?a = 1_§=?
V6
H _ Sina __ 3 _
ostatecznie tga === VZ,
3

. . 3 3
a wiec sina :‘/?_, cosa = —g,tga =2

11.2.  Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny. Kat a jest katem miedzy
dwiema sasiednimi scianami bocznymi. Kat 8 jest katem przy podstawie
Sciany bocznej (tzn. katem miedzy krawedzig podstawy i krawedzig boczng
ostrostupa) - zobacz rysunek

Wykaz, ze cosa - tg2 g = —1
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Rozwigzanie:

Oznaczmy, tak jak na ponizszym rysunku: a - dlugos¢ krawedzi podstawy, h - wysokos$¢
Sciany bocznej poprowadzona z wierzchotka podstawy, ¢ - dtugos¢ odcinka lgczacego
wierzchotek podstawy ze spodkiem wysoko$ci h.

Na podstawie twierdzenia cosinusow mamy:
(av2)? = h* + h> = 2h - h - cosa
Stad

h? — a?

cosa = W2

Na podstawie twierdzenia Pitagorasa mamy
c2 = q2% — 2

Ponadto

h 2
tgf = .2 stagd wynika, ze tg? g = =

Obliczamy zatem

h?—a? h?> —(a®?-h%?) —c?

Thz ez c? T2

cosa-tg?p = =-1

To konhczy dowdd.

Projekt ,,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan”.

Opracowanie wspotfinansowane przez Unie Europejska z Europejskiego Funduszu Spotecznego
w ramach Wielkopolskiego Regionalnego Programu Operacyjnego na lata 2014-2020



SAMORZAD WOJEWODZTWA Unia Europejska
WIELKOPOLSKIEGO Europejski Fundusz Spoteczny

Fundusze
Europejskie
Program Regionalny

**

ok

str. 137

11.3.  Wysoko$¢ ostrostupa prawidlowego czworokatnego jest rowna h. Krawedz

boczna jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem a. Oblicz
objetosc¢ tego ostrostupa.

Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek zgodny z danymi

Jezeli oznaczymy dtugosc krawedzi podstawy ostrostupa przez a to odcinek AE ma

dtugo$¢ rowng potowie dtugosci przekatnej kwadratu ABCD, czyli AE = aT‘E
Z tréjkata prostokatnego AES mamy

2t

sg  c8a
AE = SEctga
aT\/E= hctg a
a=hV2ctga

Zatem objetos¢ ostrostupa jest rowna

2

1 1
=—2- =—-22 2 . —
% 3a h 3 hectga-h 3

h3ctg? a

11.4. W ostrostupie prawidiowym tréjkatnym krawedz podstawy ma dtugos¢ a.
Sciany boczne sg trojkatami ostrokgtnymi. Miara kata miedzy sgsiednimi
Scianami bocznymi jest réwna 2a. Wyznacz objeto$¢ tego ostrostupa.
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Rozwigzanie:

Wysokosc podstawy ostrostupa jest rowna h, = aTﬁ

Wyznaczamy wysokosc¢ FE tréjkata rownoramiennego ABE
|[FB| 24

teag =—— = , stad
8 =1gg| ~ m 4™

- 2tga

Wyznaczamy dtugo$¢ odcinka EC z twierdzenia Pitagorasa w tréjkacie FCE

_ 2 _ 02
x—hpm

2 4tg2a 2sina

a3 ? ( a )2_ 3tg?a—1 avidsin®a—1
2tga -4

Z podobienstwa tréjkagtow 0CS i ECF mamy

0S| |EF| . H m
ocl = 5er czyliz—=—
jocl ~ IEc| Ty
2 ay3 a_ a3
3T, acosa
Stad H= 2z = MEd 3 _
a4 avasinZ a—1 a4sinZ a—1 V3V4sin2 a—1
2sina 2sina

Wyznaczamy objeto$¢ ostrostupa:
1 a?v3 1 a?V/3 acos a 3 a3cosa
3 4 3 4 3BVasin2a—1 12V4sin2a—1
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11.5. W ostrostupie prawidtowym tréjkgtnym krawedz podstawy ma dtugosc a.
Plaszczyzna przechodzgca przez krawedz podstawy i sSrodek wysokosci tego
ostrostupa jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem o .

Wyznacz objetosc i pole powierzchni bocznej tego ostrostupa.

Rozwigzanie:

Wprowadzamy oznaczenia takie jak na rysunku.

W tréjkgcie rownobocznym ABC mamy:

av3 1 av3
|AB| = a,|CM| = —=, |0M] = 3 |CM| = —
Stad
a3 a3
0S| =|OM|-tga,czyli |OW|=2-|0S| =2 - —tga=—-tga
g y 6 g 3 g
1 a*3 a\/§t _a3t
T3 74 T3 ErTp e
Nastepnie
MW|? = |OM|? + 0W2—3az+3aZt2 —az+azt2 —a2(1+4t2)
IMW|" = [OM|" + [OW]" = ==+ ——tg"a = -+ —tgia =15 g a

a av3
|MW| = ﬁw/ 1 + 4tg2 a = T\/ 1 + 4tg2 a
i stad otrzymujemy

av3 a3

1
Pb=3-z'a'T-\/1+4tg2a= ‘y1+4tgla
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11.6. Dany jest szeScian ABCDEFGH (zobacz rysunek) s ¢
o krawedzi rownej 1 . Punkt Sjest srodkiem
krawedzi DH . Odcinek DWW jest wysokoscig
ostrostupa ACSD opuszczong z wierzchotka D na
Sciane ACS .

Oblicz dlugosci odcinkow AW, CW'i SW. b

Rozwigzanie:

taczymy punkty 4i S, Ai Coraz Ci S(zobacz rysunek). Niech 7"oznacza punkt
przeciecia przekatnych ACi BD podstawy tego szescianu.

H G

‘\‘H"

el bn

et T Ny
i P
.. LT,

Punkt S lezy na krawedzi DH , wiec AS = CS, a zatem tréjkat ACS, stanowigcy podstawe
ostrostupa ACSD, jest tréjkgtem rownoramiennym. Wynika stad, ze odcinek ST
jest wysokoscig tego tréjkagta. Dlugos¢ odcinka S7 obliczamy stosujgc twierdzenie
Pitagorasa do trojkata prostokgtnego 7DS':
2
1\? 2 3
|ST|? = |SD|?> + |DT|? = (5) + (g) , czyli |ST| = g

Zauwazamy, ze odcinek DW jest wysokoscia trojkagta prostokatnego 7D.S poprowadzong

do przeciwprostokatnej T'S. Dtugos¢ odcinka DW obliczymy zapisujac na dwa sposoby
pole trojkata 7DS:

-|IST| - |DW|

N| =

1
5°ISD| - ITD| =

NS
>

1
IDW| = 2

)
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Stad i z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do trojkgta prostokatnego SWD wynika,

Teraz zauwazamy, ze wysokos¢ ST trojkata rownoramiennego ACS jest zawarta w 0Si
symetrii tego tréjkata. Wynika stad, ze AW = CW. Dtugos¢ odcinka AW obliczamy
stosujgc twierdzenie Pitagorasa do tréjkgta prostokatnego ATW, w ktérym

V3 V3 V3
|TW| = |ST|—|SW|=7—?=?

Otrzymujemy zatem
V2 V3 5
2 _ 2 2 _ —
|[AW | = |AT|* + |TW| <2>+<3> G
skad

[AW| = |CW| =

O\|é|
o

Podsumowujgc, szukane odcinki majg dtugosci: |[AW| = |CW| = @ |SW| = g

11.7.  Kwadrat ABCD o boku diugosci 1 jest podstawg ostrostupa ABCDS . Odcinek
HS jest wysokoscig ostrostupa, przy czym punkt A dzieli przekatng AC
podstawy w stosunku 2 : 1 (zobacz rysunek). Krawedzie boczne BSi DS majg
dtugosc rowng 1 . Oblicz objetosé tego ostrostupa oraz dtugosci krawedzi
ASi CS.
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Rozwigzanie:
Niech T oznacza punkt przeciecia przekatnych AC i BD podstawy ostrostupa
(zobacz rysunek).
Poniewaz |AC| = vZ, wigc |CH| =2 oraz [HT| = 22— = 2 Trojkat BSD jest
réwnoramiennym tréjkgtem prostokatnym dlatego ze jego ramiona majg dtugosci
|BS| = |DS| = 1, a podstawa |BD| = /2. Stad wynika, ze |ST| = Obllczamy zatem

wysokos¢ HStego ostrostupa, stosujgc twierdzenie Pitagorasa do trojkata SHT:

1 1 4 o
|HS|? = |ST|* — |HT|* = ST 18" 9 skad wynika, ze |HS| = =

Objetos¢ V tego ostrostupa jest zatem réwna:

Pozostaje obliczy¢ jeszcze dtugosci krawedzi bocznych AS i CS. Z twierdzenia
Pitagorasa zastosowanego dwukrotnie, najpierw do trojkata AHS, otrzymujemy

2
242 2% 4 2v/3
|AS|? = |AH|? + |HS|? = <T> +(§) =§,Wiec |AS| =

natomiast do trojkgta CHS

V2o 2\ 2
ICS|2 = |CH|? + |HS|? = (3) +(§) = 5, skad [CS| =~

Rozwazany ostrostup nie jest prawidtowy, a wszystkie sciany boczne tego ostrostupa
sg tréjkgtami rownoramiennymi.
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11.8. Dany jest szeScian ABCDEFGH (zobacz rysunek), p 9
ktérego krawedz ma diugosé 15. Punkty Q i R dzielg ! "o
krawedzie HG i FG w stosunku 2: 1, to znaczy , ! .
|[HQ| = |FR| = 10. Plaszczyzna AQR przecina e
krawedzie DH i BF odpowiednio w punktach P i S.
Oblicz dtugosci odcinkéw DP i BS. A *

Rozwigzanie:

Rysujemy przekatne AC, BD, EG oraz fgczymy punkty P i S. Oznaczmy kolejno:
W — $rodek odcinka PS,

W, — punkt przeciecia przekatnych AC i BD,

T — srodek odcinka QR (zobacz rysunek).

Niech ponadto T; bedzie takim punktem przekatnej AC, ze GT = CT;.

¥

Zauwazamy, ze DP = BS co wynika, z symetrii wzgledem ptaszczyzny ACGE. Zatem
czworokat BSPD jest prostokgtem. Stad wynika, ze prosta przechodzaca przez srodki
bokéw tego prostokata - punkty W i W, - jest prostopadta do ptaszczyzny ABCD.
Ponadto, prosta przechodzgca przez punkty T i T; jest takze prostopadta do tej
ptaszczyzny. Zauwazamy,

ze punkty: A, W, W,,T i T; lezg w jednej plaszczyznie — jest nig ptaszczyzna ACGE.
Na mocy cechy kkk, trojkaty prostokatne AW, W i AT, T sa podobne, wiec mozemy
zapisac réwnosc¢

L = —lWW1| skad wynika, ze [WW,| = —lTTll 1AW ]
|AT,| — |AW,]’ ’ ! |ATy|
Poniewaz |TT,| = 15, |AW, | = %forazmm =15VZ — %ﬁ = %ﬁ wiec
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15. 152\/7
[WW,| = =9

252
2

Oczywiscie |DP| = |BS| = |[WW;| =9

11.9.

Dany jest graniastostup prawidtowy trojkatny ABCDEF.
Krawedz podstawy tego graniastostupa ma dtugosc¢ 4, a
wysokosc¢ graniastostupa jest rowna 6 (zobacz rysunek).

Oblicz sinus kata AFB.

Rozwigzanie:

Tréjkat ABF jest rownoramienny: |AF| = |BF]|.
Prowadzimy odcinek FM — wysokos¢ trojkgta ABF.

Trojkat CMF jest prostokatny i |[CM| = == = 2+/3. )
Stosujemy do trojkata CMF twierdzenie Pitagorasa i obliczamy
|[FM|: (2v3)% + 6% = |FM|?, stad |FM| = 4V/3

Obliczamy pole tréjkgta ABF:

Pragr

Obliczamy dtugos¢ odcinka AF:
|AF| = [|AC|? + |CF|? = V42 + 62 = 2V/13.

43

Unia Europejska
Europejski Fundusz Spoteczny

D

str. 144

2

i 1
=§-|AB|-|FM|=§-4-4\/§=8\/§

Obliczamy pole trojkgta ABF: Pysgr = %|AF|2 - sin |4AFB|
Paagr =75 (2V13)? - sin |$AFB| = 26sin |$AFB].
Z poréwnania pol trojkagta ABF otrzymujemy 26sin |A4FB| = 83 i obliczamy warto$é

43

sinusa: sin [4AFB| = —

13 °
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Xll. RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA

Wariacje z powtérzeniami — liczba sposoboéw, na ktére zn réznych elementéw mozna
utworzyé cigg, sktadajgcy sie z k niekoniecznie r6znych wyrazdw, jest rowna n*.

Wariacje bez powtérzen — liczba sposobéw, na ktére zn réoznych elementéw mozna
utworzyc cigg, sktadajacy sie zk(1 < k < n) réznych wyrazéw, jest rowna
n!

Permutacje — liczba sposobéw, na ktore n(n > 1) réznych elementéw mozna ustawi¢ w
ciag, jest réwna n!.

Kombinacje — liczba sposobdw, na ktére sposrod n roznyych elementdéw mozna
. A . n
wybra¢ k(0 < k < n) elementdw, jest rowna (k)

Wiasnosci prawdopodobienstwa

0<P(A) <1 dlakazdego zdarzenia A c ()

P(Q) =1 Q — zdarzenie pewne

P(@®)=0 @ — zdarzenie niemozliwe (pusty podzbior Q )
P(A)<P(B), gdyAcBcQ

P(A") =1 - P(A), gdzie A’ oznacza zdarzenie przeciwne do zdarzenia A
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(An B), dla dowolnych zdarzen A,B c Q
P(AUB) < P(A) + P(B), dla dowolnych zdarzen A4,B c Q

Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

Niech Q bedzie skorniczonym zbiorem wszystkich zdarzen elementarnych. Jezeli
wszystkie zdarzenia jednoelementowe sa jednakowo prawdopodobne, to
prawdopodobienstwo zdarzenia A c Q jest rébwne

gdzie |A| oznacza liczbe elementow zbioru 4, zas || - liczbe elementow zbioru Q.
Prawdopodobiehstwo warunkowe

Niech 4, B bedg zdarzeniami losowymi zawartymi w Q, przy czym P(B) > 0.
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Prawdopodobienstwem warunkowym P (A | B) nazywamy liczbe
P(A| B) = P(ANB)

Twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym
Jezeli zdarzenia losowe By, B,, ..., B,, zawarte w () spetniajg warunki:

1 By,B,, .., B, sg paramirozigczne, tzn. B;nB; =@ dlai # j,1<i<n1<j<n,
2 BjUB,U..UB, =Q
3 P(B)>0dlal<i<n,
to dla kazdego zdarzenia losowego A zawartego w Q zachodzi rownosé
P(A) =P(A|By)-P(By)+P(AI|By) -P(B,)+--+P(AI| B, P(B,)
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PRZYKLADY

str. 147

12.1.  Niech 4, B bedg zdarzeniami losowymi zawartymi w Q. Wykaz, ze jezeli
P(AnB) = P(A)P(B),to P(ANB') = P(A)P(B").
B' oznacza zdarzenie przeciwne do zdarzenia B.

Rozwigzanie:

P(ANB') = P(A) — P(AN B) = P(A) — P(A)P(B) = P(A)(1 — P(B)) = P(A)P(B")

12.2.  Uczniowie dojezdzajgcy do szkoty zaobserwowali, ze spdznienie autobusu
zalezy od tego, ktory z trzech kierowcOw prowadzi autobus. Przeprowadzili
badania statystyczne i obliczyli, ze w przypadku, gdy autobus prowadzi
kierowca A, spdznienie zdarza sie w 5% jego kursow, gdy prowadzi kierowca B
w 20% jego kursow, a gdy prowadzi kierowca C w 50% jego kurséw. W ciggu
5-dniowego tygodnia nauki dwa razy prowadzi autobus kierowca A, dwa razy
kierowca B i jeden raz kierowca C. Oblicz prawdopodobienstwo spdznienia sie
szkolnego autobusu w losowo wybrany dzien nauki.

Rozwigzanie:

Wprowadzam nastepujgce oznaczenia zdarzen:
A-autobus prowadzi kierowca A, 5 |
B - autobus prowadzi kierowca B, 5 2 NG
C - autobus prowadzi kierowca C, 5
S-autobus szkolny spéznia sie,
A B C

M-autobus przyjezdza punktualnie.
Zdarzenia A, B, C spetniajg zatozenia twierdzenia /\19 , 4 )
a !

w
|
o

o prawdopodobienstwie catkowitym, wiec: 20
P(S)=P(SI1A)-P(A)+P(SIB)-P(B)+P(S1C)-P(C) 5 M S M S
Obliczamy prawdopodobienstwo:

1

=+
0

ull N
ul|
Ul DN
+
N| =
ul| —
ul|

12.3.  Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w trzech rzutach symetryczng szescienng
kostkg do gry suma kwadratow liczb uzyskanych oczek bedzie podzielna przez 3.
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Rozwigzanie:

str. 148

Zdarzeniami elementarnymi sg trzywyrazowe ciggi o wartosciach w zbiorze
szescioelementowym. Mamy model klasyczny. |Q| = 63 = 216.
Reszta z dzielenia kwadratu liczby catkowitej przez 3 moze by¢ rowna O lub 1 .
Suma kwadratoéw trzech liczb bedzie podzielna przez 3 wtedy, gdy kazdy z nich bedzie
podzielny przez 3 albo gdy reszta z dzielenia kazdego z nich przez 3 bedzie rowna 1 .
Kwadraty liczb 3 i 6 sg liczbami podzielnymi przez 3.
Kwadraty liczb 1,2,4 i 5 dajg z dzielenia przez 3 reszte 1 .
|A| mozemy oblicza¢ nastepujgco:
| sposéb
ciagi o wartosciach ze zbioru {3,6} — jest ich 23 = 8,
ciggi o wartosciach ze zbioru {1,2,4,5} — jest ich 43 = 64,
czyli |A| =23 +43 =72
Il sposéb
ciggi state — jestich 6,
ciagi, w ktérych wystepujg dwie liczby ze zbioru {3,6} — jestich 2 -3 = 6,
ciagi, w ktérych wystepujg dwie liczby ze zbioru {1,2,4,5} — jestich 4 - 3 - 3 = 36,
ciggi réznowartosciowe o wartosciach ze zbioru {1,2,4,5} — jestich 4 -3 -2 = 24,
czyli |A] =6+ 6 + 36+ 24 = 72,
Il sposbb
ciagi, w ktérych wystepujg liczby dajgce te sama reszte przy dzieleniu przez 3 -
jestich 3-23 =24
ciagi, w ktérych wystepujg dwie liczby dajgce przy dzieleniu przez 3 reszte 1 i jedna
liczba dajgca przy dzieleniu przez 3 reszte 2— - jestich 3 - 2 - 22 = 24,
ciagi, w ktérych wystepujg dwie liczby dajgce przy dzieleniu przez 3 reszte 2 i jedna
liczba dajgca przy dzieleniu przez 3 reszte 1 — jestich 3 -2 - 22 = 24,
czyli |A| = 24 + 24 + 24 = 72,

72 1

12.4.  Wybieramy losowo jedng liczbe ze zbioru {1,2,3} i gdy otrzymamy liczbe n,
to rzucamy n razy symetryczng moneta. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania
€O najmniej jednego orta.

Rozwigzanie:

Wprowadzamy oznaczenia dla zdarzen:

B; - wylosujemy liczbe 1,

B, - wylosujemy liczbe 2,

B3 - wylosujemy liczbe 3

A-otrzymamy co najmniej jednego orta.

Zdarzenia By, B, i B3 spetniajg zatozenia twierdzenia o prawdopodobienstwie
catkowitym, poniewaz
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B1U82UB3:Q; BlnBz:BlnB3:anB3:®;P(Bl):P(Bz):P(B3):§>O

str. 149

Stosujgc twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym do zdarzenia A, otrzymujemy
P(A) =P(A | By)P(By) + P(A| B,)P(B,) + P(A | B3)P(B3)

Poniewaz P(A | B;) = 3,P(A | B,) =2, P(A | By) = 7, wiec

+7 117
8 3

P(A) =P(A| B)P(By) + P(A| By)P(B;) + P(A| B3)P(B3) = +

24

N| -
[SSHI
o w
[SSHI

Zatem prawdopodobienstwo otrzymania co najmniej jednego orta jest rowne g.

Uwaga
Mozna rozwiaza¢ zadanie za pomoca drzewa.

12.5. Dane sg dwa pojemniki. W pierwszym z nich znajduje sie 9 kul: 4 biate, 3 czarne
i 2 zielone. W drugim pojemniku jest 6 kul: 2 biate, 3 czarne i 1 zielona.
Z kazdego pojemnika losujemy po jednej kuli. Oblicz prawdopodobienstwo
wylosowania dwoch kul tego samego koloru.

Rozwigzanie:
Za zdarzenia elementarne przyjmijmy pary wylosowanych kul, czyli
Q] =9-6 =54

Dwie kule biate mozemy wylosowac na 4 - 2, dwie czarne na 3 - 3, a dwie zielone
na 2 - 1 sposobéw. Daje to w sumie

8+9+2=19

zdarzeh sprzyjajgcych i prawdopodobienstwo wynosi g.

12.6.  Niech 4, B bedg zdarzeniami losowymi zawartymi w Q. Wykaz, ze jezeli
P(A) =0,7iP(B)=0,8,t0 P(A| B) = 0,625.
P(A | B) oznacza prawdopodobienstwo warunkowe.

Rozwigzanie:

P(ANB)
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Wykazemy najpierw, ze jezeli P(A) = 0,71 P(B) =0,8,to P(ANB) = 0,5.
Wiemy, ze P(AUB) = P(A)+ P(B)—P(AnB)oraz P(AUB) < 1.

str. 150

Mamy wiec: 1 > P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B), stad P(AN B) = P(A) + P(B) — 1,
czyli P(ANnB) = 0,5.

Stad P(4 | B) = 2408 5 05

P(B) — 08 0,625

12.7. Doswiadczenie losowe polega na tym, ze losujemy jednoczesnie dwie liczby
ze zbioru {1,2,3, ...,12,13}. Oblicz prawdopodobienstwo warunkowe, ze wsréd
wylosowanych liczb bedzie liczba 8, pod warunkiem, ze suma wylosowanych
liczb bedzie nieparzysta.

Rozwigzanie:

Zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie dwuelementowe podzbiory (pary
nieuporzgdkowane, kombinacje) zbioru {1,2,3, ...,12,13}. Jest to model klasyczny.
Wprowadzamy oznaczenia:

A - wérdd wylosowanych liczb bedzie liczba 8,

B - suma wylosowanych liczb bedzie nieparzysta.

Mamy obliczy¢ P(A | B) = Pl(:zgf) _ lAugfl'

Zdarzeniu B sprzyjajg kombinacje ztozone z jednej liczby nieparzystej i jednej parzyste;j,
|IB|=7-6=42

Zdarzeniu A N B sprzyjajg kombinacje ztozone z liczby 8 i jednej liczby nieparzystej,
|JANB|=1-7=7,
stad
P(A|B) = 4 = !
@B =233
Zatem prawdopodobienstwo, ze wérdd wylosowanych liczb bedzie liczba 8,
pod warunkiem, ze suma wylosowanych liczb bedzie nieparzysta, jest rowne %

12.8.  Oblicz, ile jest wszystkich liczb osmiocyfrowych, ktdrych iloczyn cyfr jest
rowny 24

Rozwigzanie:

Rozktadamy liczbe 24 na czynniki pierwsze 24 =3-2-2 - 2.
Mamy wiec pie¢, parami wykluczajgcych sie mozliwosci, w ktorych iloczyn cyfr liczby
osmiocyfrowej jest rowny 24 :
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1 WSsrdd cyfr tej liczby sg trzy dwdjki, jedna trojka i cztery jedynki
(24=3-2-2-2-1-1-1-1). Liczbe takich liczb mozna obliczy¢ na przyktad tak:

str. 151

e 8- (;) = 280 - wybieramy jedno miejsce z osmiu dla tréjki a nastepnie trzy

miejsca z pozostatych siedmiu dla dwgjki
albo tak:

° (2) .4 = 280 - wybieramy cztery miejsca dla cyfr roznych od jedynki, a nastepnie

sposréd nich wybieramy miejsce dla tréjki, albo tak:

° 3?—;, = 280 - ustawiamy na wszystkie mozliwe sposoby cyfry liczby 32221111.

2 Wsrad cyfr tej liczby sa tréjka, czworka, dwojka i piec jedynek
(24=3:4-2-1-1-1-1-1).
Liczbe takich liczb mozna obliczy¢ na przyktad tak:

e 8:7-6 =336 -wybieramy miejsca dla cyfr: trzy, cztery, dwa albo tak:

° (g) - 31 = 336 - wybieramy trzy miejsca dla cyfr: trzy, cztery, dwa, nastepnie

przestawiamy te cyfry miedzy sobg,
albo tak:

o i—: = 336 - ustawiamy na wszystkie mozliwe sposoby cyfry liczby 32411111 .

3 Wsrdd cyfr tej liczby sa tréjka, ésemka i szesé jedynek
(24=3-8-1-1-1-1-1-1).
Liczbe takich liczb mozna obliczy¢ na przyktad tak:

e 8:-7 =56 -wybieramy miejsce dla trojki i z pozostatych dla ésemki albo tak:

. (g) -2 = 56 - wybieramy dwa miejsca z odmiu dla trojki i 6semki, nastepnie

wybieramy miejsce dla kazdej z nich, albo tak:

o Z_56- ustawiamy na wszystkie mozliwe sposoby cyfry liczby 38111111 .

6!

4  Wsrdd cyfr tej liczby sg szostka, czworka i szes¢ jedynek
(24=6-4-1-1-1-1-1-1).
Liczbe takich liczb mozna obliczy¢ na przyklad tak:

e 8.7 = 56 - wybieramy miejsce dla szostki i czworki albo tak:

. (g) -2 = 56 - wybieramy dwa miejsca z osmiu dla szodstki i czworki, nastepnie

wybieramy miejsce dla kazdej z nich, albo tak:

o E—: = 56 - ustawiamy na wszystkie mozliwe sposoby cyfry liczby 64111111 .

5 Wsrdd cyfr tej liczby sg dwie dwojki, jedna szdstka i pie¢ jedynek
(24=6-2-2-1-1-1-1-1).
Liczbe takich liczb mozna obliczy¢ na przyktad tak:
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. (Z) = 168 - wybieramy miejsce dla szdstki, nastepnie dwa miejsca z siedmiu dla

dwdjek, albo tak:

(g’) -3 = 168 - wybieramy trzy miejsca z o$miu dla széstki i dwoch dwojek,
nastepnie sposrod nich wybieramy miejsce dla széstki, albo tak:

2?—;' = 168 - ustawiamy na wszystkie mozliwe sposoby cyfry liczby 62211111 .

Zatem wszystkich liczb o$miocyfrowych, ktorych iloczyn cyfr jest rowny 24, jest

280+ 336 + 56 + 56 + 168 = 896

Oblicz, ile jest wszystkich liczb stucyfrowych o sumie cyfr rbwnej 5, w zapisie
ktérych wystepuja tylko cyfry 0, 1, 3, 5.

Rozwigzanie:

Wszystkie liczby stucyfrowe o sumie cyfr rownej 5, w zapisie ktérych wystepujg tylko
cyfry 0,1,3,5 mozemy podzieli¢ na 4 grupy w zaleznosci od tego, jaka cyfra stoi na
pierwszym miejscu liczby:

1 Liczba 5000 ...000,w ktérej po cyfrze 5 nastepuje 99 zer. Jest jedna taka liczba.

2 Liczby postaci 3000 ...1...000 ...1...000, w ktérych po cyfrze 3 wystepuje 97 cyfr

0 i dwie cyfry 1, stojgce na dwéch miejscach wybranych z 99 mozliwych miejsc.
Jest (7)) =222 = 99 49 = 4851 takich liczb.

Liczby postaci 1000 ...3...000...1...000 lub 1000 ...1...000 ... 3 ... 000, w ktorych
po cyfrze 1 wystepuje 97 cyfr 0 oraz cyfry 1i 3 (w dowolnej kolejnosci), stojgce
na dwoch miejscach wybranych z 99 mozliwych miejsc. Jest 99.98 = 9702
takich liczb.

Liczby postaci 1000...1...000...1...000...1...000...1...000, w ktérych po cyfrze
1 wystepuje 95 cyfr 0 i cztery cyfry 1, stojgce na czterech miejscach wybranych

— 29989796 _ 33.49.97.24 = 3764376

z 99 mozliwych miejsc. Jest (949) ”

takich liczb.

Zatem wszystkich liczb stucyfrowych o sumie cyfr rownej 5, w zapisie ktorych wystepujg
tylko cyfry 0,1,3,5, jest

1+ 4851+ 9702 + 3764376 = 3778930
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12.10. W urnie znajduje sie 20 kul: 9 biatych, 9 czerwonych i 2 zielone. Z tej urny
losujemy bez zwracania 3 kule. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia
polegajacego na tym, ze co najmniej dwie z wylosowanych kul sg tego
samego koloru.

Rozwigzanie:

230) — 1140.

Zdarzenie A polega na tym, ze co najmniej dwie z wylosowanych kul sg tego samego
koloru.
Ustalamy moc zdarzenia A:

9 11 9 11 2 18 9 11 9 11
|A|:(2)'(1)+(2)'(1)+(2)'(1)+(3)'(0)+(3)'(0)=978
Obliczamy szukane prawdopodobienstwo, korzystajgc z klasycznej definicji
prawdopodobienstwa:

Obliczymy moc zbioru wszystkich zdarzen elementarnych: |Q| = (

- _|A] 489 163
()_|Q|_570_190

12.11.  Z pewnej grupy osob, w ktorej jest dwa razy wiecej mezczyzn niz kobiet,
wybrano losowo dwuosobowg delegacje. Prawdopodobienstwo tego,
ze w delegacji znajdag sie tylko kobiety jest rowne 0,1 .
Obliczamy, ile kobiet i ilu mezczyzn jest w tej grupie.

Rozwigzanie:

Oznaczamy n-liczba kobiet, 2n-liczba mezczyznin > 2.

Zdarzeniem elementarnym jest kazdy dwuelementowy podzbiér zbioru
3n - elementowego.

Wyznaczamy moc zbioru wszystkich zdarzen elementarnych Q. :

|,Q,| _ (3271) _ 311(31; - 1)

A-zdarzenie polegajgce na tym, ze w delegacji znajduja sie tylko kobiety.
Wyznaczamy liczbe zdarzen elementarnych sprzyjajgcych zajsciu zdarzenia A:

_my _nn-1)
Al = (2) - 2
Obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia A:
-1
n(nz ) n—1

P(A) =

3n(3n—1) - 33n-1)
2
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Zapisujemy réwnanie wynikajgce z warunkow zadania:
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n—1 _ 1
33n—1) 10
10n—10=9n -3
n=7

W grupie jest 7 kobiet i 14 mezczyzn.

12.12.  Oblicz sume wszystkich liczb trzycyfrowych zapisanych wyfgcznie za pomocag
cyfr 1, 2i 3, wiedzgc, ze cyfry moga sie powtarzaé

Rozwigzanie:

Zauwazmy najpierw, ze istnieje tylko 27 liczb trzycyfrowych, ktérych cyfry sg wybrane
sposrod cyfr 1, 2§ 3. Pierwszg cyfre mozemy bowiem wybra¢ na 3 sposoby, drugg takze
na trzy sposoby (cyfry mogg sie powtarzac) i trzecig tez na trzy sposoby. Najkrétszy
sposob rozwigzania zadania polega zatem na wypisaniu i dodaniu (np. na kalkulatorze)
tych liczb. Oto one:

111 +112+ 113+ 121+ 122+ 123+ 131+ 132+ 133 = 1098

211+ 212 4+ 213 + 221 + 222 + 223 + 231 + 232 + 233 = 1998

311+ 312 + 313 + 321 + 322+ 323 + 331 + 332 + 333 = 2898

Suma wszystkich liczb jest rowna
1098 + 1998 + 2898 = 5994

Liczby te mozna fatwo dodac¢ bez uzywania kalkulatora. Zauwazmy, ze sumy liczb w
trzech wierszach sg réwne:

9-100+ (11 +12+13+21+22+23+31+32+33) =900+ 198 = 1098
9-200+(11+12+13+21+22+23+31+32+33)=1800+ 198 = 1998
9-300+(11+12+13+21+22+23+31+32+33)=2700+ 198 = 2898

Dodawanie
114+12+13+21+22+23+31+32+33 =198

moze by¢ wykonane w pamieci; pozostate dodawania mozna tatwo wykonac¢ tez w
pamieci lub pisemnie. Najwazniejsze bylo zauwazenie, ze we wszystkich dodawaniach
wystepowata ta sama suma liczb dwucyfrowych i zmieniaty sie tylko sumy setek.
Obliczajac sume wszystkich 27 liczb, kazdg z tych liczb zapiszemy w postaci

a-100+b-10+c¢
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i bedziemy oddzielnie dodawaé wielokrotnosci 100 , oddzielnie wielokrotno$ci

10 i wreszcie oddzielnie cyfry jednosci. Policzmy, w ilu liczbach jedynka wystepuje

na pierwszym miejscu (tzn. jako cyfra setek). Otéz na drugim miejscu mozemy postawi¢
jedna z trzech cyfr i na trzecim tez jedng z trzech cyfr. Zatem jedynka jest na pierwszym
miejscu w dziewieciu liczbach. W sumie wszystkich dwudziestu siedmiu liczb dziewie¢
razy wystgpi sktadnik 100 . Podobnie 9 razy wystapi skfadnik 200 i 9 razy wystgpi
sktadnik 300. Zatem sktadniki postaci a - 100 dadzg sume

str. 155

9-100+9-200+9-300=9-100-(1+2+3)=9-100-6 = 5400

Tak samo pokazujemy, ze kazda cyfra wystgpi 9 razy na drugim miejscu (tzn. jako cyfra
dziesigtek). Zatem skfadniki postaci b - 10 dadzg sume

9-10+9-20+9-30=9-10-(1+2+3)=9-10-6 =540

Wreszcie tak samo pokazujemy, ze kazda cyfra wystgpi 9 razy jako cyfra jednosci.
Suma cyfr jednosci jest zatem rowna

9:-14+49:24+49:3=9-(14+2+3)=9:-6=54
Suma wszystkich liczb wynosi zatem

5400 + 540 + 54 = 5994

12.13.  Rozpatrujemy wszystkie liczby naturalne dziesieciocyfrowe, w zapisie ktérych
moga wystepowac wytgcznie cyfry 1, 2, 3, przy czym cyfra 1 wystepuje doktadnie
trzy razy. Uzasadnij, ze takich liczb jest 15 360.

Rozwigzanie:

Rozpatrzymy trzy roztgczne przypadki, w zaleznosci od tego, jaka cyfra zostata zapisana
na pierwszym miejscu.

—.Jezeli na pierwszym miejscu jest cyfra 1, to miejsce dla pozostatych dwdch jedynek
9

2
lub cyfre 3 w dowolnym porzadku na 27 sposobdw. Stosujemy regute mnozenia

i otrzymujemy

wybieramy na ( ) sposobow, na pozostalych siedmiu miejscach rozmieszczamy cyfre 2

1-(2)-27=36-128=4608

liczb dziesieciocyfrowych, ktére mozna zapisa¢ za pomocg cyfr 1,2,3, w ktérych zapisie

cyfra 1 wystepuje w doktadnie trzy razy, przy czym na pierwszym miejscu jest cyfra 1.
—. jezeli na pierwszym miejscu jest cyfra 2, to miejsce dla trzech jedynek wybieramy
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na (2) sposobow, na pozostatych szesciu miejscach rozmieszczamy cyfre 2 lub cyfre 3
w dowolnym porzadku na 2° sposobow. Stosujemy regute mnozenia i otrzymujemy

1'(2)-26=84-64=5376

liczb dziesieciocyfrowych, ktdre mozna zapisa¢ za pomocg cyfr 1,2,3, w ktérych zapisie
cyfra 1 wystepuje w doktadnie trzy razy, przy czym na pierwszym miejscu jest cyfra 2 .
—. (rozumowanie analogiczne jak w p. 2.). Jezeli na pierwszym miejscu jest cyfra 3,

to miejsce dla trzech jedynek wybieramy na (g) sposobow, na pozostatych szesciu

miejscach rozmieszczamy cyfre 2 lub cyfre 3 w dowolnym porzgdku na 2° sposobow.
Stosujemy regute mnozenia i otrzymujemy

(2).26 —=g4.64 =
1 (3) 26 =84 - 64 = 5376
liczb dziesieciocyfrowych, ktére mozna zapisa¢ za pomocg cyfr 1,2,3, w zapisie ktérych
cyfra 1 wystepuje w doktadnie trzy razy, przy czym na pierwszym miejscu jest cyfra 3.
Sumujemy liczby powstate w kazdym z trzech przypadkow i otrzymujemy:

4608 + 2 - 5376 = 15360

12.14. Oblicz, ile jest wszystkich liczb siedmiocyfrowych, w zapisie ktérych
nie wystepuje zero i na doktadnie dwdch miejscach stojg cyfry parzyste.

Rozwigzanie:

Rozwigzanie zadania sktada sie z trzech krokéw. W kroku pierwszym obliczamy, na ile
sposobow mozna wybra¢ dwa miejsca (sposrod siedmiu), na ktérych stojg cyfry parzyste.
Ten krok mozemy wykonaé czterema sposobami.

Mozemy skorzystac¢ ze wzoru na liczbe dwuelementowych kombinacji ze zbioru

siedmioelementowego; wyraza sie ona wspétczynnikiem dwumianowym (Z)

Ten wspotczynnik mozemy odczytaé z trojkata Pascala lub obliczy¢ ze wzoru

!
(7::) “ (r:Ln— n)!

Mamy zatem

(7)_ 7! _ 7! _675'_67_3 7 =21
2/ " 21(7-2) 2151 2151 2 h

W kroku drugim obliczamy, na ile sposobéw mozemy na miejscach wybranych dla cyfr
parzystych i nieparzystych napisac te cyfry. Skorzystamy dwukrotnie z reguty mnozenia.
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Najpierw na wybranych dwdch miejscach ustawiamy cyfry parzyste. Poniewaz w zapisie
liczby nie wystepuje zero, wiec na kazdym miejscu mamy do wyboru cztery cyfry:
2,4,6,8. Mamy zatem 42 = 16 sposobow zapisania cyfr parzystych na wybranych
miejscach. Wreszcie na kazdym z pozostatych pieciu miejsc zapisujemy jedng z pieciu
cyfr nieparzystych: 1,3,5, 7, 9. Mamy zatem 5° = 3125 sposobow zapisania cyfr
nieparzystych na pozostalych miejscach.

W kroku trzecim obliczamy, ile jest liczb siedmiocyfrowych spetniajgcych warunki
opisane w zadaniu. Korzystamy jeszcze raz z regulty mnozenia i otrzymujemy

21-4%.55=21-16-3125 = 1050000 liczb.

12.15. Rozwazamy wszystkie liczby naturalne pieciocyfrowe zapisane przy uzyciu cyfr
1,3,5,7,9, bez powtarzania jakiejkolwiek cyfry. Oblicz sume wszystkich takich
liczb.

Rozwigzanie:

Wszystkich liczb spetniajgcych warunki zadania jest tyle, ile permutac;ji

zbioru 5 -elementowego, czyli 5! = 120 liczb.

Zapisujgc te liczby, jedna pod drugg, mozna zauwazyé¢, ze kazda z cyfr —1,3,5,7,9
pojawia sie w kazdej kolumnie doktadnie 24 razy.

Dodajgc do siebie wszystkie cyfry z kolumny jednosci otrzymujemy
24-(14+3+54+74+9)=24-25=600

Dodajgc do siebie wszystkie cyfry z kolumny dziesigtek otrzymujemy
10-24-(1+3+5+7+9)=10-24-25=6000

Dodajgc do siebie wszystkie cyfry z kolumny setek otrzymujemy

100-24-(1+3+5+7+9)=100-24-25=60000
Dodajac do siebie wszystkie cyfry z kolumny tysiecy otrzymujemy
1000-24-(14+3+5+7+4+9) =1000-24-25= 600000
Dodajgc do siebie wszystkie cyfry z kolumny dziesiatek tysiecy otrzymujemy
10000-24-(1+3+5+7+4+9)=10000-24-25= 6000000

Zatem suma wszystkich rozwazanych liczb jest réwna 6666600 .

Rozwigzanie tg metodg mozna przedstawi¢ w sposob skrocony
(10000 + 1000+ 100+ 10+1)- (1 +3+5+7+4+9)-24 =11111- 2524 = 6666600

12.16.  Oblicz, ile jest wszystkich siedmiocyfrowych liczb naturalnych, w ktérych zapisie
dziesietnym wystepujg doktadnie trzy cyfry 1 i doktadnie dwie cyfry 2.
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Rozwigzanie:
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Rozwazamy trzy przypadki.

o |. Pierwszg cyfrg rozpatrywanej liczby jest 1 . Wtedy na nastepnych szesciu
miejscach znajdujg sie doktadnie dwie cyfry 1, doktadnie dwie cyfry 2 i dokfadnie
dwie cyfry ze zbioru {0,3,4,5,6,7,8,9}. Takich liczb istnieje

(g).(;})-82=15'6‘64:5760

o |l. Pierwszg cyfrg rozpatrywanej jest 2. Wtedy na nastepnych szesciu miejscach
znajdujg sie doktadnie trzy cyfry 1, doktadnie jedna cyfra 2 i doktadnie dwie cyfry
ze zbioru {0,3,4,5,6,7,8,9}. Takich liczb istnieje

6).(3).82=20.3.64 =

(3) (1) 82 =20-3- 64 = 3840
o lIl. Pierwsza cyfra rozpatrywanej liczby jest rézna od 1 i od 2. Pierwsza cyfra
jest tez rozna od 0 . Zatem na pierwszym miejscu stoi jedna z siedmiu cyfr
ze zbioru {3,4,5,6,7,8,9}. Wtedy na nastepnych szesciu miejscach znajdujg sie
doktadnie trzy cyfry 1, dokfadnie dwie cyfry 2 i doktadnie jedna cyfra ze zbioru
{0,3,4,5,6,7,8,9}. Takich liczb istnieje
6 3 - . . . -
7-(3)-(2)-8—7 20-3-8 = 3360
tacznie istnieje zatem 5760 + 3840 + 3360 = 12960 rozwazanych liczb.

Istnieje 12960 siedmiocyfrowych liczb naturalnych, w ktérych zapisie dziesietnym
wystepujg doktadnie trzy cyfry 1 i doktadnie dwie cyfry 2 .

12.17.  Ze zbioru wszystkich liczb naturalnych czterocyfrowych losujemy jedng liczbe.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze wylosowana
liczba jest podzielna przez 15, jesli wiadomo, ze jest ona podzielna przez 18.

Rozwigzanie:
Niech A oznacza zdarzenie, ze wylosowana liczba jest podzielna przez 15.
Niech B oznacza zdarzenie, ze wylosowana liczba jest podzielna przez 18.

P(ANB)
P(B)

W zadaniu mamy obliczy¢ prawdopodobienstwo P(A | B) =

Zbior liczb naturalnych czterocyfrowych zawiera 9000 elementow, zatem Q] = 9000.
Do zbioru B nalezg liczby:

1008,1026,1044, ...,1008 + (n — 1) - 18 (gdzie 1008 + (n — 1) - 18 < 9999,

a liczba naturalna n jest liczbg elementow zbioru B ).
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Poniewaz

9999 — 1008

n<———+1=5005
18
wiec n = 500.
Zatem
pgy =200 _ 5 _1
( )_9000_90_18

Zdarzenie A N B zachodzi tylko wtedy, gdy wylosowana liczba jest jednoczesnie
podzielna przez 15 i przez 18, czyli przez 90

Do zbioru A N B nalezg zatem liczby: 1080,1170,1260, ...,1080 + (m — 1) - 90

(gdzie 1080 + (m — 1) - 90 < 9999, a liczba naturalna m jest liczbg elementéw zbioru
ANB).

Poniewaz

9999 — 1080

m<———+1=100,1
90
wiec m = 100.
Zatem
P(ANEB) = 100 _ 1
( )= 9000 90

Z definicji prawdopodobienstwa warunkowego otrzymujemy

1
P(ANB) g5 18 1

PATE) =50 ‘%—%?
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SPIS TRESCI

L.p. Rozdziat STRONA
1. Liczby rzeczywiste 3

2. Wyrazenia algebraiczne, rownania, nieréwnosci i ich ukfady 13

3. Funkcja, funkcja liniowa i kwadratowa 31

4, Wielomiany, funkcja wymierna 41

5. Funkcje potegowe, wyktadnicze i logarytmiczne 52

6. Ciagi 59

7. Rachunek rézniczkowy 73

8. Trygonometria 90

9. Planimetria 101

10. Geometria analityczna 118

11. Stereometria 131

12. Prawdopodobienstwo i statystyka 145

Zrédta:

Informator o egzaminie maturalnym z matematyki
od roku szkolnego 2014/2015
opracowany przez Centralng Komisje Egzaminacyjng

Informator o egzaminie maturalnym z matematyki
(poziom rozszerzony) od roku szkolnego 2022/2023
opracowany przez Centralng Komisje Egzaminacyjng

Matura z matematyki materiaty pomocnicze dla nauczycieli i uczniow

opracowane przez Centralng Komisje Egzaminacyjng 2014

Wybrane wzory matematyczne
opracowane przez Centralng Komisje Egzaminacyjng 2015

Arkusze maturalne
opracowane przez Centralng Komisje Egzaminacyjna

Projekt ,,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan”.

J

Opracowanie wspotfinansowane przez Unie Europejska z Europejskiego Funduszu Spotecznego

w ramach Wielkopolskiego Regionalnego Programu Operacyjnego na lata 2014-2020



