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L.p. Temat zajec Liczba godzin
1. Liczby rzeczywiste 3
2. Wyrazenia algebraiczna. ROwnania i nierdwnosci 2
3. Funkcje. 3
4. Ciagi 2
5. Trygonometria 2
6. Planimetria 2
7. Geometria analityczna 2
8. Stereometria 2
9. Statystyka. Kombinatoryka. Rachunek prawdopodobienstwa 2
20

Laczna liczba godzin
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SPIS TRESCI
L.p. | Temat strony
1. Liczby rzeczywiste 4-16
2. WyraZenia algebraiczna. Rownania i nierownosci 17 - 25
3. Funkcje. 26 -41
4, Ciggi 42 - 51
5. Trygonometria 52 -59
6. Planimetria 60 - 87
7. Geometria analityczna 88 - 94
8. Stereometria 95-114
9. Statystyka. Kombinatoryka. Rachunek prawdopodobienstwa 115-129
10. | Zrédio 130
Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 3
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LICZBY RZECZYWISTE

Czes¢ 1. Teoria

1. Zbior wszystkich liczb wymiernych i niewymiernych wymierne
nazywamy zbiorem liczb rzeczywistych i oznaczamy litera liczly liczby calkowite
R. o)

2. Liczby naturalne- sa to liczby catkowite nieujemne. Zbior
liczb naturalnych oznaczany jest literg N.

UWAGA! Zero jest kwestiag umowna czy nalezy do zbioru liczb naturalnych czy tez nie. My
zalicza¢ bedziemy go do tego zbioru.

3. Liczba naturalna n jest podzielna przez liczb¢ naturalng m r6zng od zera wtedy, gdy istnieje
taka liczba naturalna k, ze n = m - k. Liczb¢ m nazywamy dzielnikiem liczby n, zas o
liczbie n méwimy wowczas, ze jest wielokrotno$cig liczby m. Fakt, ze m jest dzielnikiem
liczby n, oznaczamy: m | n.

4. Niech n i m bedg liczbami naturalnymi oraz m # 0. W wyniku dzielenia liczby n przez
liczbe m otrzymujemy reszte r wtedy, gdy istnieje taka liczba naturalna k, dla ktorej
n=m-k+r,gdziek,r € Norazr < m.

5. Liczby catkowite to liczby naturalne dodatnie: 1,2,3,4, ..., liczby do nich przeciwne:
—1,—-2,—3,—4, ... oraz liczba 0 . Zbior wszystkich liczb catkowitych bedziemy oznaczad
literg Z.

Kazda liczba catkowita jest albo parzysta, albo nieparzysta.

6. Liczby, ktore mozna zapisa¢ jako iloraz %, gdzie m i n sg liczbami catkowitymi (n # 0),
nazywamy liczbami wymiernymi. Zbiér liczb wymiernych oznaczamy literg Q.

7. Liczby, ktore nie s wymierna nazywamy hiewymiernymi. Zbior liczb niewymiernych
oznaczamy IQ.

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 4
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8. Utamki o mianownikach: 10, 100, 1000, ... - nazywamy ulamkami dziesietnymi. Mogg one
mie¢ postaé, np.: 11—0 =0,1 ;ﬁ = 0,07. Zapis po prawej stronie nazywamy postacig

dziesietng lub rozwinigciem dziesi¢tnym liczby.

e Kazda liczbe wymierng mozna zapisa¢ w postaci dziesi¢tnej skonczonej;
e Kazde rozwinigcie dziesi¢tne okresowe przedstawia liczbe¢ wymierna.

9. W rozwinigciu dziesigtnym nawias oznacza powtarzanie si¢ nieskonczenie wiele razy
zapisanej W nim grupy cyfr. Taka powtarzajaca si¢ grupe cyfr nazywamy okresem. Liczbe
cyfr wystepujacych w okresie nazywamy dlugoscia okresu

10. Niech m # 0 i n bedg liczbami naturalnymi. Liczbe m nazywamy dzielnikiem liczby n, gdy

istnieje taka liczba naturalna k, ze n = m - k.

Jesli liczba m jest dzielnikiem liczby n, to méwimy, ze liczba n jest podzielna przez liczbe
m lub ze liczba n jest wielokrotnoscia liczby m.

Zauwazmy, ze:

- liczba 1 jest dzielnikiem kazdej liczby naturalnej,

- liczba 0 nie jest dzielnikiem Zzadnej liczby,

- kazda dodatnia liczba naturalna jest dzielnikiem liczby 0.

11. Niech n bedzie liczbg naturalng.
Jesli 2 | n, to liczbg n nazywamy parzysta. Oznaczenie liczby parzystej: n = 2k, k € Z
Jesli 2 t n, to liczbg n nazywamy nieparzysta. Oznaczenie liczby nieparzyste;j:

n=2k+1, keZ

12. Liczbe naturalna, ktéra ma doktadnie dwa dzielniki (1 i samg siebie), nazywamy liczba
pierwszq. Kazda liczbe naturalng wieksza od 1, ktéra nie jest liczbg pierwsza, nazywamy
liczba zloZong. Liczby 0 i 1 nie zaliczamy ani do liczb

13. Kazda liczbg ztozong mozna roztozy¢ na czynniki pierwsze bedace liczbami 150

pierwszymi. Istnieje doktadnie jeden taki rozktad (z doktadnoscig do 50
kolejnosci czynnikow). 3':’

)

Rozktad na czynniki pierwsze liczby ztozonej odbywa si¢ zwykle w kilku I

LT UT N W

krokach. Na przyktad dla liczby 150 mamy:

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 5
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150=3-50=3-2-25=3-2-5-5
Praktyczne zastosowanie rozktadu na czynniki pierwsze przy wyznaczaniu NWD i NWW
liczb.
Rozktad mozemy tez zapisac tak, jak podano obok.

14. Niech dane beda liczby naturalne a, b, z ktérych co najmniej jedna jest r6zna od zera.
Najwiekszym wspolnym dzielnikiem liczb a, b nazywamy najwigksza liczbe naturalna,
ktora jest dzielnikiem kazdej z liczb a i b; oznaczamy ja NWD(a, b).

15. Niech dane beda liczby naturalne a, b, obie rozne od zera.

Najmniejsza wspolna wielokrotnoscia liczb a i b nazywamy najmniejszg liczbe naturalng
r6zng od 0, ktora jest podzielna przez a i przez b; oznaczamy ja NWW (a, b).

16. Cechy podzielnosci liczb

Liczba naturalna jest podzielna przez:

e 2, gdy ostatnig jej cyfra jest jedna z cyft: 0, 2, 4, 6, &;

e 3, gdy suma jej cyfr jest podzielna przez 3

e 4, gdy dwie ostatnie cyfry tworza liczbe podzielng przez 2;
e 5, gdy ostatnig jej cyfra jest O lub 5 ;

e 9, gdy suma jej cyfr jest podzielna przez 9;

e 10, gdy ostatnig cyfra jest cyfra 0.

17. Wartoscig bezwzgledng liczby rzeczywistej a (oznaczenie |a| ) nazywamy:
e liczbg a, jesli a jest liczba nieujemng
e liczbe przeciwng do a, jesli a jest liczba ujemna.
Zapis symboliczny:

_{ a,jeslia >0
2l =1_q,jestia < 0

Warto$¢ bezwzgledna liczby rzeczywistej a jest rowna odleglosci punktu o wspotrzedne;j

a od punktu zerowego OX.

Odleglos¢ na osi liczbowej migdzy dwoma dowolnymi punktami o wspotrzednych a i b jest

rébwna |a — b|.

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 6
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18. Potega o wyktadniku naturalnym n,n > 0 i podstawie a, gdzie a jest dowolna liczba

rzeczywista, nazywamy liczbe

a® = a-a-...a,jeslin>1
N~————
n czynnikow

Potegge o wyktadniku 0 (zero) okreslamy nastepujaco:

a®= 1
Z def.

gdzie a jest liczba rzeczywista r6zng od zera (a # 0).

19. Wlasnosci potegowania:
Jesli m i n sg liczbami catkowitymi, a i b sg liczbami rzeczywistymi réznymi od zera, to:
a) am™-a" =am"
b) a™a® =a™ " jeslim>n
0 (@)™ =a""
d) a®-b" = (a-b)"*
) =)
20. Liczbe dodatnig a mozemy przedstawi¢ w postaci iloczynu:
a=x-10"
gdzie x jest liczbg spetniajacg warunki 1 < x < 10, an - liczbg catkowita. Takie
przedstawienie liczby nazywamy notacjq wyktadniczg.
21. Pierwiastkiem arytmetycznym n-tego stopnia, n € N — {0,1}, z nieujemnej liczby a
nazywamy takg nieujemng liczbe b, dla ktorej b™ = a.
Zapis symboliczny:

Jeslia>0ib>0,t0(Va=b & lglnf =aq)
Zdael.

Przypomnijmy: pierwiastek stopnia drugiego nazywamy pierwiastkiem kwadratowym i

oznaczamy symbolem +V, a pierwiastkiem stopnia drugiego nazywamy pierwiastkiem

;s \3/'
szesciennym V.

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 7
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UWAGA: Jesli stopien pierwiastka (n) jest liczba nieparzysta, to ostatnig definicj¢ mozna

rozszerzy¢ na przypadek liczb ujemnych (a < 0) :
%: b S def. b" =a

Pierwiastek taki nazywamy pierwiastkiem stopnia nieparzystego z liczby ujemnej (nie

uzywamy okre$lenia ,,arytmetyczny”).

22. Wlasnosci pierwiastka arytmetycznego
Jesli a, b sg liczbami nieujemnymi, n, m - liczbami naturalnymi wigkszymi od 1, p jest
liczbg naturalng dodatnig, to:

a) Va-b=1%a-Vb C)n%=%,b¢0

b) VVa="%a d) (Va)? = VaP
23. Potgga o wyktadniku % gdzie n € N — {0,1} i nieujemnej podstawie a(a > 0), nazywamy

pierwiastek arytmetyczny stopnia n z liczby a.
Zapis symboliczny:

1
Jeslia >0,toan = = Ya.
Z def.

24. Potege o wyktadniku wymiernym okre§lamy nastepujaco:

a) an = (Va)™, gdziea >0,ne€ N—{0,1}, me N,
Zaetr.

b)a™m = —, gdziea>0,neN—{01},meN,

zdef. ;7
25. Logarytmem liczby dodatniej b przy podstawie a, dodatniej i r6znej od jedno$ci, nazywamy
liczbe c, do ktorej nalezy podnies¢ podstawe a, aby

liczba logarytmowana b > 0

otrzymac liczbe b.

-~
. . i Io b —r_ C< logarytm kezbey & pray podstawie @
Zapis symboliczny: g",
Jeslia>0Aa#1Ab>0,t0 (loga b=c < a® = b) pus ot Gt
zdael.
liczba logarytmowana b > 0
Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 8
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26. Wtasnosci logarytmow cz. 1
Jesliae R, —{1},b € R,ir € R, t0:
a)log,a=1
b)log, 1 =10
c)log,a" =r

d) a°8ab = p,

27. Wlasnosci logarytméow cz. 2
Jeslia,b € R, —{1},c,x,y € R.ir € R, to:
a) loga(x - y) = logg x +log, y
b) logag =log, x —log, y

) log, x" =1 -log, x

logg ¢
logg b

d) log, c =
28. Wzory skroconego mnozenia
Dla dowolnych wyrazen a, b prawdziwe sg wzory:
e (a+b)*>=a?+2ab+ b?* (kwadrat sumy wyrazen a i b jest rtowny sumie
kwadratow tych wyrazen, zwigkszonej o podwojony iloczyn tych wyrazen);
e (a—b)?>=a?*—2ab+ b?* (kwadrat réznicy wyrazen a i b jest rowny sumie
kwadratow tych wyrazen, zmniejszonej o podwojony iloczyn tych wyrazen);
e a?’—b%=(a—b)(a+b) (roznica kwadratow wyrazeh aib jest rowna

kwadratow1 r6znicy tych wyrazen przez sume tych wyrazen);

e (a+b)®=a®+3a%b+3ab?+b3 sze$cian sumy liczb a i b;

e (a—b)®=a®-3a%b+3ab?—-b3 szescian roznicy liczb a i b;

e a®+b3=(a+b)(a*—ab+b? suma sze$cianow liczb a i b;

e a®>—b3=(a—b)(a*+ab+b? roznica szeScianow liczb a i b;
Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 9
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Cze$¢ 2. Przyktady zadan maturalnych (zadania zamknigte)

Zadanie 1.1

Liczba 173 + m3 jest podzielna przez 19 dla

A.-m=-8
B.m=-2
Cm=2
D.m=28

ROZWIAZANIE: 173 + m3 = (17 + m)(17%> — 17m + m?),m = 2

Zadanie 1.2

Licz
A. 4
B. 4

ba

540

9559 . .
255 jest rowna

59

C.9*

D.5

ROZWIAZANIE:

4

5 5
9-59:9-59:54
455 95.55

Zadanie 1.3

W rozwinieciu dziesigtnym utamka % na trzydziestym miejscu po przecinku stoi cyfra

A7
B.1
C.2
D.4

ROZWIAZANIE: - = 0, (285714) 30:6 = 510

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 10
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Zadanie 1.4

Liczba i/3_\/§ jest rowna
A3
B. V3
C. V3
D.V3

1 1

ROZWIAZANIE: V/3v3 = (3-3:)’ = (3:) = 3: = V3

Zadanie 1.5

Roéznica 500012 — 499992 jest rowna
A. 2000000

B. 200000

C. 20000

D.4

ROZWIAZANIE:
500012 — 499992 = (50001 — 49999) - (50001 + 49999) = 200000

Zadanie 1.6

Ston wazy 5 ton, a waga mréwki jest rowna 0,5 grama. Ile razy ston jest cigzszy od mréwki?
A. 10°

B. 107

C.10

D. 108

ROZWIAZANIE: 5t = 5 000 000g = 5-10°g = 0,5-107g, (0,5-107):0,5 = 107

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 11
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Zadanie 1.7

Unia Europejska
Europejski Fundusz Spoteczny

Suma pieciu kolejnych liczb catkowitych jest rowna 195. Najmniejszg z tych liczb jest:

A. 37
B. 38
C.39
D. 40

ROZWIAZANIE: n+n+l1+n+2+n+3+n+4=195

5n+ 10 = 195
5n = 185
n =37

Zadanie 1.8

Suma 162%* + 16%* + 162* + 16%* jest rowna
A. 4%

B. 425

C. 448

D. 449

ROZWIAZANIE: 16%* + 162* + 162* + 162* = 162* - 4 = (42) 2% - 4 = 418 . 4 = 4%

Zadanie 1.9

Niech a = —2,b = 3. Warto$¢ wyrazenia a? — b® jest rowna

ROZWIAZANIE: a? — b* = (=2)3-37"2=-8— 5= "%

Opracowata: mgr Justyna Nowak
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Zadanie 1.10

Liczba 92 - 812 jest rowna
A. 81%

B. 81

C.913

D. 93¢

ROZWIAZANIE: 99 - 812 = 92 - (92)2 = 99 . 9% = 913
Zadanie 1.11

Liczba (2v7 — 5)% - (27 + 5)? jest rowna

A.9

B.3

C. 2809

D. 28 — 207

ROZWIAZANIE: ((2V7 — 5)(27 + 5))2 = (28-25)?=32=9

Zadanie 1.12

Dane s3 liczby a = 3,6 - 10712 oraz b = 2,4 - 1072°. Witedy iloraz %jest rowny
A. 8,64 - 10732

B.1,5-1078,

C.1,5-108

D. 8,64 - 1032

3,6:10712

o = 1510712720 = 1,5 10712720 = 1,5 10°

ROZWIAZANIE: % =

Zadanie 1.13

Liczba log4 + log5 — log 2 jest rowna
A. 10

B.2

C.1

D.0

ROZWIAZANIE: log 4 + log5 — log2 = log (<) = log10 = 1
Zadanie 1.14

Sumalogg 16 + 1 jest rowna

Opracowata: mgr Justyna Nowak

str. 13
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B.-
2

C.logg17
D.Z
3
ROZWIAZANIE: logg 16 + 1 = logg 16 + logg 8 = logg(16 - 8) = x

8* =16-8; 23% = 2%. 23, 23x =212, 3x=7; X

Wi

Zadanie 1.15

Dane sg liczby: a = log:1 8,b = log, 8,c = log, % Liczby te spetniajg warunek
2

Aa>b>c

B.b>a>c

C.c>b>a

D.b>c>a

ROZWIAZANIE: (%)a =8 (%)a - (%)_3; a=-3;
4 = g; 220 = 23; 2b = 3; b=3
4¢ =2 22¢ = 27, 2c=—1; c=-3;
3

>1>3b>>
Y A R

Zadanie 1.16

Suma liczby x i 15% tej liczby jest rowna 230 . ROwnaniem opisujacym t¢ zalezno$¢ jest

A.0,15-x =230
B. 0,85 -x =230
C.x+0,15-x =230
D.x—-0,15-x = 230

Zadanie 1.17

Ceng nart obnizono o 20%, a po miesigcu nowa cen¢ obnizono o dalsze 30%. W wyniku obu

Opracowata: mgr Justyna Nowak
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obnizek cena nart zmniejszyta si¢ o
A. 44%
B. 50%
C.56%
D. 60%

ROZWIAZANIE: 0,8x - 0,7 = 0,56x; x —0,56x = 0,44x

Zadanie 1.18

Marza rowna 1,5% kwoty pozyczonego kapitatu byta réwna 3000 zi. Wynika stad, Ze pozyczono
A. 457}

B. 2000zt

C: 200000zt

D. 450000zt

3000 _ 3000000
0,015 15

ROZWIAZANIE: 1,5% = 0,015; = 200 000 [zt]

Zadanie 1.19

Liczby a i b sg dodatnie oraz 12% liczby a jest rowne 15% liczby b. Stad wynika, ze a jest rowne
A. 103% liczby b

B. 125% liczby b

C. 150% liczby b

D. 153% liczby b

ROZWIAZANIE:  0,12a = 0,15b;  a = 22p; a=p a=3b
012 12 4
a = 1,25b; a = 125%b;
Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 15
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Zadanie 1.20

Czterech przyjaciot zarejestrowato spotke. Wysokos¢ udzialéw poszczegdlnych wspdlnikow w
kapitale zakladowym spotki wyraza stosunek 12: 8: 3: 2. Jakg czg$¢ kapitatu zaktadowego stanowi
udziat najwigkszego inwestora?

A 12%

B. 32%

C. 48%

D.52%

ROZWIAZANIE: 12x + 8x + 3x + 2x = 25x; =2 =048,

Zadanie 2.21
Kwote 1000 zt ulokowano w banku na roczng lokate oprocentowang w wysokosci 4% w stosunku
rocznym. Po zakonczeniu lokaty od naliczonych odsetek odprowadzany jest podatek w wysokosci

19%. Maksymalna kwota, jaka po uptywie roku bgdzie mozna wyptaci¢ z banku, jest rowna

A. 1000 - (1 -2 %)

B. 1000 - 1+—-—

100 100

4
1-—. 2
100 100

(
C. 1000 (1 + - =
(

D. 1000 -

Zadanie 2.22

Liczbami speniajacymi roéwnanie |2x + 3| = 5 sa:
A li-4

B. 1i2

C. -li4

D. -2i2

ROZWIAZANIE: 2x +3 =5 2x =2 x=1lub2x+3=-5 2x = -8 x = —4;

Zadanie 2.23
Liczba |9 — 2| — |4 — 7|jest rOwna:
A 4 C.-10
B. 10 D. -4
Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 16
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I, WYRAZENIA ALGEBRAICZNE. ROWNANIA I NIEROWNOSCI
Czes¢ 1. Teoria

1. Przedzialem otwartym o koncach a, b(a < b) nazywamy zbidr wSzystkich liczb
rzeczywistych, ktore sa wigksze od a 1 jednoczes$nie mniejsze od b.
Zapis symboliczny:
(a,b) = {x:x ERNa < x < b}

Na osi liczbowej przedzial otwarty zaznaczamy nastepujaco:

O D ’
a b

Konce a, b przedziatu sa oznaczone kotkami niezamalowanymi dla zaznaczenia, ze nie

nalezg one do przedzialu (a, b). Przedziat (a, b) mozna tez zaznacza¢ na osi tak:

1 |

\4

T |

i b a b
W przedziale otwartym nie ma liczby najwigekszej ani najmniejsze;.

2. Przedzialem domknietym o koncach a, b, (a < b) nazywamy zbior wszystkich liczb
rzeczywistych, ktore sg nie mniejsze od a (czyli wigksze od a lub rowne a ) 1 jednoczesnie
nie wieksze od b (czyli mniejsze od b lub rowne b ).

Zapis symboliczny:
(a,b), 4 ={x:x ERNa < x < b}

Na osi liczbowej przedziat domknigty zaznaczamy tak:

i ;

W tym wypadku konce a, b oznaczone sg kétkami zamalowanymi, by zaznaczy¢, ze naleza
one do przedzialu. W przedziale (a, b) najmniejsza liczbg jest a, natomiast najwigkszg

liczba jest b.

Wyrézniamy jeszcze:

(a, b)) - przedzial lewostronnie domkniety (nazywany tez prawostronnie otwartym).

- >
) »

a b
W przedziale tym najmniejsza liczbg jest a, nie ma za to liczby najwigksze;.

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 17
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(a, b) - przedzial lewostronnie otwarty (nazywany tez prawostronnie domkni¢tym).

>

a b
Z kolei w tym przedziale nie ma najmniejszej liczby, natomiast najwigksza liczbg jest b.

3. Przedzialy nieograniczone

¢ (a,+o) - przedzial lewostronnie otwarty nieograniczonym

a

e (a,+oo) - przedziat lewostronnie domknigty nieograniczony

a

v

e (—o0,a) - przedzial prawostronnie otwarty nieograniczony

i

o (—o0;a)— przedzial lewostronnie otwarty nieograniczony

* L
a

UWAGA: Symbol +oo (plus nieskonczono$¢) nie oznacza zadnej liczby rzeczywiste;.
Wskazuje, ze np. w przedziale (a, +o0) znajduja si¢ tylko liczby rzeczywiste wigksze od a.
Odpowiednio symbol —co (minus nieskonczonos¢) nie oznacza zadnej liczby rzeczywistej.
Wskazuje, ze np. w przedziale (—oo, a) znajduja si¢ tylko liczby rzeczywiste mniejsze od a.
Przedzial nieograniczony (—oo,+o) bedziemy rozumieli jako zbidr wszystkich liczb

rzeczywistych R.

4. Wyrazenia, w ktorych wystepuja liczby i litery polaczone znakami dziatan i nawiasami
nazywamy wyrazeniami algebraicznymi.

5. Jednomianami nazywamy liczby i litery potaczone znakiem mnozenia.

6. Jednomianem podobnym nazywamy jednomiany, ktore rdznig si¢ jedynie wspotczynnikiem
liczbowym.

7. Rownaniem 7 niewiadomg x nazywamy forme zdaniowa zmiennej X, w ktorej wystepuje
znak ,,=".

8. Dziedzing rownania 7 niewiadomg x nazywamy dziedzing odpowiedniej formy zdaniowe;j
zmiennej X.

9. Liczba spelnia rownanie z niewiadomgq x, jesli po podstawieniu tej liczby do rownania w

miejsce niewiadomej x otrzymamy zdanie prawdziwe.

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 18
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10. Rozwiqzaniem rownania 7 jedna niewiadomg x nazywamy kazda liczbg rzeczywista, ktora
spetnia to rOwnanie.

11. Rozwiqzaé rownanie 7 jedng niewiadomg to wyznaczy¢ zbidr wszystkich liczb
spetniajacych dane rownanie lub wykazaé, ze nie istniejg liczby spetniajace to rownanie.

12. Rownaniem sprzecznym nazywamy rownanie, ktorego nie spetnia zadna liczba nalezaca do
dziedziny rownania.

13. Rownaniem toZsamosciowym nazywamy rownanie, ktorego jest spelnione przez kazda
liczbe nalezaca do dziedziny tego rdwnania.

14. Nierownosciq z niewiadomg x nazywamy forme zdaniowa zmiennej X, w ktorej wystepuje
jeden ze znakéw: <, >, <, =>.

15. Dziedzing nieréwnosci z niewiadomg x nazywamy dziedzing odpowiedzniej formy
zdaniowej zmiennej X.

16. Liczba spetnia nierownos¢ z niewiadomgq x, jesli po podstawieniu tej liczby do nieréwnosci
W miejsce X otrzymamy zdanie prawdziwe.

17. Rozwigzaé nieréwnosé z jednq niewiadomg x to wyznaczy¢ zbidr wszystkich liczb
spetniajacych dang nieréwnos¢ lub wykazaé, ze nie istniejg liczny spetniajace t¢
nierownosc.

18. Uktadem dwdéch réwnan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi x i y nazywamy

koniunkcje takich rownan i1 oznaczamy:

+byy = ,
{alx =6 gdzie a? + b? > 0ia3 + b > 0

a,x + be = C
19. Rozwiqzaniem uktadu dwoch réwnan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi

nazywamy kazda pare liczb (x, y), ktora spelnia jednoczesnie oba rownania uktadu.

20. Rozwiqzaé uklad rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi, to wyznaczy¢

wszystkie jego rozwigzania, albo stwierdzi¢, ze zbidr rozwigzan jest pusty.

21. Metody rozwigzywania uktadow rownan:
a) Metoda podstawiania
Jezeli z jednego rownania uktadu wyznaczymy jedng niewiadomg i podstawimy
otrzymane wyrazenie do drugiego rownania zamiast tej niewiadome;j, to uktad rownan
zlozony z pierwszego réwnania 1 tak przeksztalconego do drugiego rownania jest
réwnowazny danemu.
Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 19
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b) Metoda przeciwnych wspotczynnikow
Jezeli obie strony jednego rownania uktadu pomnozymy przez dowolng liczb¢ r6zng od
zera, a nastepnie otrzymane rownanie i drugie rownanie uktadu dodamy stronami, i tak
otrzymanym roéwnaniem zastgpimy dowolne z réwnan uktadu, to otrzymamy uktad
réwnan réwnowaznych danemu.

c) Metoda graficzna
Wiadomo, ze wykresem rownania I stopnia z dwiema niewiadomymi jest prosta. W

zaleznos$ci od potozenia dwdch prostych w uktadzie

AY
wspotrzednych rownania opisujace te proste tworzg jeden z //
nastgpujacych uktadow rownan: X

1 -
e Ukiad oznaczony- posiada jedno rozwigzanie , 0 X
A

Proste maja tylko jeden punkt wspdlny. Wspotrzedne tego
punktu tworzg parg¢ liczb, ktdéra spetnia zarowno rownanie
a;x + b1y = ¢y, jak i rownanie a,x + b,y = c,. Ta para liczb jest jedynym

rozwigzaniem uktadu.

o  Ukiad nieoznaczony- nieskonczenie wiele rozwigzan

Proste si¢ pokrywaja. Dowolny punkt jednej prostej jest
jednoczesnie punktem nalezacym do drugiej prostej. Kazda
para liczb rzeczywistych, spetniajaca jedno réwnanie, spetnia y

réwniez drugie rOwnanie; tych par jest nieskonczenie wiele.

e Uktad sprzeczny- brak rozwigzan P

%

Proste sa rownolegte 1 nie maja punkow wspolnych. Nie istnieje para liczb, ktora

spetiataby jednoczes$nie oba réwnania.

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 20
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22. Rownaniem kwadratowym (7 niewiadomgq x) nazywamy rownanie, ktore mozna
doprowadzi¢ do postaci ax? + bx + ¢ = 0, przy czym a, b, ¢ s ustalonymi liczbami
rzeczywistymi oraz a # 0.

23. Réwnanie kwadratowe ax* + bx + ¢ = 0, gdziea # 0i A = b? — 4ac :

a) nie ma rozwigzan wtedy i tylko wtedy, gdy A < 0

b) ma jedno rozwiazanie, x, = ;—2, wtedy i tylko wtedy, gdy A = 0

_b_\/zixz = _b+\/z, wtedy i tylko wtedy, gdy A > 0

C) ma dwa rozwigzania, x; =
2a 2a

24. Nierownoscig kwadratowq nazywamy kazda nierd6wnos$¢, ktdérg mozna doprowadzi¢ do
postaci ax? + bx + ¢ > 0 lub ax? + bx + ¢ = 0, lub ax? + bx + ¢ < 0 lub ax? + bx +

c < 0, przy czym a, b, ¢ sg ustalonymi liczbami rzeczywistymi i a # 0.
Cze$¢ 2. Przyktady zadan maturalnych (zadania zamknigte)

Zadanie 2.1
: . , L 3x-1_ 2. o
Rozwigzaniem rownania —— = = jest liczba
7x+1 5
Al
B.

C.

~N NI wIN

D.

Xl 2 15k —5=14x+2ix £ -~ x=7
7x+1 5 7

ROZWIAZANIE:

Zadanie 2.2

Do zbioru rozwigzan nierownosci (x — 2)(x + 3) < 0 nalezy liczba
A.9

B.7

C.4

D.1

ROZWIAZANIE: (x —2)(x+3) <0 o x € (-3,2);x € {—2;—1;0; 1}

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 21
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Zadanie 2.3

2

Réwnanie Oma

a-Heta)
A. nie ma rozwigzan
B. doktadnie jedno rozwigzanie
C. doktadnie dwa rozwigzania

D. doktadnie cztery rozwigzania

4

ROZWIAZANIE: —*—*

=0(:)x2—4=0in:x¢i4<:)x=—2|ubx=2
(x=4)(x+4)

Zadanie 2.4
Wskaz, ktory zbidr przedstawiony na osi liczbowej jest zbiorem liczb spetniajacych jednoczesnie

nastepujace nierownosci: 3(x — 1)(x —5) < 0ix > 1.

ROZWIAZANIE: 3(x —1)(x =5)<0ix>1< x € (15)C.

Zadanie 2.5

Funkcja f(x) = 3x(x? + 5)(2 — x)(x + 1) ma doktadnie
A. dwa miejsca zerowe.

B. trzy miejsca zerowe.

C. cztery miejsca zerowe.

D. pig¢ miejsc zerowych.
ROZWIAZANIE: 3x(x? +5)2 —x)(x+ 1) ©@x=0lubx =2 lubx = -1

Zadanie 2.6

Liczba niewymiernych rozwigzan rownania x?(x + 5)(2x — 3)(x? — 7) = 0 jest rtéwna
A.0

B.1

C.5

D.2

3
ROZWIAZANIE: x*(x +5)(2x =3)(x* =7) =0 & x; = 0, = =5,x3 = 2, X4/5 = +V/7
Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 22
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Zadanie 2.7

Iloczyn liczb spetniajacych rownanie (x — %)2 — % = 0 jest réwny
A.6

B. -5

C.5

D. -6

2 2
ROZWIAZANIE: (x=2) -2 =06 (x-3) =Zex = +l=3x=-+ =2
xl'x2:3'(_2):_6
Zadnie 2.8

Do pewnej liczby a dodano 54. Otrzymang sume¢ podzielono przez 2. W wyniku tego dziatania

otrzymano liczb¢ dwa razy wigksza od liczby a. Zatem

A.a=27

B.a =18

C.a=24

D.a =36

ROZWIAZANIE: 2 = 2¢ & 54 =3a & a = 18
Zadanie 2.9

Wyrazenie 5a? — 10ab + 15a jest réwne iloczynowi
A.5a?(1—10b + 3)

B. 5a(a —2b + 3)

C.5a(a —10b + 15)

D.5(a—2b + 3)

ROZWIAZANIE: 5a% — 10ab + 15 = 5a(a — 2b + 3)

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 23
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Zadanie 2.10

Dla kazdych liczb rzeczywistych a, b wyrazenie a — b + ab — 1 jest rOwne
A (a+D(bB-1)

B.(1-bh)(1+a)

C@@a-nDbm+1

D.(a+b)(1+a)

ROZWIAZANIE:a—b+ab—1=a(l+b)—(b+1) = (a—1)(b + 1)

Zadanie 2.11

Wartoéé wyrazenia (a + 5)? jest wieksza od warto$ci wyrazenia (a? + 10a) o
A. 50

B. 10

C.5

D. 25

ROZWIAZANIE: (a + 5)2 = a® + 10a + 25; a? + 10a + 25 — (a? + 10a) = 25

Zadanie 2.12

Dane s3 dwie sumy algebraiczne 3x3 — 2x oraz —3x2? — 2. Iloczyn tych sum jest rowny
A. —9x> + 4x

B. —9x° + 6x3 — 6x? + 4x

C. —9x° + 6x3 — 6x2 + 4x

D. —9x° + 4x

ROZWIAZANIE: (3x3 — 2x)(—3x? — 2) = —9x° — 6x3 + 6x3 + 4x = —9x°> + 4x

Zadanie 2.13
) . ,  (x+3y=5.
Rozwigzaniem uktadu réwnan ? ., jest
x—y=3

x =2 x=1
] {y =1 ¢ {y =2

x =2 x=1
B'{y=—1 D'{y=—2

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 24
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Czes¢ 3 Przyktady zadan maturalnych (zadania otwarte)

Zadanie 2.14

Rozwiaz rownanie (x3 — 8)(x? — 4x — 5) = 0.

ROZWIAZANIE:
(x®*—8)=0lubx?>—4x—-5=0
4-6 446
x3=-8 @x=-2; A=16+20=36; VA=6 Sx=——=-lixg=—y—=5

Odp. x € {2,—1,5}

Zadanie 2.15

Rozwiaz nierdéwno$é 3x2 — 16x + 16 > 0.

ROZWIAZANIE: 3x% — 16x + 16 > 0,A = 16* — 12 - 16 = 64,

16 +8
X, = 6 =4,
16 -8 4
2576 T3

Zadanie 2.16
Dane s3 wielomiany P(x) = —2x3 + 3x2 — 1,Q(x) = 2x? — x — 1 oraz W (x) = ax + b.
Wyznacz wspotczynniki a i b tak, aby wielomian P(x) byt rowny iloczynowi Q (x) - W (x).

ROZWIAZANIE:

—2x3+3x2—1=2x*—-x—1)(ax+ b) = 2ax®* + 2b — a)x* + (=b — a)x — b.
2a = —2

2b—a=3

—b—-—a=0

—-b=-1

Odp.a=-1ib=1

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 25
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1. FUNKCJE

Czes¢ 1. Teoria

I SAMORZAD WOEWODZTWA
0 WIELKOPOLSKIRGO

Unia Europejska

Europejski Fundusz Spoteczny

1. Funkcjg f ze zbioru X w zbior Y (zbiory X 1Y sa niepuste) nazywamy takie odwzorowanie,
w ktorym kazdemu elementowi ze zbioru X zostat przyporzadkowany tylko jeden element
ze zbioru Y. Funkcje¢ te oznaczamy f: X - Y.
2. Zbior X, nazywamy dziedzing funkcji f. Dziedzing funkcji f oznaczamy roéwniez
symbolem D¢ . Elementy dziedziny funkcji f nazywamy argumentami funkcji f.
3. Zbior Y nazywamy przeciwdziedzing funkcji f .
4. Zbior tych elementow ze zbioru Y, ktére zostaly przypisane elementom ze zbioru X,
nazywamy zbiorem wartosci funkcji f. Zbiér wartosci funkcji f 0znaczamy symbolem ZW;
X —— Y
‘ ' 1a» : ~ Yo 1 \ zbior wartosci funkcji
fizmdz‘na / ; :__‘;I — _-7 ‘:‘:’.: ‘;
funkcji ™ do—-t—" Nad
S/ _.— \ &5
6 o—7 «6 WZeCiwW d f1
5. Miejscem zerowym funkcji liczbowej nazywamy taki argument, dla ktorego wartos¢ funkcji
WYnosi zero.
Z definicji miejsca zerowego wynika, ze:
e Migjsce zerowe funkcji liczbowej jest liczba.
e Miejsce zerowe funkcji nalezy do dziedziny funkcji.
e Miejsce zerowe funkcji to taka liczba, dla ktorej warto$¢ funkceji wynosi zero.
6. Funkcje liczbowa f: X — Y nazywamy funkcjq rosngcq W zbiorze A, A c X, wtedy i tylko

Opracowata: mgr Justyna Nowak

wtedy, gdy dla dowolnych argumentéw x4, x,, nalezacych do zbioru A, z nierownosci

x1 < x5 wynika nier6wnos$¢ f(x;) < f(xy).

AY

y=1u/ . .
Mt Na wykresie funkcji f wraz ze wzrostem argumentow rosng tez
j e, wartosci funkcji; dla dowolnych liczb x4, x, nalezgcych do Dy z
——————+ -
£ 01 X X

faktu, ze x; < x,, wynika, ze f(x;) < f(x3).

str. 26
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7. Funkcje liczbowa f: X — Y nazywamy funkcjq malejgcg W zbiorze A, A X, wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnych argumentéw x4, x,, nalezacych do zbioru A, z nierdwnosci

x1 < x5 wynika nier6wnos$¢ f(x;) > f(x,).

AY
y=gix)
+aix;) . .. , .
Na wykresie funkcji g wraz ze wzrostem argumentéw maleja
™\ % _ warto$ci funkcji; dla dowolnych liczb x4, x, nalezacych do D z
X 0 i \ 7(

faktu, ze x; < x5, wynika, ze g(x;) > g(x,).

8. Funkcje liczbowa f: X — Y nazywamy funkcjq staltg w zbiorze A, A c X, wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnych argumentéw x4, x,, nalezacych do zbioru A, zachodzi rownos¢

f(x1) = f(x2).

AY
b T Na wykresie funkcji h argumenty rosna, za$ wartosci funkcji
pozostajg stale; dla dowolnych liczb x4, x, nalezacych do D, mamy
i h(x1) = h(xy).
X x, X

1

e Funkcje, ktora jest rosngca w catej dziedzinie, nazywamy funkcja rosnaca.
e Funkcje, ktora jest malejgca w calej dziedzinie, nazywamy funkcjg malejaca.
e Funkcje, ktora jest stata w catej dziedzinie, nazywamy funkcjg stala.

9. Funkcje liczbowa f: X — Y nazywamy funkcjq niemalejgcg W zbiorze A, A c X, wtedy i
tylko wtedy, gdy dla dowolnych argumentow x4, x,, nalezacych do zbioru A, z nierd6wnosci
x1 < x5 wynika nier6wnos$¢ f(x;) < f(xy).

10. Funkcje liczbowa f: X — Y nazywamy funkcjg nierosngcg W zbiorze A,A c X, wtedy i
tylko wtedy, gdy dla dowolnych argumentdéw x4, x,, nalezacych do zbioru 4, z nierownosci
x1 < x5 wynika nier6wnos$¢ f(x;) > f(x,).

11. Funkcja stata jest jednocze$nie nierosngca i niemalejaca.

12. Kazda funkcja nierosnaca i niemalejaca jest monotoniczna.

13. Funkcjg liniowg nazywamy funkcje, ktorg mozna opisa¢ wzorem y = ax + b, gdzie aib
sg ustalonymi liczbami rzeczywistymi; a nazywamy wspotczynnikiem kierunkowym,

b - wyrazem wolnym. Dziedzing funkcji liniowej jest zbior liczb rzeczywistych R.

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 27
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14. Wykresem funkcji liniowej jest prosta. Przez dwa punkty ptaszczyzny przechodzi tylko
jedna prosta.
Zeby narysowa¢ wykres funkcji liniowej, wystarczy wiec wyznaczyé dwa punkty nalezace
do jej wykresu, nastepnie poprowadzi¢ przez nie prosta.
Zauwaz, ze dla argumentu 0 warto$¢ funkcji liniowej f(x) = ax + b jest rowna
b:f(0O)=a-0+b=0b
Zatem prosta bedaca wykresem funkcji f przecina 0§ OY w punkcie (0, b). Obliczmy
rowniez warto$¢ funkcji f dlaargumentu 1:f(1) =a-1+b=a+b
Otrzymalismy, ze punkt (1, a + b) tez nalezy do wykresu funkcji f.

15. Wykresem funkcji liniowej y = ax + b, gdzie a, b sg ustalonymi liczbami rzeczywistymi,
jest prosta przechodzaca przez punkty (0, b) i (1,a + b).

16. Funkcja liniowa y = ax + b jest:
a) rosngca wtedy, gdy a > 0
b) malejaca wtedy, gdy a < 0
c) stata wtedy, gdy a = 0.

17. Twierdzenie:

e Funkcja liniowa y = ax 4+ b ma jedno miejsce zerowe —Swtedy, gdy a # 0.

e Funkcja liniowa y = ax + b nie ma miejsc zerowych wtedy, gdya = 0i b # 0.
e Miejscem zerowym funkcji liniowej y = ax + b jest kazda liczba rzeczywista wtedy,
gdya=»b=0.
18. Prosta bedaca wykresem funkcji liniowej y = ax jest nachylona do osi 0X pod takim
katem a, ze tga = a.
19. Jesli dwa rézne punkty A(x,,y,) i B(x5,y,) nalezg do wykresu funkcji liniowe;j

Y2 =1
X2 — X1

y=ax+b,to a=

20. Wykresy funkcji liniowych y = ax + b oraz y = a,x + b, sq réwnolegle wtedy i tylko
wtedy, gdy a = a;.

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 28
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21. Wykresy funkgcji liniowych y = ax + borazy = a;x + by, gdziea # 0 i a; # 0 s¢
prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy ich wspotczynniki kierunkowe spetniaja warunek
a-a =-1

22. Funkcjg kwadratowq nazywamy funkcje, ktérg mozna opisaé wzorem y = ax? + bx + c,
gdzie a # 0. Liczby rzeczywiste a, b oraz ¢ nazywamy wspotczynnikami funkcji
kwadratowej. Dziedzing funkcji kwadratowej jest zbior liczb rzeczywistych.
Wzéry = ax? + bx + c, gdzie a # 0, nazywamy wzorem funkcji kwadratowej w postaci
ogolne;j.

23. Wykresem funkcji kwadratowej y = ax?(a # 0) jest parabola. Parabola jest figura
osiowosymetryczng. Osig symetrii jest w przypadku y = ax? jest prosta o réwnaniu
x = 0. O$ symetrii paraboli przecina parabole w punkcie, ktory nazywamy wierzchotkiem
paraboli. Wierzchotek W paraboli bedacej wykresem funkeji y = ax?(a # 0)ma
wspolrzedne (0,0).

24. Wierzcholek dzieli parabolg na dwie czgsci, ktore nazywamy ramionami paraboli. Jesli
a > 0, to ramiona paraboli skierowane sg do gory; natomiast jesli a < 0, to ramiona
paraboli skierowane sg do dotu.

25. Pozostate wilasnosci funkcji kwadratowej to:
e Dziedzing funkcji jest zbior liczb rzeczywistych R.
e Funkcja ma jedno miejsce zerowe: 0.

e Funkcja nie jest roznowartosciowa.

Pozostale wiasnoéci funkcji kwadratowej y = ax? zalezg od znaku wspétczynnika a.
= Jeslia > 0, to:
o zbiorem wartosci funkcji jest przedziat (0; +oo)

o funkcja przyjmuje wartosci dodatnie dla argumentéw roéznych od zera, tzn.: y >

0 © x € (—0;0) U (0; +0) funkcja nie przyjmuje wartosci ujemnych
o funkcja jest malejgca w przedziale (—oo; 0), rosngca w przedziale (0; +o0)

o funkcja nie przyjmuje wartosci najwigkszej; dla argumentu 0 przyjmuje wartos$¢

najmniejszg, rowng 0.

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 29
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= Jeslia <0, to:
o zbiorem wartos$ci funkcji jest przedziat (—oo; 0)

o funkcja przyjmuje warto$ci ujemne dla argumentéw réznych od zera, tzn.: y < 0 &

x € (—o0;0) U (0; +0) funkcja nie przyjmuje wartosci dodatnich
o funkcja jest rosngca w przedziale (—oo; 0), malejaca w przedziale (0; 4o )

o funkcja nie przyjmuje warto$ci najmniejszej; dla argumentu 0 przyjmuje warto$¢

najwieksza, réwna 0.

26. W wyniku przesunigcia rownolegtego wykresu funkcji kwadratowej y = ax?, gdzie a # 0,
o wektor ¥ = [p, q] otrzymujemy wykres funkcji y = a(x — p)? + q

27. Wzér y = a(x — p)* + q, gdzie a # 0, nazywamy wzorem funkcji kwadratowej w postaci
kanonicznej.
W wyniku przesuniecia rownoleglego wykresu funkcji kwadratowej y = ax?(a # 0) 0
wektor ¥ = [p, q] otrzymamy wykres, ktory ma taki sam ksztalt, jak wykres przed
przesunigciem. Zatem nowy wykres tez jest parabolg. Ponadto, wspotrzedne wierzchotka tej
paraboli mozemy wyznaczy¢, dodajac odpowiednie wspoirzedne wektora do wspotrzednych
wierzcholka paraboli bedgcej wykresem funkcji y = ax?.

Xy =0+p=py,=0+qg=gq
Whiosek:
e Wykresem funkcji kwadratowej y = a(x — p)? + q(a # 0) jest parabola.
o  Wierzchotkiem tej paraboli jest punkt W (p, q). Jesli a < 0, to ramiona paraboli
skierowane sq do dotu, jesli a > 0, to ramiona paraboli sq skierowane do gory.

28. Wzor funkcji kwadratowej w postaci ogélnej y = ax* + bx + ¢, gdzie a # 0, mozna

przeksztatcié¢ do postaci kanonicznej y = a(x — p)? + q. Wowczas:

-b —(b? — 4ac)

pZZ’q 4a

Whiosek:

e Wzor funkcji kwadratowej w postaci ogélnej y = ax? + bx + c¢(a # 0) mozna

przedstawi¢ w postaci kanonicznej y = a(x — p)? + q, przy czym

== 0 =22 4dzie A = b2 —
p—Za,q—4a,gdZ|eA—b 4ac

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 30
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e Wykres funkcji kwadratowej y = ax? + bx + c(a # 0) mozna otrzyma¢ w wyniku

przesunigcia rownolegtego wykresu funkcji y = ax? o wektor u = [;—:,%]
29. Funkcja kwadratowa y = ax? + bx + c, gdzie a #= 0 oraz A = b? — 4ac:
e ma tylko jedno miejsce zerowe, x, = ;—2 wtedy i tylko wtedy, gdy 4 = 0

—-b—/4 —b+VA
oraz x, =
2a 2a

e madwa miejsca zerowe, x; = , wtedy i tylko wtedy, gdy 4 > 0

e nie ma miejsc zerowych wtedy i tylko wtedy, gdy 4 < 0.

UWAGA: Jesli A > 0, to wzor funkcji kwadratowej y = ax? + bx + ¢, gdzie a # 0, mozna

przedstawi¢ w postaci iloczynu czynnikdw liniowych.

30. Wzory = a(x — xg)? (jesliA = 0) oraz wzér y = a(x — x1)(x — x3) (jesliA > 0)

nazywamy wzorem funkcji kwadratowej w postaci iloczynowe;j.

Whiosek: Je$li funkcja kwadratowa y = ax? + bx + c, gdzie a # 0, ma miejsca zerowe, to jej
wzOr mozna przedstawi¢ w postaci iloczynowe;:

e y=a(x— xy)?, jesli funkcja ma tylko jedno miejsce zerowe

e y=a(x—x)(x—xy),jesli funkcja ma dwa rézne miejsca zerowe.
Jesli funkcja kwadratowa nie ma miejsc zerowych, to jej wzoru nie mozna przedstawi¢ w

postaci iloczynowej.

31. Funkcja kwadratowa y = ax? + bx + c, gdzie a # 0, okreslona w zbiorze liczb
rzeczywistych:

e przyjmuje najwigksza wartos¢ rowna y,,, jesli a < 0; wowczas nie ma wartosci
najmniejszej;

e przyjmuje najmniejszg warto$¢ rowna y,,, jesli a > 0; wowczas nie ma wartosci

najwiekszej.

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 31
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Cze$¢ 2. Przyktady zadan maturalnych (zadania zamknigte)

Zadanie 3.1
Prosta o rownaniu y = —2x + (3m + 3) przecina w uktadzie wspotrzednych os Oy w punkcie
(0,2). Wtedy

2
Am=—-
3
1
Bm=-=
3
1
Cm=-=-
3
5
Dm=-=
3

ROZWIAZANIE: 3m+3 =2 m = _§

Zadanie 3.2

Wspotezynnik kierunkowy prostej rownoleglej do prostej o rownaniu y = —3x + 5 jest rOwny
A -
3

B. -3
C.:

3
D.3
Zadanie 3.3

Wskaz m, dla ktorego funkcja liniowa f(x) = (m — 1)x + 6 jest rosnaca
Am=-1

Bm=0
Cm=1
Dm=2

ROZWIAZANIE:m—-1>0&m>1

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 32
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Zadanie 3.4

Funkcja liniowa okreslona jest wzorem f (x) = —V2x + 4. Miejscem zerowym tej funkcji jest

liczba

A. =22

ROZWIAZANIE: —\2x+4 =0 x=—=22

2
V2
Zadanie 3.5

Prosta k ma rownanie y = 2x — 3. Wskaz rownanie prostej [ rownolegtej do prostej k i

przechodzacej przez punkt D o wspdtrzednych (—2,1).

Ay=-2x+3
B.y=2x+1
C.y=2x+5
Dy=—-x+1

ROZWIAZANIE: a; = a, = 2,y, =a,x + by;;1=(=2)-(2)+b =b=5
y=2x+5

Zadanie 3.6

Funkcja liniowa f (x) = —=x + 3

A. jest rosngca i jej wykres przechodzi przez punkt (0,3).

B. jest malejaca i jej wykres przechodzi przez punkt (0, —3).

C. jest rosnaca i jej wykres przechodzi przez punkt (0, —3).

D. jest malejaca i jej wykres przechodzi przez punkt (0,3).

ROZWIAZANIE: a = —-. Funkcja malejgca. f(0) = 3

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 33
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Zadanie 3.7
Dane sg punkty A = (—2,2) i B = (4, —2). Wspotczynnik kierunkowy prostej AB jest rtOwny
Aa=-2
3
B.a=-2
2

Ca=2

2
D.a=2

3

—2-2 2

ROZWIAZANIE: a = - 3
Zadanie 3.8
Prosta o réwnaniu y = %x + 1 jest prostopadia do prostej o rownaniu y = —gx — 1. Stad wynika,
VAS
A.m=-3
B.m=2

3
Cm=2

2
Dm=3

ROZWIAZANIE: = (-3) = -1 e m=

Zadanie 3.9
Punkt C = (0,2) jest wierzchotkiem trapezu ABCD, ktérego podstawa AB jest zawarta w prostej o

rownaniu y = 2x — 4. Wskaz robwnanie prostej zawierajacej podstawe CD.
Ay= %x + 2

B.y=-2x+2

Cy=- %x + 2

D.y=2x+2

ROZWIAZANIE: Odcinek CD jest rownolegty do ABwieca, =a, ©2=0-2=>h &
b=2a=2y=2x+2

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 34
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Zadanie 3.10

O funkgji liniowej f wiadomo, ze f(1) = 2. Do wykresu tej funkcji nalezy punkt P = (—2,3).
Wzér funkeji f to

A f(x)= —§x+§

B.f(x) = —x+2

C.f(x)==-3x+7

D.f(x)=—-2x+4

3-2

ROZWIAZANIE: a = ==

1 1 1 7
——g,y——g(x+2)+3——5x+§

Zadanie 3.11
Funkcja liniowa f(x) = ax + b jest rosngca i ma dodatnie miejsce zerowe. Stad wynika, ze
A.a>0ib>0
B.a<0ib<0
C.a<0ib>0
D.a>0ib<0

Zadanie 3.12

Na rysunku przedstawiono fragment wykresu pewnej funkcji liniowej e
f. Funkcja liniowa g, ktorej wykres jest symetryczny do wykresu

funkcji f wzgledem poziome;j osi uktadu wspotrzednych, jest

okreslona wzorem

A gx)=-2x—-2

B.g(x) =2x—-2

Cglx)=—-2x+2

D.g(x)=2x+2

Zadanie 3.13

Proste o rownaniach 2x — 3y = 41 5x — 6y = 7 przecinaja si¢ w punkcie P. Stad wynika, ze
A.P=(12) C.P=(-1,-2)

B.P=(-12) D.P=(1,-2)

ROZWIAZANIE: 2- (-1) —=3-(=2)=4; 5-(-1)—6-(=2)=7

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 35
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Zadanie 3.14
Uktad rownan { b nie ma rozwigzan dla

A.a=-1ib=-3

B.a=1ib=3
Ca=1ib=-3
D.a=-1ib=3
ROZWIAZANIE: {y =xt2
y=-x—2

Zadanie 3.15

Rozwazmy tre$¢ nastepujacego zadania:

Obwdd prostokgta o bokach diugosci a i b jest rowny 60 . Jeden z bokow tego prostokgta jest 0 10
dluzszy od drugiego. Oblicz dlugosci bokow tego prostokqta.

Ktory uktad rownan opisuje zalezno$ci migdzy dlugosciami bokow tego prostokata?

2(a+b) =60 2ab = 60
A'{a+10=b C'{a—b=10

2a+ b =60 2(a+b) =60
B. {10b =a D. {1061 =b
Zadanie 3.16

Na rysunku jest przedstawiona graficzna ilustracja uktadu

dwoch rownan stopnia pierwszego z dwiema niewiadomymi

xiy.
Wskaz ten uktad.
{y=—2x+8 {y=x—1
A. 3 13 C. 1 1
Y=ty y=3rts
{y=2x—4 {y=3x—7
B. 1 7 D. 2
y=-—sx+3 y——§x+4
Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 36
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Zadanie 3.17
Na jednym z ponizszych rysunkéw przedstawiono fragment wykresu funkcji y = x2 + 2x — 3.
Wskaz ten rysunek.
[\ s &Y I/ -~ /_\4 v l" iTt f
\ 1 { 3 \ / N \| L j |
\ 2 / _L ‘ / 2 \\\ l.l 'l‘
\u. ! / rl \ / ! \\ Vo f
\ EEE / T, \ |
4 - 1 ] 4 - 3 1 | K 4 A -1 3 ] 4 “4 | 4
| / / I+ \ }H‘ ' \ i /v‘
¥ / T [T \ 17
e 4 L L . N
A. B C. D
ROZWIAZANIE: A, p === —1,a >0

Zadanie 3.18
Wierzchotkiem paraboli o réwnaniu f(x) = —3(x — 2)? + 4 jest punkt o wspdtrzednych

A. (—2,—4)
B. (—2,4)
C.(2,—4)
D. (2,4)

ROZWIAZANIE: f(x) =a(x —p)?> —q,wiecp =2iq=4 © W = (2;4)

Zadanie 3.19

Jednym z miejsc zerowych funkcji kwadratowej f(x) = 3x? + 7x + ¢ jest liczba _?7 Wowczas ¢

jest rowne
A.0

B.1
C.—-98
D. 98

ROZWIAZANIE;0=3-?+7-(—§)+c cc=-2+2 ec=0

Opracowata: mgr Justyna Nowak

str. 37
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Zadanie 3.20

Funkcja kwadratowa, ktorej zbiorem wartos$ci jest przedziat (—oo, —3), moze by¢ okreslona
wzorem

Ay=(x+2)?>-3

B.y = —(x + 3)?

Cy=—(x—-2)>-3

D.y=—-x%+3

ROZWIAZANIE: Parabola jest skierowana ramionami w dot co oznacza, ze a < 0 oraz, ze

q =—3,wicc f(x) = —alx—p)—3

Zadanie 3.21

Wierzchotek paraboli bedacej wykresem funkcji kwadratowej y = f(x) ma wspotrzedne (2,2).
Wowczas wierzchotek paraboli bedacej wykresem funkcji g(x) = f(x + 2) ma wspotrzedne
A (42)

B. (0,2)

C. (2,0).

D. (2,4).

ROZWIAZANIE: Nastegpuje przesunigcie o 2 jednostki w prawo (wzdhuz osi OX), tak wiec nowy
punkt ma wspoirzedne (4;2).

Zadanie 3.22

Osig symetrii wykresu funkcji kwadratowej f(x) = —2x2 — 8x + 6 jest prosta o rtéwnaniu
Ay=

B.y=-2

C.x=

D.x=-2

ROZWIAZANIE: x = p = = = -2

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 38
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Zadanie 3.23

Funkcja kwadratowa jest okreslona wzorem f(x) = (x — 1)(x — 9). Wynika stad, ze funkcja f jest
rosngca w przedziale

A. (5,+)

B. (—x,5)

C. (—o0,-=5)

D. (=5, +»)

ROZWIAZANIE: Parabola jest skierowana ramionami w gore, tak wiec ro$nie w przedziale

(ri+xe) _ 149 _ ¢

{p; +o0) , wige p =— .

Zadanie 3.24

Jesli funkcja kwadratowa f(x) = x2 + 2x + 3a nie ma ani jednego miejsca zerowego, to liczba
a spetnia warunek

Aa<-1

B.-1<a<0

C.OSa<§
D.a>l
3

ROZWIAZANIE: Jesli funkcja nie ma miejsca zerowego to oznacza, ze wyroznik trojmianu

kwadratowego jest mniejszy od zera, tak wigc A< 0 © A=4—-12a <0 ©4<12a ©a > %

Czes¢ 3. Przyktady zadan maturalnych (zadania otwarte)

Zadanie 3.25
Wykresem funkcji kwadratowej f(x) = 2x? + bx + c jest parabola, ktorej wierzchotkiem jest

punkt W = (4,0). Oblicz wartosci wspotczynnikéw b i c.

ROZWIAZANIE:
f(x) =2(x—4)? = 2x*> —16x + 32

Odp. b = —16,c = 32

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 39
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Zadanie 3.26
Funkcja kwadratowa, f dla x = —3 przyjmuje warto$¢ najwigksza rownag 4. Do wykresu funkcji f

nalezy punkt A = (—1,3). Zapisz wzor funkcji kwadratowej f.

ROZWIAZANIE:

f(x)=a(x+3)2+4,3=f(—1)=a(_1+3)z+4,a=_%

Odp. f(x) = == (x +3)% + 4

Zadanie 3.27
Funkcja kwadratowa f okreslona jest wzorem f(x) = ax? + bx + c. Zbiorem rozwigzan
nierownosci f(x) > 0 jest przedziat (0,12). Najwigksza wartos¢ funkcji f jest rowna 9.

Oblicz wspotczynniki a, b, c, i funkcji f.

ROZWIAZANIE:

0+ 12
p=—7 =6,g=9 © f(x)=a(x—6)2+9
_ _ — A2 __5__1
0=f0)=a(0—-6)*+9 a= e 1

fx) = —%(x—6)2+9 f(x) = —%x2+3x

Odp.a=—5,b=3,c=0

Zadanie 3.28

Funkcja kwadratowa f jest okreslona dla wszystkich liczb rzeczywistych x wzorem f(x) = ax? +
bx + c. Najwigksza warto$¢ funkcji f jest rowna 6 oraz f(—6) = f(0) = % Oblicz wartos¢

wspotczynnika a.

ROZWIAZANIE:
—-6+0
p= > = —3,q =6

f(xX)=a(x+3)>+6

5 =f(0)=a(0+3)2+6, 9a= 3 6 9a= i
g =1
Odp.:a = .
Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 40
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Zadanie 3.29
Liczby rzeczywiste xiz spetniaja warunek 2x + z = 1. Wyznacz takie wartosci x i z, dla ktorych

wyrazenie x2 + z? + 7xz przyjmuje najwieksza wartoéé. Podaj te najwieksza warto$¢.

ROZWIAZANIE:

z=1-2x

f(X)=x2+(1—-2x)>+7x(1 —2x) = x% + 1 —4x + 4x* + 7x — 14x?
f(x)=—-9x%+3x+1

Funkcja przyjmuje warto$¢ najwieksza dla x = __—138 = %. Wtedyz=1-2"- % = g

Warto$¢ najwigksza wynosi: f (%) =-9. 3—16 +3- % +1= —% + % +1= 2.

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 41
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IV. CIAGI
Czes¢ 1. Teoria

1. Ciggiem skonczonym nazywamy funkcje, ktorej dziedzing jest skonczony podzbior
poczatkowych liczb naturalnych dodatnich.

2. Ciggiem nieskonczonym nazywamy funkcje, ktorej dziedzing jest zbidr liczb naturalnych
dodatnich.

3. Wartos$ci zdefiniowanych powyzej funkcji nazywamy wyrazami ciggu.
Cigg liczbowy to ciag, ktérego wyrazy sg liczbami rzeczywistymi.

4. Ciag ( a, ) nazywamy ciggiem rosngcym wtedy, gdy dla kazdej liczby naturalnej dodatniej
n prawdziwa jest nierownos¢ a, 1 > a,.
Mowimy, ze cigg (a,) jest rosngcy wtedy, gdy kazdy wyraz ciggu ( a, ) (oprécz pierwszego)
jest wiekszy od wyrazu poprzedniego.

5. Ciag ( a,) nazywamy ciggiem malejgcym wtedy, gdy dla kazdej liczby naturalnej dodatniej
n prawdziwa jest nierownos¢ a1 < a,.
Mowimy, Ze cigg (a, ) jest malejgcy wtedy, gdy kazdy wyraz ciggu (a_n) (oprocz
pierwszego) jest mniejszy od wyrazu poprzedniego.

6. Ciag (a,) nazywamy ciagiem stalym wtedy, gdy dla kazdej liczby naturalnej dodatniej n
prawdziwa jest rownos¢ a, ;1 = ay.

7. Ciag (a,) nazywamy ciggiem niemalejgcym wtedy, gdy dla kazdej liczby naturalnej
dodatniej n prawdziwa jest nier6wnos¢ a, .1 > ay.

8. Ciag (a,) nazywamy ciggiem nierosngcym wtedy, gdy dla kazdej liczby naturalne;j
dodatniej n prawdziwa jest nier6wnos¢ a, . < -

9. Niech (a,) bedzie ciagiem co najmniej trojwyrazowym.
Ciggiem arytmetycznym nazywamy ciag (a,), w ktorym kazdy wyraz oprocz pierwszego
powstaje przez dodanie do wyrazu poprzedniego tej samej liczby r. Liczbe t¢ nazywamy
roéznicg ciggu arytmetycznego.
Mozemy zapisac krocej:

a,=a

Cigg (ay) jest ciggiem arytmetycznym o roznicy r < {a =a, 4+, jeslin>1
n — n— )

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 42
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10. Jesdli (a,,) jest ciggiem arytmetycznym o réznicy , to
a,=a;+(n—1)-r
dla dowolnej liczby naturalnej dodatniej n.
11. Ciag (a,) jest ciggiem arytmetycznym wtedy, gdy kazdy wyraz tego ciggu oprocz wyrazu
pierwszego (i ewentualnie ostatniego) jest §rednig arytmetyczng wyrazu poprzedniego i

nastepnego.

_ Ap_1+ Apiq
W=

12. Jedli (a,) jest ciggiem arytmetycznym, to Suma n poczgtkowych wyrazoéw tego ciagu

wyraza si¢ wzorem

a;+a
Sn=%'

dla dowolnej liczby naturalnej dodatniej n.

13. Niech (a,,) bedzie ciggiem co najmniej trojwyrazowym.
Ciggiem geometrycznym nazywamy ciag (a,), w ktorym kazdy wyraz oprocz pierwszego
powstaje przez pomnozenie wyrazu poprzedniego przez stalg liczbe q.
Liczbe t¢ nazywamy ilorazem ciggu geometrycznego.
Mozemy zapisa¢ kroce;j:

a,=a

Ciag (a,) jest ciagiem geometrycznym o ilorazie q < {a —a, ;1 qjeslin>1
n — n— 4

14. Niech (a,) bedzie ciggiem geometrycznym o ilorazie q. Jesli:
1) a; > 0iq > 1, to ciag (a,) jest ciagiem rosngcym;
2) a; >0iq € (0;1), to ciag (a,) jest ciaggiem malejacym;
3) a; <0igqg>1,tociag( ay, ) jest ciagiem malejagcym;
4) a; <0iq € (0;1), to ciag (a,) jest ciggiem rosngcym;
5) q =11lubgq =0, to ciag (a,) jest ciggiem statym; jesli ¢ = 0 — od drugiego wyrazu;

6) a, # 0iq <0, to ciag (a,) nie jest ciggiem monotonicznym.

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 43
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15. Jesli (a,,) jest ciggiem geometrycznym o ilorazie q,q # 0, to
a, =a;-q* "
dla dowolnej liczby naturalnej dodatniej n.
16. Niech (a,) oznacza cigg o wyrazach réznych od zera.
Ciag (a,,) jest ciggiem geometrycznym wtedy, gdy kwadrat kazdego wyrazu ciggu (a,,),
oprécz wyrazu pierwszego (i ewentualnie ostatniego), jest rowny iloczynowi wyrazu
poprzedniego i nastepnego.
a% = Ap_q " Gpyq
17. Jedli (a,,) jest ciagiem geometrycznym o ilorazie g, to suma n poczgtkowych wyrazow tego

ciggu wyraza si¢ wzorem:

a) S, = a, -%, o ile g # 1, dla dowolnej liczby naturalnej dodatniej n;

b) S, =n-ay,0ile g = 1, dla dowolnej liczby naturalnej dodatniej n.
Cze$¢ 2. Przyktady zadan maturalnych (zadania zamknigte)

Zadanie 4.1

W ciaggu arytmetycznym (a,) mamy: a, = 5ia, = 11. Oblicz ag
A.8

B. 14

C.17

D.6

ROZWIAZANIE: 2r = a4, —a, =6,a5 =a, +r=11+3 =14

Zadanie 4.2
W malejacym ciggu geometrycznym (a,) mamy: a; = —2 i az = —4. Iloraz tego ciggu jest rtowny
A =2
B.2
C.—V2
D.v2
ROZWIAZANIE: ¢ = ? =2,q=2
1
Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 44
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Zadanie 4.3

Dany jest nieskonczony rosngcy ciagg arytmetyczny (a,) 0 wyrazach dodatnich. Wtedy
A a,+a; =aq

B.ay +ag =a; + ag

C.ay+ag=az+ag

D.as +a; = 2ag

ROZWIAZANIE: ag —ag =a3; —a, > a, + a9 =as +ag

Zadanie 4.4

W ciggu geometrycznym (a,,) mamy a; = 5ia, = 15. Wtedy wyraz as jest rOwny
A. 10

B. 20

C.75

D. 45

ROZWIAZANIE: q = 2 @q=1§=3; as =a, q © as =153 = 45,
3

Zadanie 4.5

Miary katow czworokata tworzg cigg arytmetyczny o roznicy 20°. Najmniejszy kat tego czworokata
ma miarg

A. 40°

B. 50°

C. 60°

D. 70°

ROZWIAZANIE: x + 20° + x + 40° + x = 180° < 3x = 120° & x = 60°

Zadanie 4.6
Ciag (2v2, 4, ) jest geometryczny. Wowczas.

A a=8V2
B.a=4V2
C.a=8-22
D.a=8+22

ROZWIAZANIE: 16 = a-2v2 = a = 4V/2

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 45
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Zadanie 4.7

Wszystkie dwucyfrowe liczby naturalne podzielne przez 7 tworzg rosngcy ciag arytmetyczny.
Dwunastym wyrazem tego ciaggu jest liczba

A T7

B. 84

C.a1

D. 98

ROZWIAZANIE: a; = 14,7 = 7,ay, = a; + 11r = 14 + 77 = 91

Zadanie 4.8
W ciggu arytmetycznym (a,), okreslonym dla n > 1, spelniony jest warunek 2a; = a, + a; + 1
Réznica r tego ciggu jest rowna

A0
B.

C.

= NlR Wlr

D.
ROZWIAZANIE: 2(a, + 2r) =a; + 17+ a, + 1,3r = L,r = g

Zadanie 4.9

Dany jest ciag (a,) okreSlony wzorem a,, = 5_% dlan > 1. Cigg ten jest

A. arytmetyczny i jego rdznica jest rowna r = — %

B. arytmetyczny i jego rdznica jest rowna r = —2.
S . . 1

C. geometryczny i jego iloraz jest rowny q = 3

S . . 5
D. geometryczny i jego iloraz jest rowny q = p

ROZWIAZANIE:
5-2(n+1) 5-2n 5-2n-2-5+4+2n =2
an+1_an= 6 —_ 6 = 6 :?z——
Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 46
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Zadanie 4.10
Dany jest ciag geometryczny (a,,) okreslony dla n > 1, w ktorym a; = V2, a, = 22, az = 4v/2.

Wzor na n-ty wyraz tego ciggu ma postac

A a, = (\V2)"
B.a, = 3—;
can=(2)
D.a, = w_%)n

ROZWIAZANIE: q =2,a, =V2-2"1 = «2_7 nl =

Sl

Czes$¢ 3. Przyktady zadan maturalnych (zadania otwarte)

Zadanie 4.11
Piaty wyraz ciggu arytmetycznego jest rowny 26, a suma pieciu poczatkowych wyrazoéw tego ciggu

jest rowna 70 . Oblicz pierwszy wyraz tego ciagu.

ROZWIAZANIE:
a;+a
70 =S. = ——=>.5,
2
70 - 2
aq + as = T = 28

Odp. a, = 28 — 26 = 2.

Zadanie 4.12
Liczby x,y, 19 w podanej kolejnosci tworza ciag arytmetyczny, przy czym x +y = 8. Oblicz x i y.

ROZWIAZANIE:
{x+y=8 {x=8—y {x=8—y
2y =19+x 2y =27—-y (y=9
x=-1
Odp. {y _9
Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 47
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Zadanie 4.13
Liczby 2x + 1,6,16x + 2 sa w podanej kolejnosci pierwszym, drugim i trzecim wyrazem ciggu
arytmetycznego. Oblicz x.

ROZWIAZANIE: 6 = 2222 12 = 18x +3 & 18x =9 & x =

Zadanie 4.14
Ciag (9, x,19) jest arytmetyczny, a ciag (x, 42,7y, z) jest geometryczny. Oblicz x, y oraz z.

ROZWIAZANIE:
9+ 19
X = > =14,
42
="
y =3-42 =126,

z=3-126 =378

q 3,

Odp. (x,v,z) = (14,126,378)

Zadanie 4.15
Suma S, = a, + a, + -+ + a, poczatkowych n wyrazow pewnego ciggu arytmetycznego (a,) jest

okre$lona wzorem S,, = n? — 2n dlan > 1. Wyznacz wzor na n-ty wyraz tego ciagu.

ROZWIAZANIE: Dla n > 2 otrzymujemy:

A, =Sp—Sp-1=n?=2n—[(n—1)%?-2(n—-1)] =n*—-2n—n?+4n— 3.
Zatema, = 2n—3dlan = 2.

Jednoczesniea; =S, =-1=2-1-3.

Odp.a, =2n—-3dlan > 1.

Zadanie 4.16
Pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego jest rowny 3 , czwarty wyraz tego ciggu jest rowny 15 .

Oblicz sumg szesciu poczatkowych wyrazow tego ciaggu.

ROZWIAZANIE:
3r=15-3=12,r=4
Odp. Sg = =7 - 6 = (6 +20) -3 =78
Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 48
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Zadanie 4.17

W nieskonczonym ciggu arytmetycznym (a,,), okreSlonym dla n = 1, suma jedenastu
poczatkowych wyrazow tego ciagu jest rowna 187. Srednia arytmetyczna pierwszego, trzeciego i
dziewigtego wyrazu tego ciaggu, jest rowna 12. Wyrazy a4, as, ay ciggu (a,,), w podanej kolejnosci,

tworzg nowy ciag - trzywyrazowy cigg geometryczny (b,,). Oblicz k.

ROZWIAZANIE:
2a, + 107 11 = 187
2 {a1+5r=17 }{alzz
a1+a1+2r+a1+8r_12’ 3a; +10r =36) 'r =3
3 =

a;=a,+2r=8,a,=a,+(k—1Dr=3k—-1,82=20Bk—-1), 6k =66
Odp. k = 11.

Zadanie 4.18
Dany jest nieskonczony rosngcy ciag arytmetyczny (a,), dlan > 1 taki, ze ag = 18. Wyrazy a,,
a3 0raz a,; tego ciggu sa odpowiednio pierwszym, drugim i trzecim wyrazem pewnego ciggu

geometrycznego. Wyznacz wzor na n-ty wyraz ciaggu (a,,).
ROZWIAZANIE: a, = as — 4r = 18 — 4r
as = as — 2r = 18 — 2r,
a;3 =as+ 8r =18+ 8r
(18 — 27)2 = (18 — 47)(18 + 81),
182 — 72r 4+ 4r? = 18% + 72r — 32r?
36r° —144r =0, r=41lubr =10

Poniewaz ciag rosnacy, wiec r = 4. Zatem a; = 18 — 16 = 2.

Odp.a,=2+n—-1)-4=4n-2

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 49
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Zadanie 4.19

Deweloper oferuje mozliwos$¢ kompletnego wyposazenia kuchni i salonu w ofercie ,,Malejace raty".
Wysokos$¢ pierwszej raty ustalono na 775 zt. Kazda nastgpna rata jest o 10 zt mniejsza od
poprzedniej. Catkowity koszt wyposazenia kuchni i salonu ustalono na 30240 zt. Oblicz wysokos¢

ostatniej raty i liczb¢ wszystkich rat.

ROZWIAZANE:
2a; +(n— Dr 2775+ (n—1)(—10
30240 = S, = — (2 LA (2 ) )-n=(780—5n)n
5n2 — 780n + 30240 = 0, n? — 156n + 6048 = 0
156 — 12
A=24336—24192 = 144, n=———— =72

2
a72=775_71'10=65

Odp. Ostatnia rata jest rOwna 65 zt. Sg 72 raty.

Zadanie 4.20

Dany jest cigg arytmetyczny (a,) okreslony dla kazdej liczby naturalnej n = 1, w ktorym a, +

a, + az +a, = 2016 oraz as + ag + a; + -+ a;, = 2016. Oblicz pierwszy wyraz, roznic¢ oraz

najmniejszy dodatni wyraz ciaggu (a,,).

ROZWIAZANIE:

a;+a;+3r

—— 4=2016 {Za1 +3r = 1008

a, +4r +a, + 11r 2a; + 15r = 504

-8 = 2016
2
Odejmujac stronami otrzymujemy:
1008 + 3 - 42
12r = =504, r = —42, a; = — = 567

a, =567 + (n — 1)(—42) = —42n + 609 > 0

Stadn <22 =2 = 14,5, Zatem a,, = —42 - 14 + 609 = —588 + 609 = 21

Odp. a; = 567.r = —42. Najmniejszy dodatni: a;, = 21.

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 50
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Zadanie 4.21
W ciggu arytmetycznym (a,), okreslonym dla n > 1, dane sa: wyraz a; = 8 i suma trzech

poczatkowych wyrazow tego ciggu S; = 33. Oblicz réznice a¢ — 3.

ROZWIAZANIE:
16 + 2r
33=5;= > -3,11=8+7r,r=3

Odp a16 - a13 = 3T = 9

Zadanie 4.22

Ciag arytmetyczny (a,,) jest okreslony dla kazdej liczby naturalnej n > 1. Rdznica tego ciggu jest
liczba r = —4, a érednia arytmetyczna poczatkowych szesciu wyrazow tego ciagu: a4, a,, as,

Ay, s, Ag jest rowna 16

a) Oblicz pierwszy wyraz tego ciagu.

b) Oblicz liczbe k, dla ktorej a, = —78.

ROZWIAZANIEA:
6 2
6a, — 60
6
a, = 26.
a, =26+ (k—1) - (—4) = —4k + 30 = —78,4k = 108,k = 27.
Odp a, = 26,k = 27.

.6 = 6a, — 60,

=a, — 10 = 16,

Zadanie 4.23
W ciggu arytmetycznym (a4, ,, ..., Gzq, G4) SUMa wyrazow tego ciggu o numerach parzystych jest
rowna 1340, a suma wyrazow ciggu o numerach nieparzystych jest rowna 1400 . Wyznacz ostatni

wyraz tego ciggu arytmetycznego.

ROZWIAZANIE:
a, + asg B
— 20 =1400 {Zal +38r = 140 { r=-3
a, +a = =127
2 40 20 = 1340 2a, +40r = 134 (a4 7
2
Odp. azy = 127 + 39 - (=3) = 10.
Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 51
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V. TRYGONOMETRIA
Czes¢ 1. Teoria

1. Niech w trojkacie prostokatnym dany bedzie kat ostry a

a X

przyprostokatna przylegla do kata @

a) Tangensem kqta ostrego a w trojkacie prostokagtnym nazywamy stosunek dtugosci
przyprostokatnej przeciwleglej do kata a do przyprostokatnej przylegtej do kata « :

y
tga ==
ga "

b) Cotangensem kqta ostrego a w trojkacie prostokgtnym nazywamy stosunek dtugosci
przyprostokatnej przylegtej do kata a do przyprostokatnej przeciwlegtej katowi « :
X
ctga = ;
C) Sinusem kqta ostrego a w trojkacie prostokgtnym nazywamy stosunek dtugosci
przyprostokatnej przeciwlegtej do kata a do przeciwprostokatne;j:

. Y
sina ==
T

d) Cosinusem kqta ostrego a w trojkacie prostokgtnym nazywamy stosunek dtugosci

przyprostokatnej przylegtej do kata a do przeciwprostokatnej:
X
cosa = —
r

2. Wartos$ci sinusa, cosinusa, tangensa i cotangensa dla katow 30°,45° i 90°.

o 30° as" 60"
1 V2 V3
sinda 2 2 5
3 J2 1
o8«
2 2 2 2
v3
g 3 1 v3
v3
a J3
ctg 1 3
Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 52
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3. Sinus, cosinus, tangens i cotangens konta wypuktego

xyY
ol 4

Niech dany bedzie kat wypukly a w potozeniu standardowym. Na drugim ramieniu kata
wybieramy punkt P(x, y) rézny od punktu 0(0,0). Wowczas:

a) tangensem kqta o nazywamy liczb¢ bedaca ilorazem rzgdnej punktu P przez odcigta tego

punktu; jesli odcigta punktu P jest rOwna zeru, to tangens kata a nie istnieje,
y
tea==,x#0
& X

b) cotangensem kqta o nazywamy liczbe bedaca ilorazem odcigtej punktu P przez rzedng tego

punktu; jesli rzedna punktu P jest rOwna zeru, to cotangens kata a nie istnieje,
t ad =0
ctga=—,y
y

C) sinusem kqta a nazywamy liczbe bedacg ilorazem rzednej punktu P przez odleglo$¢ punktu

P od poczatku uktadu wspoétrzednych,

Y

N

d) cosinusem kgqta a nazywamy liczbe bedacg ilorazem odcigtej punktu P przez odlegtosé

sina =

punktu P od poczatku uktadu wspotrzednych,

X

N

cosa =

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 53
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4. Tozisamoscig trygonometryczng nazywamy roéwnos¢, w ktorej zmienne wystepuja
wylacznie w argumentach funkcji trygonometrycznych i ktora jest prawdziwa dla
wszystkich wartosci tych zmiennych (dla ktorych funkcje sg okreslone).

1) sin®?a + cos? a = 1, jesli a € (0°,180°) tzw. jedynka trygonometryczna

2) tga-ctga =1,jesli @ € (0°,90°) U (90°,180°)

3) 219 = tga, jesli a € (0°,90°) U (90°, 180°)
4) 222 = ctga, jesli @ € (0°,180°)

5. Wybrane wzory redukcyjne:
1) tg(180° — a) = —tga, jesli a € (0°,90°) U (90°,180)
2) ctg(180° — a) = —ctga, jesli a € (0°,180°)
3) sin(180° — a) = sina, jesli a € (0°,180°)
4) cos(180° —a) = —cosa, jesli a € (0°,180°)

Jesli a € (0°,90°), to:

1) tg(90° + a) = —ctga
2) ctg(90° + a) = —tga
3) sin(90° + a) = cosa
4) cos(90° + a) = —sina
5 tg(90° —a) =ctga

6) ctg(90° —a) =tga

7) sin(90° — @) = cosa

8) cos(90° —a) =sina

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 54
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Cze$¢ 2. Przyktady zadan maturalnych (zadania zamknigte)

Zadanie 5.1

Kat a jestostry i cosa = 15—3 Wtedy

. 12 12
A.sina =—itga =—
13 5

. 12, 5
B.sina =—itga =—
13 12

. 12, 12
C.sina =—itga =—
5 13

. 5 . 12
D.sina =—itga =—
12 13

ROZWIAZANIE: Przeksztalcajac wzor na jedynke trygonometryczng uzyskujemy:

25 12
sina =+1—-cos?2a= |1——=—:

169 13’

sina _ 12

cosa 5

tga =

Zadanie 5.2

sin? 38°+cos? 38°—1
sin? 52°+co0s252°+1

Warto$¢ wyrazenia jest rbwna
1 1

A - C.—=
2 2

B.0 D.1
sin? 38+cos?38-1 _ 1-1

ROZWIAZANIE: —=0

sin252+cos252+1  1+1

Zadanie 5.3

cosa+sinf

W trojkacie prostokatnym dane sg katy ostre: @ = 41°if = 49°. Wtedy p réwna si¢
A. 1+ sin49°
B. sin49°
C.1
D.2
_cosatsinf sinf sin49° cos41°

ROZWIAZANIE' cosa =1+ cosa 1+ cos41° 1+ cos41° 2

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 55

Projekt ,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan”.

Opracowanie wspétfinansowane przez Unie Europejska z Europejskiego Funduszu Spotecznego
w ramach Wielkopolskiego Regionalnego Programu Operacyjnego na lata 2014-2020



E:?gu:zsekle ;‘ 'I SAMORZAD WOEWODZTWA Unia EUfODEjSka .'. P .°_
P€) \REV/ | WRAQPILERN00 Europejski Fundusz Spoteczny L PIIPL)
Program Regwonalny .

Zadanie 5.4

W tréjkacie prostokgtnym ABC odcinek AB jest przeciwprostokatng i |AB| = 13 oraz |BC| = 12

Woweczas sinus kata ABC jest rowny

A.

B.

lAc| 5

ROZWIAZANIE: Z twierdzenie Pitagorasa wynika, ze |AC| = 5, wigc sin XABC = — = —

|AB| 13

Zadanie 5.5

Miara kata a spetnia warunek: 0° < a < 90°. Wyrazenie 1C0

A
B.
C.
D.

s?a 1—cos?

a . ’
jest rowne

—sin?a sin? a
1
2cos’ a

2

2sin? a

ROZWIAZANIE:

Zadanie 5.6

Tangens kata a zaznaczonego na rysunku jest rowny
A
B.

C.
D.

cos® a 1—cos?a cos?a sin‘a

- +— = .
1—sin?a sin? a cos?a sin?a

V3
3
4

5

-1
5 P=(—4,5)
4

ROZWIAZANIE: tga = = = —2

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 56
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Zadanie 5.7
Warto$é wyrazenia (tg 60° + tg 45°)% — sin 60° jest réwna

A.2—32£

3V3
2

ca-B
2

B.2+

D.4+33
2
ROZWIAZANIE:

V3 V3 3
(tg 60° + tg45°)2 —sin 60° = (V3 + 1)2—7=4+2\/§—7=4+§\/§

Zadanie 5.8

Jeslim = sin 50°, to
A. m = sin40°

B. m = cos40°

C. m = cos50°

D.m =tg50°
ROZWIAZANIE: sin 50° = cos 40°
Zadanie 5.9

Warto$¢ wyrazenia 2sin? 18° + sin? 72° + cos? 18° jest rowna.
A.0
B.1
C.2
D.4

ROZWIAZANIE: 2sin? 18° + sin? 72° + cos? 18° = 2sin? 18° + 2cos? 18° = 2

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 57
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Cze$¢ 3. Przyktady zadan maturalnych (zadania otwarte)

Zadanie 5.10
Kat a jest ostry i —— + —=2 = 2. Oblicz warto$¢ wyrazenia sin « - cos a.
cosa sina
ROZWIAZANIE:
sina N cosa sin®a + cos’«a 1
" cosa sina  sina-cosa  sina-cosa

2-sina-cosa=1
. 1
Odp. sina - cos a =3

Zadanie 5.11

Kat a jest ostry i sina = i Oblicz 3 + 2tg? a.

ROZWIAZANIE:
" sin? a
3+2tg°a=3+2——>
cos®
1
342 sin” —3+2E—3 2 —47
1—sinZa 15 15 15
16
47 2
Zadanie 5.12

Kat a jestostry i cosa = g. Oblicz warto$é wyrazenia 2 + sin® a + sina - cos? a.

ROZWIAZANIE:
9 3
sina =41 —cos?2a = 1_621

1
2 +sin®a +sina - cos?a = 2 + sina(sin? a + cos? a) = 2+sina=T

. . 11
Odp.: 2 + sin® & + sina - cos® a = —
Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 58
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Zadanie 5.13

. V3 . ., . . sina cosa
Kat a jest ostry oraz cos @ = —. Oblicz warto$¢ wyrazenia —— + ——.
3 cosa 1+sina

ROZWIAZANIE:

sin a cosa sina + sin? a + cos? a sina + 1 1 1
t———= : = — = =—=13
cosa 1+sina cosa(l + sina) cosa(l+sina) cosa /3

3

Odp sina_l_ cosa =\/§

cosa 1+sina

Zadanie 5.14

Kat a jest ostry i (sina + cos a)? = ; Oblicz wartos¢ wyrazenia sin « - cos a.
ROZWIAZANIE:

3
— = (sina + cosa)? = sin a + 2sina - cosa + cos?a = 1 + 2sina - cosa

2sina - =——1=<
Ssina - cosa > >

. 1
Odp. sina - cosa = "

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 59
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VI.  PLANIMETRIA
Czes¢ 1. Teoria

1. Trojkat to wielokat majacy trzy boki

2. Suma katow w dowolnym trdjkacie jest rowna 180°.
3. Trojkaty mozemy podzieli¢ ze wzgledu na rodzaje katow i dtugosci bokow. Przypomnijmy
te podzialy.
Ze wzgledu na rodzaje kqtow trojkqty dzielimy na:
o ostrokgtne (wszystkie katy sg ostre)
e prostokqgtne (jeden kat jest prosty, dwa ostre)

e Trozwartokgtne (jeden kat jest rozwarty, dwa ostre).
Ze wzgledu na dlugosci bokow trojkgty dzielimy na:

e roznoboczne (wszystkie boki majg r6zng dtugosc)
e rownoramienne (co najmniej dwa boki maja t¢ sama dtugos¢), wsrod ktérych

wyrdzniamy trojkaty rownoboczne (trzy boki maja t¢ sama dhugosc).

. ostrokatne prostokatne rozwartokatne
A
el £ a<b<c || a<b<c'\a\\c a<b<c
f C ™ " R o s .
réznoboczne ja b\a, B,ye(0;90°) .. » _ y=90 b >~ 7y>90

a=b \c a=b 'i - a=b
a

rébwnoramienne ba v € (0° 90° N -90° a O\ v > 90°
’/c\“a,ﬁ, € (0 )"bi Y YN, 7>

/\ a=b=c

réwnoboczne é e\ L ane
// ” Xa—[}-)—so

nie istnieje nie istnieje
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4. W trojkacie jeden bok (dowolny) nazywa si¢ podstawg, a pozostate dwa - ramionami. W
przypadku trojkata rownoramiennego ramionami nazywa si¢ boki majace t¢ samg dtugosc.

[ /’\ 2

2.0% / \ &/ of(}

/ 2/ - &7 N

/ & / \ o \0// O,

( "bg ./ \31 \0“’/ G

| < » </ ‘9’/‘,),
f ‘,/ \ ‘C\/ 4
| \ $ J
.' : / A\ /
248 BN (e La) L

podstawa przeciwprostokatna

podstawa
W tréjkacie prostokatnym boki zawarte w ramionach kata prostego to przyprostokatne, bok

przeciwlegly do kata prostego to przeciwprostokatna.
W trojkacie réznobocznym dowolne dwa katy sa rozne. Naprzeciw wiekszego kata lezy

dhuzszy bok. Dwa katy przy podstawie trojkata rownoramiennego sg rowne. Natomiast w
trojkacie rownobocznym kazdy kat ma 60°.

5. Nierownosé trojkqta:
W dowolnym trdjkacie suma dtugosci dwoch bokow jest wigksza od dtugosci trzeciego

boku.

a<b+c
a b<a+c

b/
c<a+b

c
6. Jesli w trojkacie potaczymy srodki dwoch bokow, to powstaty odcinek jest rownolegly do

boku trzeciego 1 jego dtugos¢ jest rowna polowie dtugosci boku trzeciego.
C

DE || AB
1
DE| == |AB
| DE| 2| I

A

7. Twierdzenie Pitagorasa:
Jezeli trojkat jest prostokatny, to kwadrat dtugosci przeciwprostokatnej jest rowny sumie

kwadratow dtugosci przyprostokatnych.
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8. Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa:
Jesli dlugosci bokow a, b, ¢ trojkata spetniaja zalezno$é a? + b? = c?, to trojkat jest
prostokatny, przy czym boki dtugosci a i b sa przyprostokatnymi tego trojkata, a bok
dhugosci c¢ - przeciwprostokatng tego trojkata.
9. Jesli dtugosci bokow trojkata oznaczymy literami a, b, ¢ w taki sposob, ze a < b < ¢ oraz:
e a?+ b? < c?, 10 tréjkqt jest rozwartokgtny;
o jesli a® + b? > c?, to tréjkqt jest ostrokgtny.
10. Wysokosciq trojkgta nazywamy odcinek (a takze jego dtugos$¢) taczacy wierzchotek trojkata
z przeciwleglym bokiem (lub jego przedtuzeniem), prostopadty do tego boku (lub jego

przedtuzenia).

UWAGA! Kazdy trojkat ma trzy wysokosci!!!
11. W dowolnym tréjkgcie wysokosci lub ich przedtuZenia przecinajg si¢ w jednym punkcie.
1) W trojkgcie ostrokqtnym punkt ten lezy wewngtrz trojkgta.
2) W przypadku trojkgta prostokgtnego punktem przeciecia si¢ wysokosci jest
wierzcholek kqta prostego.
3) W tréjkgcie rozwartokgtnym przediuzenia wysokosci przecinajq si¢ w punkcie
lezqgcym poza trojkgtem.

trojkat rdwnoramignny

W "‘)“-]l M FOWNOramiennym wysoxosd
0 ~ dlugosl podstawy
poprowadzona na podstawg dziell jg
h ~ wysokos(
na polowy

trajkat rownobociny

W trdjkqcie rownobocznym wazystkie
0 -~ dlugodd podstawy
\ wysokoicl 5g rowne
\ h BOROSC
o/ A \J WyROmeS WysokosC b trojkigta 0 boku majacym
\
hat § ? dlugosc @ wyralta sig wiorem h ”J. !
a
trojkat prostokgtny
W trdjkqcie prostokitiym wysokodd b,

N = Wysokosc opuszczona
PPN poprowadeona z wierzcholka kgta

/ 14 prieciwprostokytng

h Na praeciwprostokatng prostego, dzieh praeciwprostokgtng
P ey na odomnki majgee dlugodé ¢, ¢,
( [ dla ktorych h e, ¢

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 62

Projekt ,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan”.
Opracowanie wspétfinansowane przez Unie Europejska z Europejskiego Funduszu Spotecznego
w ramach Wielkopolskiego Regionalnego Programu Operacyjnego na lata 2014-2020



Fundusze @i . ;
2 [ : ;
i P 1B/ sanme mmer Unia Europejska

Europejski Fundusz Spoteczny
Program Regrnainy

12. Pole trojkqta jest rowne potowie iloczynu dtugosci boku 1 wysokos$ci opuszczonej na ten
bok.

13. Pole P tréjkgta rownobocznego o boku majacym dtugo$é a wyraza si¢ wzorem

@3
AT 4

14. Jedli mamy dane dtugosci a, b dwoch bokow trojkata i kat v,y € (0°,180°), zawarty miedzy

tymi bokami, to pole P tego trojkata wyraza si¢ wzorem:

i 1 .
N PA=E-a-b-smy
/// ‘.\'\

15. Pole tréjkqta rowna sie iloczynowi promienia kola wpisanego w ten trdjkqt i polowy
obwodu tego trojkqta.
Rozwazmy trdjkat o bokach majacych dtugos¢ a, b, c, w ktory wpisano koto o promieniu 7.

Wyznaczymy pole P tego trojkata w zaleznosci od a, b, c oraz r.

Ze srodka kota wpisanego w trojkat prowadzimy odcinki do wierzchotkow trdjkata. Odcinki te
dziela trojkat na trzy trojkaty, ktorych podstawami sg odcinki majace dugos¢ a, b, ¢, natomiast

wysokosci poprowadzone na te podstawy sg rowne r. Mozemy wigc zapisac:

P — N 1 b+ 1 _a+b+c
A= 2 a-'r 2 r 2 C'r= 2 r
P,=p-r,
. a+b+c
gdziep = ———
2
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16. Pole P trdjkqgta o bokach majgcych dlugosé a, b, ¢ wyraza si¢ wzorem:

gdzie R jest promieniem kota opisanego na tym trdjkacie.
17. Wzor Herona

Pole P trojkata o bokach majacych dtugos¢ a, b, c wyraza si¢ wzorem:

c 2 Py=p(@-a)(p-b)P-¢)
a . a+b+c .
gdziep = — jest potowa obwodu

18. Srodkowa trojkata nazywamy odcinek taczacy wierzchotek trojkata ze $rodkiem

przeciwlegtego boku.

|AD| = | DB|

A B

Kazdy trojkat ma trzy srodkowe
19. W dowolnym tréjkacie trzy srodkowe przecinaja si¢ w jednym punkcie, ktory dzieli kazdg z

nich w stosunku 1: 2.

A
Punkt przecigcia si¢ srodkowych nazywamy srodkiem cigzkosci trojkgta.
Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 64
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$rodkowe w wybranych tréjkatach
trojkat rownoramienny
s, — $rodkowa poprowadzona W tréjkacie rownoramiennym
do podstawy srodkowa poprowadzona
h,— wysokos$¢ poprowadzona do podstawy jest jednoczesnie
do podstawy wysokoscia.
h,=s,
trojkat réwnoboizny

W tréjkgcie réwnobocznym srodkowe
i wysokosci sie pokrywajg. Dlatego
wysokosci w tréjkacie rownobocznym
h=s przecinajg sie w punkcie, ktory dzieli
je wstosunku 1:2,

5 —$rodkowa
h - wysokosé

trojkat prostokgtny
s = $rodkowa poprowadzona W tréjkacie prostokatnym
z wierzchotka kata prostego srodkowa poprowadzona
¢ — przeciwprostokatna z wierzchotka kata prostego
1 ma diugos¢ potowy
S= 2 C . .
c przeciwprostokatnej.

20. Symetralna trdjkgta dzieli bok trojkata w potowie i pod katem prostym.
21. Symetralne trzech bokow dowolnego tréjkqta przecinajg si¢ w jednym punkcie.

Niech symetralne przetng si¢ w punkcie, ktory oznaczymy S.

C

A

8

Wiemy, ze symetralng tworzy zbidr punktéw rowno odlegtych od koncéw odpowiedniego
odcinka, zatem:

|SA| = |SB| — poniewaz S nalezy do symetralnej odcinka AB

|SA| = |SC| - poniewaz S nalezy do symetralnej odcinka AC.

Lewe strony powyzszych réwnosci sg rowne, wigc prawe strony tez sg rowne, czyli:

|SB| = |SC]|, a to znaczy, ze punkt S nalezy rowniez do symetralnej odcinka BC.
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22. Punkt S przecigcia symetralnych bokow trojkata ABC lezy w rownej
odleglosci od wierzchotkow trojkata ABC. Przez wierzchotki A4, B, C

mozna wigc poprowadzi¢ okrag o srodku w punkcie S i promieniu

|SA|. Okrag, ktory przechodzi przez wszystkie wierzcholki trojkata,

nazywamy okregiem opisanym na trojkacie. Woéwcezas o trojkacie
méwimy, ze jest to trojkat wpisany w okrag.

Z powyzszego wiec wynika, ze na kazdym trdjkacie mozna opisa¢ okrag.

23. Polozenie $rodka okregu w zaleznosci od rodzaju trojkata ze wzgledu na katy:

N

Srodek okregu opisanego Srodek okregu opisanego Srodek okregu

na trojkacie ostrokatnym na trojkacie prostokatnym | opisanego na tréjkacie
lezy wewnatrz trojkata. lezy na boku trojkata. rozwartokgtnym
lezy poza tréjkgtem.

24. Okregi opisane na niektorych trojkatach:

trofgt rownoramienny
,".\ W trojgcie rownoramiennym symetraing
/ '\ R~ peaveh okregu podstawy Zawiera wysokosé poprowadrong
/ M, \ Opisanego Na trofkacie ., oodstawn. Zatem drodek okregu
/ P b — wysokodd opusICIOnd  ooicanego na trojkacie rownoramiennym
f na podstawe lety na proste| awierajgce] wysokodd
v .
poprowadrong na podstawe
tréfkyt réwnobocany
A W trdjkacie rdwnoboczrym symetraine
/ \‘ R — promied okregu bokdw zawierajy wysokodcl. Tak wiec
/ b\ Opi1anego na trojkacie ¢ 4ok chregu opisanego na tréjkace
/ R\ h = wysokodd réwnobocznym jest punktem przeciecia
e v A= 23,, wysokodd w tym trdjkacie
trojkqt prostokatny
s Srodek okregu opisanego na trojkycie
~ R~ promien okregu prostokatnym jest érodiuem
¢ \ opisanego na trofkacie prreciwprostokytne)
— ¢ ~ praeciwprostokatng
. A= l(
i
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25. Dwusieczng kgta jest to potprosta dzielaca kat na dwa katy rowne.
Przez dwusieczng kata w trojkacie bedziemy rozumie¢ odcinek bedacy cz¢scig wspdlng
trojkata i dwusiecznej odpowiedniego kata (na rysunku ponizej jest to odcinek CD ).

C

A< D B

26. W dowolnym tréjkacie dwusieczne katow przecinajg si¢ w jednym punkcie.

27. W kazdy tréjkgt moina wpisaé okrgg. Srodek okregu wpisanego w trojkat lezy zawsze we
wngetrzu trojkata i jest on punktem przecigcia si¢ dwusiecznych.

28. Okregi wpisane w wybrane trojkaty:

trojkat réwnoramienny

W tréjkacie rownoramiennym dwusieczna
kata miedzy ramionami zawiera wysokos$¢
opuszczong na podstawe. Zatem Srodek
okregu wpisanego w tréjkat rownoramienny
lezy na wysokosci poprowadzone;j

na podstawe (w przypadku tréjkata
nierownobocznego — w innym miejscu niz
srodek okregu opisanego na tym tréjkacie).

r—promien okregu
wpisanego w trojkat

h — wysokos¢ opuszczona
na podstawe

trojkat rownoboczny

W tréjkacie rownobocznym dwusieczne

katow zawierajq wysokosci. Tak wiec srodek

okregu wpisanego w trojkat rownoboczny

jest punktem przeciecia wysokosci w tym

= %h trojkacie (i jest tez srodkiem okregu
opisanego na tym tréjkacie).

r— promien okregu
wpisanego w trojkat
Lr | h — wysokos¢

tréjkat prostokatny

Jesli w tréjkacie prostokatnym poprowadzimy

promienie ze Srodka okregu wpisanego w ten
r—promien okregu trojkat do punktéw stycznosci i zastosujemy
wpisanego w tréjkat | metode z ostatniego przyktadu,
a C a, b-przyprostokatne to zauwazymy, ze punkty stycznosci
[ r' ¢ — przeciwprostokatna | podzielity przyprostokatne a, b na odcinki
il a+b—c majgce dtugos¢ (a—r)iroraz(b—r)ir,
Ir r=3—a—x . : e
. 2 natomiast przeciwprostokatng ¢ na odcinki

(a—r)i(b-r), co prowadzi do zaleznosci
c=(a—r)+(b—-r), z ktérej tatwo wyliczy¢ r.
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29. Mowiac, ze dwie figury sq przystajgce, intuicyjnie rozumiemy, ze te figury sa takie same,
czyli majg taki sam ksztatt i takg samg wielko$¢. Mozna je nalozy¢ na siebie w taki sposob,
ze beda si¢ pokrywaty

30. Dwa trojkaty nazwiemy trojkgtami przystajgcymi wtedy, gdy boki i katy jednego z nich sg
réwne odpowiednim bokom i katom drugiego.

31. Cechy przystawania trojkgtow:.

1) Bok-bok-bok (bbb)
Jezeli dtugosci trzech bokow w jednym trojkacie sa odpowiednio rowne dtugosciom

trzech bokéw w drugim trdjkacie, to te trojkaty s przystajace.

|<A| = [€Aq], [€B| = |&B4], |%C| =] «C4]

2) Bok-kgt-bok (bkb)
Jezeli dwa boki 1 kgt migedzy tymi bokami w jednym trojkacie sa rowne odpowiednio
dwom bokom 1 katowi migdzy tymi bokami w drugim trojkacie, to trojkaty te sa
przystajace.
A‘\ c C,
\B A~ "'8.‘
Jesli [AC| = |A,Cy],|BC| = |B1C1l,1{C| = [{Cy], t0 AABC = AA;B,C;, wige
|AB| = |A1B,|, |%A| = |%A4], |&B]| = [«B,]
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3) Kgt-bok-kgt (kbk)
Jezeli bok 1 dwa przylegte do niego katy w jednym trdjkacie sg odpowiednio réwne
bokowi 1 dwom przylegtym do niego katom w drugim trojkacie, to trojkaty te sa
przystajace.

Cl

wige |AC| = |A1C|, |BC| = |B,1 G4, [XC| = |x(y]

32. Figury podobne maja taki sam ksztalt, lecz moga r6znic¢ si¢ wielko$cig. Omowimy teraz

podobienstwo trojkatow.

|A1B1| _ |B1C1l _ |A1C4|
|AB| |BC| |AC|

33. Trojkat A; B, C; jest podobny do trojkata ABC wtedy, gdy oraz

|%A;| = <A[, |«By| = |«B|, |«C| = |«C]|
34. Jesli trojkat A B1C; jest podobny do trojkata ABC, to skalg podobienstwa nazywamy

A1B B,C A.C . . .
41Bs| _ [BaCal _ 1A 1'.TaI|czbaJest zawsze dodatnia.
|4B| |BC| lAC|

liczbe k, k =
35. Podobienstwo tréjkgtéow A1B;C; 1 ABC zapisujemy symbolicznie: AA;B,C, ~ AABC.
36. Cechy podobienstwa tréjkgtow:

1) Bok-bok-bok (bbb)

Jezeli dlugosci bokéw trojkata A, B, Cy sa proporcjonalne do odpowiednich dtugosci

, T . |[A1B1| _ |B1C1| _ |A1C4] , .
bokoéw trojkata ABC, czyli 4B~ Bl — lacl’ to te trojkaty sa podobne.
¢ €
A<
A B B,
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2) Bok-kgt-bok (bkb)
Jezeli dlugosci dwoch bokoéw trojkata A, B, Cy sa proporcjonalne do odpowiednich

dhugosci dwoch bokow trojkata ABC, czyli % = %, oraz katy miedzy tymi bokami

sg rowne, to trojkaty te sa podobne.

3) Kaqt-kqt-kqt (kkk)
Jezeli dwa katy trojkata A; B, C; sa odpowiednio rowne dwom katom trojkata ABC, czyli
|%A;| = |%A] oraz | €C;| = |XC|, to trojkaty te sg podobne.
C

Ay

37. Twierdzenie Talesa:
Jezeli ramiona kata (lub ich przedluzenia) przetniemy dwiema prostymi rownoleglymi, to
stosunek dlugosci odcinkow wycietych przez te proste na jednym ramieniu kata (lub na jego
przedhuzeniu) jest rowny stosunkowi dlugosci odpowiednich odcinkow wycietych na

drugim ramieniu kata (lub na jego przedtuzeniu).

B\ B
A ) \A o
" \—— _
o e
0= — __.«-/O P
— N w3
W A
B, \ B,
[0A] _ |0A4] . |OA| _ |0A4]
[AB| |A1Bq] |0B| |0B1|

38. Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa:
Jesli ramiona kata (lub ich przedtuzenia) przetniemy dwiema prostymi i stosunek dlugosci
odcinkéw wycietych przez te proste na jednym ramieniu (lub na jego przedtuzeniu) bedzie
rowny stosunkowi dlugosci odpowiednich odcinkow wycietych na drugim ramieniu kata

(lub na jego przedtuzeniu), to te proste sa rOwnolegte.
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39. Prosta, ktora ma tylko jeden punkt wspdlny z okrggiem, nazywamy styczng do okregu w

tym punkcie (zwanym punktem stycznos$ci prostej i okregu).

40. Prosta jest styczng do okregu wtedy 1 tylko wtedy, gdy promien Y S
poprowadzony do punktu wspdlnego prostej i okregu jest prostopadty do N F ' X
prostej. A .

41. Prosta jest styczng do okregu wtedy 1 tylko wtedy, gdy odlegtos¢ srodka okregu od tej
prostej jest rowna promieniowi.

42. Odcinki dwoch stycznych, poprowadzonych do okregu z punktu, ktorego odlegto$¢ od
srodka okregu jest wigksza niz promien - wyznaczone przez ten punkt i odpowiednie punkty

stycznosci - majg te samg dlugose.

Oy \AP| = |BP|
i
: P

43. Sieczng okregu nazywamy prosta, ktora ma dwa punkty wspdlne z danym okregiem.
44. Prosta jest sieczng okregu wtedy i tylko wtedy, gdy odlegtos¢ srodka okregu od tej prostej

jest mniejsza od promienia okregu.

45. Kotem o $rodku w punkcie O i promieniu r,r > 0, nazywamy zbior wszystkich punktow
ptaszczyzny, ktorych odlegto$¢ od punktu O jest mniejsza od r lub réwna r. Takie koto
oznaczamy symbolem k(O, r).

46. Kgtem wpisanym w koto nazywamy kat wypukly, wyznaczony przez dwie pdtproste

zawierajgce cigciwy o wspolnym koncu, bedagcym wierzchotkiem kata.

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 71
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47. Kgtem srodkowym kota nazywamy kat, ktérego wierzchotek znajduje si¢ w $rodku kota.

/ \
/ \

(.) \ |" : ‘ll
\ 0 /
“\\ /'/,
A AN_
kat srodkowy wypukly kat srodkowy wklesty

48. Jezeli kat wpisany i kat sSrodkowy sg oparte na tym samym tuku, to kat srodkowy jest dwa
razy wigkszy od kata wpisanego.

49. Kqt wpisany, oparty na potokregu, jest kqtem prostym.

\.

50. Kqty wpisane, oparte na tym samym, tuku sq rowne.

£\
=

a, = a,

ﬁ - 26(1 =2a2

51. Suma katow dowolnego czworokata wynosi 360°.
52. Podziat czworokatow wypuktych

.t trapery

+ rownoiegobok!

\ 1+ romby

e

v l !
trapezoidy prostoigty kwadraty

Zasadniczy podzial czworokatéw wypuktych wyznaczony jest przez liczbe par bokéw

rownoleglych. | tak mamy:

e trapezoidy, czyli czworokaty niemajace ani jednej pary bokow rownolegtych;

e trapezy, czyli czworokaty majace co najmniej jedng parg bokow rownoleglych. Wsrdd

trapezOw wazng grupe stanowia:

e rownolegloboki, czyli czworokaty majace dwie pary bokéw réwnolegtych.
Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 72
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53. Przyktadem trapezoidu jest deltoid. Deltoidem nazywamy czworokat c
wypukty, ktory ma tylko jedng o$ symetrii zawierajacg przekatng tego /
S

czworokata.

D

54. Wilasnosci deltoidu:
1) Przekatne deltoidu sg prostopadte.
2) Miary katéw deltoidu migdzy bokami majagcymi rézng dtugosé

s3 TOWne. A
3) Przekatna deltoidu taczaca wierzchotki katow o réznych miarach zawiera si¢ w ich
dwusiecznych.
4) Punkt przecigcia przekatnych deltoidu dzieli przekatna - taczaca wierzchotki katow o
réwnych miarach - na polowy
55. Trapezy to czworokaty majace co najmniej jedng parg bokow rownoleglych. Boki
rownolegle nazywamy podstawami, pozostate - ramionami. W ramach tego tematu
omoOwimy wilasnos$ci trapezow, ktore maja tylko jedng pare bokéw réwnolegtych.
56. Wysokoscig trapezu nazywamy odcinek (a takze jego dtugo$¢) prostopadty do podstaw,
ktérego konce nalezg do podstaw lub ich przedtuzen.
57. W dowolnym trapezie suma katow przy kazdym ramieniu jest rowna 180°.
58. W dowolnym trapezie odcinek taczacy srodki ramion jest réwnolegly do podstaw trapezu i
jego dhugos¢ jest potowa sumy dlugosci podstaw.
D €

/ AB| + |CD

:
N b,

59. Rownoleglobokiem nazywamy czworokat, ktory ma dwie pary bokéw réwnolegtych.

60. Wlasnosci rownolegloboku
1) Dlugosci dowolnych dwoch przeciwleglych bokow rownolegtoboku sg rowne.
2) Dowolne dwa przeciwlegle katy rownolegloboku sa rowne.
3) Punkt przecigcia przekatnych rownolegloboku dzieli te przekatne na potowy.
4) Suma katow lezacych prz y kazdym boku rownolegtoboku jest rowna 180°.

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 73

Projekt ,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan”.
Opracowanie wspétfinansowane przez Unie Europejska z Europejskiego Funduszu Spotecznego
w ramach Wielkopolskiego Regionalnego Programu Operacyjnego na lata 2014-2020



Fundusze (@ 1 "
i Europejskie N/ - Suonea0 mosmstTm Unia Europejska

Europejski Fundusz Spoteczny
Program Regwonalny

61. Prostokgtem nazywamy rownoleglobok, ktory ma wszystkie katy proste.
Prostokat ma wszystkie wtasnosci rownolegtoboku, a ponadto jego

przekatne majg réwne dtugosci.

62. Rombem nazywamy rownolegtobok, ktorego wszystkie boki maja réwna N ,-'/'
dlugo$¢. Romb ma wszystkie wlasnosci rownolegloboku, a ponadto /“ (X /
/-f l\". /"’
[ AN v
a) przekgtne rombu zawierajg si¢ w dwusiecznych katow;
g X
b) przekatne rombu przecinajg si¢ pod kgtem prostym. \\</
63. Kwadratem nazywamy romb, ktory ma wszystkie katy proste (lub /’/ A

rownowaznie: prostokat, ktorego wszystkie boki majg t¢ sama dtugosc).
Kwadrat ma zatem wszystkie wlasnos$ci rombu i prostokata.

64. Liczba przekqtnych w wielokgcie majacym n bokéw (n € Nin > 3) jest rtOwna @

65. Suma kqtow wielokgta jest rOwna 180° - (n — 2), gdzie n oznacza liczbg bokéw wielokata
(n€N,n > 3).

66. Kgtem zewnetrznym wielokgta (wypuklego) nazywamy kat przylegty do kata
(wewngetrznego) wielokata.

67. W dowolnym wielokacie wypuktym suma wszystkich katow zewnetrznych jest stata i
wynosi 720°.

68. Wielokgtem foremnym nazywamy taki wielokat, ktorego wszystkie boki majg rowna
dlugos$¢ 1 wszystkie katy sa rowne.
Wielokatem foremnym jest np. trojkat rownoboczny, kwadrat, pigciokat foremny, szesciokat

foremny:

69. Dla dowolnego wielokata foremnego istniejag dwa okregi: jeden styczny do kazdego boku
tego wielokata, drugi - do ktérego naleza wszystkie wierzchotki tego wielokata. Srodki tych

okregdw si¢ pokrywaja.

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 74
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70. Podobienstwem nazywamy takie przeksztatcenie ptaszczyzny, ktére dowolnym dwém

punktom A, B ptaszczyzny przyporzadkowuje takie punkty A;, By, dla ktorych

|A1B4|
— = k,
|AB|

gdzie k jest ustalong (dla danego podobienstwa) liczbg dodatnig.

Liczbg¢ k nazywamy skalg podobienstwa.
71. Figurami podobnymi nazywamy takie dwie figury geometryczne F i F;, dla ktorych istnieje

podobienstwo przeksztalcajace figure F na figure F;. Podobienstwo figur FiF; 0znaczamy

symbolicznie: F ~ F;.
b
72. Pole prostokata jest rowne iloczynowi dlugosci dwoch jego bokow majacych 5
wspOlny wierzchotek. : : Prah
a
73. Pole kwadratu jest rowne kwadratowi dlugos$ci jego boku. H _
a
74. Pole rownolegloboku wyraza si¢ wzorem: p=a’
1) / /
: h //" P — a ‘. h
/ //'
a
2) \
\ \\‘b P=a-b-sina
\'\ a\
a
a
75. Pole P rombu wyraza si¢ wzorem: ;
1) P = a- h, gdzie a jest dlugoscig boku, h - wysokoscig rombu % h P\ G ; J
2) P= %, gdzie d,, d, sa dlugos$ciami przekatnych rombu. - ) '
3) P =a?: sina,gdzie a jest katem migdzy dwoma sasiednimi bokami rombu.
76. Pole P trapezu o podstawach majacych dlugos¢ a, b i wysokosci h ,—o\
.' \
wyraza si¢ wzorem: [ Y B
(a+b) |
str. 75

Opracowata: mgr Justyna Nowak
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77. Jesli przekatne czworokata wypuktego maja dtugosc d; i d, oraz R
przecinajg si¢ pod katem «, to pole P tego czworokata wyraza si¢ v \d; _,_

wzorem: |

P=E-d1-d2-sina

78. Jesli przekatne czworokata wypuktego maja dtugosc d; i d, oraz P
przecinaja si¢ pod katem prostym, to pole P tego czworokata - dz\
wyraza si¢ wzorem: & d, A\

1 _.--_\""--,____ : ///

P=>.d,-d -
2 1 2

79. Stosunek pdl figur podobnych réwna si¢ kwadratowi skali podobienstwa.

gdzie P’ jest polem figury podobnej do pola P.
Cze$¢ 2. Przyktady zadan maturalnych (zadania zamknigte)

Zadanie 6.1

Odcinki AB i DE sa rownolegte. Dlugosci odcinkow CD, DE i AB sa
odpowiednio réwne 1,3 1 9. Dlugos$¢ odcinka AD jest rowna

A 2 C.5 I
B.3 D.6

ROZWIAZANIE: Niech [AD| = x, wowezas: “t= =, x+1=3,x =

Zadanie 6.2

Punkty A, B, C lezace na okrggu o $rodku S sg wierzchotkami trojkata
réwnobocznego. Miara zaznaczonego na rysunku kata srodkowego ASB
jest rowna

A.120° C. 60°

B. 90° D. 30°

ROZWIAZANIE: a = 2 - 60° = 120°

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 76
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Zadanie 6.3

Okrag opisany na trdjkacie rdwnobocznym ma promien 12. Wysokos$¢ tego trojkata jest rowna
A. 18

B. 20

C.22

D. 24

ROZWIAZANIE: 12 =7 =~h,h = 18

Zadanie 6.4 g
Punkt O jest srodkiem okr¢gu. Kat wpisany @ ma miarg // /@:\¥
/ \

A 80° |F<"‘--[‘.‘_’?_\_L_-.\&('
B. 100° \ o |

C.110° \\ /

D. 120° e
ROZWIAZANIE: @ = % (360° — 160°) = 100°

Zadanie 6.5

Wysokos¢ rombu o boku dtugosci 6 1 kacie ostrym 60° jest rowna

A. 33
B. 3

C.6V3
D.6

ROZWIAZANIE: a?sin60° = ah, h = asin60° = 6- = = 33

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 77

Projekt ,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan”.
Opracowanie wspétfinansowane przez Unie Europejska z Europejskiego Funduszu Spotecznego
w ramach Wielkopolskiego Regionalnego Programu Operacyjnego na lata 2014-2020



Fundusze @i . ;
i P 1B/ sanme mmer Unia Europejska

Europejski Fundusz Spoteczny
Program Regrnainy

Zadanie 6.6

Obwod prostokata jest rowny 28 . Stosunek dtugosci jego bokow jest rowny 3: 4. Dluzszy bok tego
prostokata jest rowny

A 14

B.8

C.7

D.6

ROZWIAZANIE: 28 = 2(3a + 4a), a = 2,4a = 8

Zadanie 6.7

Dany jest trojkat prostokatny o przyprostokatnych 6 i 8. Promien okregu opisanego na tym trojkacie
jest rowny

A 14

B.8

C.6

D.5

ROZWIAZANIE: r = %c = %\/36 + 64 = 5, gdzie c- przeciwprostokatna trojkata prostokatnego.

Zadanie 6.8

W tréjkacie rownoramiennym ABC dane sg |AC| = |BC| = 5 oraz wysokos¢ |CD| = 2. Podstawa
AB tego trojkata ma dlugosé

A.6

B. 2v21

C. 2v29
D. 14

ROZWIAZANIE: |AB| = 2v25 — 4 = 221

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 78
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Zadanie 6.9

W tréjkacie prostokatnym dwa dluzsze boki majg dtugosci 517 . Obwod tego trojkata jest rowny
A 166

B. 146

C.12+ 46

D.12 + 2V6

ROZWIAZANIE: 5+ 7 +v49 — 25 = 12 + 26

Zadanie 6.10
Kroétszy bok prostokata ma dlugos¢ 6. Kat migdzy przekatng prostokata i dtuzszym bokiem ma
miar¢ 30°. Dhuzszy bok prostokata ma dtugos¢

A.2V3
B. 4V/3

C.6V3
D. 12

ROZWIAZANIE: < = tg60°, b = 63

Zadanie 6.11

Cieciwa okrggu ma dlugos$¢ 8 cm 1 jest oddalona od jego srodka o 3 cm. Promien tego okrggu ma
dhugosé

A.3 cm

B.4 cm

C.5cm

D. 8 cm

ROZWIAZANIE: r =v16+9 =5

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 79
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Zadanie 6.12 )
Punkt O jest srodkiem okr¢gu. Kat wpisany BAD ma miare "' - : (
A. 150° [ ANe
B. 120 l’ ¢ o +n
C.115° N\

D. 85°
ROZWIAZANIE: a = %(360° —60°—130°) = 85°

Zadanie 6.13

Najdtuzsza przekatna szesciokata foremnego ma dlugos$¢ 8 . Woweczas pole kota opisanego na tym
szesciokacie jest rowne

A 4w

B. 8

C.16m

D. 64m

ROZWIAZANIE: Najdtuzsza przekatng szesciokata jest srednicg okregu opisanego na tej figurze,
wiec r=4:
P =m4? = 167

Zadanie 6.14
Pole rownolegloboku o bokach dtugosci 4 1 12 oraz kacie ostrym 30° jest rowne
A. 24

B. 12v3
C.12

D. 6v3

ROZWIAZANIA: P =4-12-sin30° = 24

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 80
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Zadanie 6.15

Kat srodkowy oparty na tuku, ktérego dlugos¢ jest rowna S dhugos$ci okregu, ma miare
A. 160°

B. 80°

C. 40°

D. 20°

ROZWIAZANIE: a = g -360° = 160°

Zadanie 6.16

Na planie miasta, narysowanym w skali 1: 20000, park jest prostokatem o bokach 2 cm i 5 cm.
Stad wynika, Ze ten park ma powierzchnie

A. 20000 m?

B. 40000 m?

C. 200000 m?

D. 400000 m?

ROZWIAZANIE: P = (2-10%)2-(2-1072-5-1072) =4-10%-1073 = 4-10% = 400 000

Zadanie 6.17

Okregi o promieniach 3 14 s3 styczne zewnetrznie. Prosta styczna
do okregu o promieniu 4 w punkcie P przechodzi przez §rodek
okregu o promieniu 3 (zobacz rysunek).

Pole trgjkata, ktérego wierzchotkami sg srodki okregdw i punkt

stycznosci P, jest rowne

A. 14
B. 2v/33

C. 433
D. 12

ROZWIAZANIE: |Q;P| = V7% — 42 = V33,7 4 - V33 = 233

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 81
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Zadanie 6.18
Trojkat ABC jest podobny do trojkata A'B'C’ w skali ; przy czym |AB| = g |A'B’|. Stosunek pola
trojkata ABC do pola trojkata A'B'C' jest rowny

4
A —
25

w

O

N

o

2
ROZWIAZANIE: P,y = (g) P gt s tak wige k2 = 22

Zadanie 6.19

Dane sg dwa okregi: okrag o srodku w punkcie O i promieniu 5 oraz okrag o srodku w punkcie P i
promieniu 3. Odcinek OP ma dtugos¢ 16 . Prosta AB jest styczna do tych okregdéw w punktach A i
B. Ponadto prosta AB przecina odcinek OP w punkcie o

K (zobacz rysunek).

Witedy .
A.|0K| =6 N
B. |OK| = 8
C. |0K| = 10
D. |0K| = 12
ROZWIAZANIE: Niech [0K| = x, = = ==,
3x =80 —-5x,8¢c=80,x =10
Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 82
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Zadanie 6.20
Przyprostokatna AC trojkata prostokatnego ABC ma dtugos¢ 8 oraz tga = % (zobacz rysunek).
Pole tego trojkata jest rowne A
A. 12
B. 33—7 s a
C 8 A

c.z

5
D.Z

5

: _ Bl 2z _ lBcl =1 i —1l.g.16_o

ROZWIAZANIE: tg a = Al o= |BC| = - » wige Py = > 8 - =

Czes$¢ 3. Przyktady zadan maturalnych (zadania otwarte)

Zadanie 6.21

W dwoch hotelach wybudowano prostokatne baseny. Basen w pierwszym hotelu ma powierzchnie
240 m?. Basen w drugim hotelu ma powierzchni¢ 350 m? oraz jest 0 5 m dtuzszy i 2 m szerszy
niz w pierwszym hotelu. Oblicz, jakie wymiary moga mie¢ baseny w obu hotelach. Podaj wszystkie
mozliwe odpowiedzi.

ROZWIAZANIE: Wymiary pierwszego basenu: x, y. Wymiary drugiego basenu: x + 5,y + 3

{xy = 240 {xy = 240
(x+5)(y+2) =350 (xy + 2x + 5y = 340

Odejmujac stronami otrzymujemy: 2x + 5y = 100,y = 20 — %x

Wtedy: x (20 - %x) =240, — §x2 +20x — 240 = 0, x2 — 50x + 600 = 0

50 — 10 50 + 10
—5— =20, 1, =———=30

Odp. Pierwszy basen ma wymiary: 20 m X 12 m lub 30 m X 8 m.

A = 2500 — 2400 = 100, x; =

Drugi basen odpowiednio: 25 m X 14 m,35 m X 10 m.

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 83
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Zadanie 6.22
Dwie szkoly majg prostokatne boiska. Przekgtna kazdego boiska jest rowna 65 m. Boisko w drugiej
szkole ma dtugos¢ o 4 m wickszg niz boisko w pierwszej szkole, ale szeroko$¢ o 8 m mniejszg.

Oblicz dtugosc¢ i1 szerokos¢ kazdego z tych boisk.
ROZWIAZANIE:
Wymiary pierwszego boiska: x, y. Wymiary drugiego boiska: x + 4,y — 9.

{xz + y?% = 652 {xz + y?% = 652
(x+4)?+ (y—8)2=65% (x> +8x + 16 + y2 — 16y + 64 = 652

Odejmujac stronami otrzymujemy: 8x — 16y + 80 = 0.
Stad x = 2y — 10.
Wtedy 652 = y2 + 4y2 — 40y + 100

5y2 — 40y — 4125 =0, y2—8y —825 =0

8+ 58 8 —58

A =64+3300 = 3364, y; =—— =133, y, =—— < 0

Odp.: Pierwszy boisko ma wymiary 56 m x 33 m, drugie 60 m X 25 m.

Zadanie 6.23

Punkt S jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie ostrokatnym ABC. Kat
ACS jest trzy razy wigkszy od kata BAS, a kat CBS jest dwa razy wigkszy od
kata BAS.Oblicz katy trojkata ABC.

ROZWIAZANIE: Przyjmijmy, ze <ACS = %CAS = B,

4SCB = 4SBC = yoraz <SAB = «SBA = «, wowczas: et
B =3a,y=2a180°"=2a+2y+2,90°=a+y+ L =6a, a =15°

ODP: <«ABC=a+y =315 = 45°

«BCA=y+p =515 =75°
XBAC=a+f =415 = 60°

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 84
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Zadanie 6.24
Kat CAB tréjkata prostokagtnego ACB ma miare 30°. Pole kwadratu DEFG,

wpisanego w ten trojkat (zobacz rysunek), jest rowne 4 . Oblicz pole trojkata

ACB.

ROZWIAZAINE: Niech a oznacza dlugos¢ boku kwadratu DEFG. Zatem
a=2.

Troéjkat ADE to ,,potowa trojkata rownobocznego" o boku AD 1 wysokosci AE, wiec

|ADV3 _ 4v3
2 2

|AD| = 2a = 4 oraz |AE| = 2V3

Trojkat GBF to ,,potowa trojkata rdwnobocznego" o boku BG i wysokosci FG, wigc

|BG|V3
2

|BG| = 2|BF| oraz |FG| =

|BG|v3
2

4 1.4_2
V3 2 V3 V3
Trojkat ACB jest ,,potowa trojkata rownobocznego" o boku AB. Obliczamy

Zatem 2 =

. wige |BG| = = oraz |BF| = 2|BG| =

2 2 8
|AB|=|AE|+|EF|+|BF|=2\/§+2+ﬁ=2\/§+2+§\/§=§\/§+2

Pole trojkata ACB jest wigc rowne

1 |AB|*>V3 /3 /8 2 3,64 32 19
o=} L Q) - G5 26

Uwaga

Podany sposob rozwigzania polega na rozwigzaniu trojkatow prostokatnych ADE | BGF. Tak samo

mozemy postagpic¢ rozwigzujac inng pare trojkatow prostokatnych: ADE i DCG lub DCG i BGF.

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 85
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Zadanie 6.25
Dany jest romb o boku dtugosci 35. Dlugosci przekatnych tego rombu ro6znig si¢ o 14. Oblicz pole

tego rombu.

ROZWIAZANIE: Niech x oznacza dlugos¢ potowy krotszej przekatnej rombu.
Witedy

352 =x2 + (x 4+ 7)% = 2x% + 14x + 49
2x% +14x — 1176 = 0, x>+ 7x — 588 =0

-7+ 49 -7 —49
A=49+2352=2401,x1iT=21,x2=T<0

Odp. P = - 4256 = 1176

Zadanie 6.26
Jeden z katow trojkata jest trzy razy wickszy od mniejszego z dwoch pozostatych katow, ktore

roznig si¢ o0 50°. Oblicz katy tego trojkata.

ROZWIAZANIE: Niech a oznacza najmniejszy kat trojkata. Zatem pozostate dwa katy tego

trojkata rowne sg @ + 50° oraz 3a. Suma katow trojkata jest rowna 180°, wigc

a+3a+a+50°=180°
5a = 130°
a=26°
Stad a + 50° = 76° oraz 3a = 78°.

Odp.: Miary katow w tym trojkacie wynosza odpowiednio 26°,76° i 78°.

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 86
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Zadanie 6.27
Ramig trapezu rownoramiennego ABCD ma dlugos$¢ v26. Przekatne w tym trapezie sg prostopadte,

a punkt ich przeciecia dzieli je w stosunku 2: 3. Oblicz pole tego trapezu.

ROZWIAZANIE: Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Przekatne w trapezie sg prostopadle i dzielg si¢ w stosunku 2: 3, zatem pole trapezu to suma dwoch
trojkatow: o wysokosci 2x | podstawie 5x oraz o wysokosci 3x i podstawie 5x. Korzystajac z

twierdzenia Pitagorasa, obliczamy dlugo$¢ przekatnych trapezu.

(2x)% + (3x)%? = 26
4x% +9x% = 26
13x2% = 26

Stad x2 = 2. Zatem x = /2

Przekatne maja dhugo$é 5v/2.

Obliczamy pole trapezu

1 1 1
P==-2V2-5V2+5-3V2-5V2=5-5V2-5V2 = 25

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 87
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VIl. GEOMETRIA ANALITYCZNA
Cze¢s¢ 1. Teoria
1. Jesli w uktadzie wspotrzednych sg dane punkty A(x,, v4) | B(xg, yg), to wektorem
nazywamy uporzadkowana pare liczb [xz — X4, Vg — y4] i 0znaczamy 4B.
2. Dwa wektory nazywamy wektorami réwnymi wtedy, gdy ich odpowiednie wspotrzedne sg
rowne.
3. Wektorem zerowym nazywamy wektor, ktorego obie wspoirzgdne sg rowne zeru;

o0znaczamy go symbolem 0. Wektor ten nie ma okreslonego zwrotu.

4. Jesli wektory niezerowe Uiw sg rowne, to wektory Uiw :

1) saréwnolegle
2) maja te same zwroty -

3) maja takg samg dtugosc.

5. Jesli wektory niezerowe U i W sg rownolegle, maja te same zwroty i takg samg dtugos$¢, to
wektory 1 i W sg rowne.

6. Jedliistnieje liczba a, a # 0, dla ktorej

ui=a-w

i wektory 1 i W sg niezerowe, to wektory U i W nazywamy wektorami réwnoleglymi.
Dodatkowo przyjmujemy, ze wektor zerowy jest rownolegly do kazdego wektora (w tym
rowniez do wektora zerowego).

7. Jesli wektory niezerowe U i ¥ sg przeciwne, to wektory U i U:

1) sagrownoleglte /
2) maja przeciwne zwroty ;
3) maja takg sama dtugosc.

Wektor przeciwny do % oznaczamy jako —1i.

8. Jesli wektory niezerowe i | W sa rownolegle, maja przeciwne zwroty i takg samg dtugos¢, to

wektory iw sg przeciwne.

9. Srodkiem odcinka AB, gdzie A(x4,v4), B(xg,Vg), jest punkt S (WTW,%).

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 88
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10. Rownaniem kierunkowym prostej nazywamy rownanie majace posta¢ y = ax + b.
11. Réwnanie prostej, ktorej wspdtczynnik kierunkowy jest rowny m i do ktorej nalezy punkt o
wspotrzednych (x4, y;), mozna zapisaé w postaci
y=y1=m(x—xq)
12. Rownanie prostej przechodzgcej przez dwa punkty o wspotrzednych (x4, y1) i (x3,v5),
gdzie x; # x,, mozna zapisa¢ w postaci
y -y =2 (x—xy)
X3 — X4
13. Rownaniem ogolnym prostej nazywamy rOwnanie majace posta¢ Ax + By + C = 0, gdzie
A*+B*#0
14. Proste opisane rOwnaniami y = ax + b i y = a;x + b; sa rownoleglte wtedy, gdy a = a;.
15. Proste opisane rownaniami y = ax + b i y = a,x + b, sq réwnolegte wtedy, gdy a = a;.
16. Proste opisane rownaniami Ax + By + C = 0 (gdzie A2+ B> #0)i A;x + Byy + C; =0
(gdzie A2 + BZ # 0 ) sa rownolegle wtedy, gdy AB; — A;B = 0.
17. Proste opisane rownaniami y = ax + b i y = a,;x + b; sq prostopadie wtedy, gdy
a-a; =-1
18. Proste opisane rownaniami Ax + By + C = 0 (gdzie A2+ B? #0)iA;x+B,y+C;, =0
(gdzie A2 + B # 0 ) sg prostopadte wtedy, gdy AA; + BB, = 0.
19. Dtugosé odcinka |AB)| o koncach w punktach A = (x4,y,) i B = (x5, Yg5), Wyraza si¢

wzorem:

|AB| = /(xg — x0)? + (¥ — ¥)?
20. Odleglos¢ punktu P(x,y,) od prostej k: Ax + By + C = 0, gdzie A2 + B2 # 0, wyraza

si¢ wzorem:
Axg + Byy + C
d(P, k) = |Ax Yo |
VA? + B?
Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 89

Projekt ,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan”.
Opracowanie wspétfinansowane przez Unie Europejska z Europejskiego Funduszu Spotecznego
w ramach Wielkopolskiego Regionalnego Programu Operacyjnego na lata 2014-2020



Fundusze (@am ” .
ﬂ Europejskie N/ - Suonea0 mosmstTm Unia Europejska

} Europejski Fundusz Spoteczny
Program Regrnainy

Cze$¢ 2. Przyktady zadan maturalnych (zadania zamknigte)

Zadanie 7.1

Punkty A = (—=1,3) i C = (—5,5) sg przeciwleglymi wierzchotkami kwadratu ABCD. Pole tego
kwadratu jest rowne

A. 10

B. 25

C.50

D. 100

ROZWIAZANIE: |AC| = /(=5 + 1)? + (5 — 3)2 = V20 = 25, Pole > - 25 - 2v/5 = 10

Zadanie 7.2

Punkt A ma wspoétrzedne (5,2012). Punkt B jest symetryczny do punktu A wzglgdem osi Ox,
a punkt C jest symetryczny do.punktu B wzgledem osi Oy. Punkt C ma wspotzzedne

A. (—5;-2012)

B. (—2012; —5)

C. (=5; 2012)

D. (—2012;5)

ROZWIAZANIE: B = (5; —2012),C = (—5; —2012)

Zadanie 7.3
Punkt S = (2,7) jest srodkiem odcinka AB, w ktorym A = (—1,3). Punkt B ma wspoirzedne:
A.B = (5,11)

o 522
C.B= (—%,—5)
D.B = (3,11)

ROZWIAZANIE: 2 =*=,7 =222, B = (5,11)

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 90
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Zadanie 7.4
Dane sg punkty M = (—2,1) i N = (—1,3). Punkt K jest srodkiem odcinka MN. Obrazem punktu K
w symetrii wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych jest punkt

A K = (2,—%)

ROZWIAZANIE: K = (22, 23) = (-2,2) k' = (£, -2)

Zadanie 7.5

Dane sa punkty: P = (—2,—2) i Q = (3,3). Odlegtos¢ punktu P od punktu Q jest rowna
Al

B.5

C.5v2

D. 2v5.

ROZWIAZANIE: [PQ| = /(3 +2)2 + (3 +2)%2 =50 = 5v2

Zadanie 7.6

Suma odlegtosci punktu A = (—2,4) od prostych o rownaniach x = 3 1y = —1 jest rOwna
A. 10

B.9

C.8

D.7

ROZWIAZANIE: Odlegtos¢ punktu A od prostej X wynosi 5 oraz od osi y — réwniez 5, wigc
5+5=10.

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 91
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Cze$¢ 3. Przyktady zadan maturalnych (zadania otwarte)

Zadanie 7.7
Wykaz, ze trojkat o wierzchotkach A = (3,8),B = (1,2) i C = (6,7) jest prostokatny.

ROZWIAZANIE:

2—8 7—8 1
aAB:m:&aAc:m:—§,aAB'aAc:—1

Proste AB 1 AC sa prostopadte. Zatem trojkat ABC jest prostokatny.

Zadanie 7.8

Wyznacz rownanie symetralnej odcinka o koncach A = (—2,2) i B = (2,10)
ROZWIAZANIE: y = —2x +6, a5z = 2, S5 = (0,6)

Zadanie 7.9
Punkty A = (2,11),B = (8,23), C = (6,14) sa wierzchotkami trojkata. Wysokos¢ trojkata

poprowadzona z wierzchotka C przecina prosta AB w punkcie D. Oblicz wspotrzgdne punktu D.

ROZWIAZANIE: Prosta AB:azp = = =2,y —11=2(x —2), y = 2x +7

Prosta prostopadta do AB przechodzaca przez C:y = — % (x—6)+14 =— %x + 17

Punkt przecigcia prostych:

=2x+7
Y xl {y=2x+7 {x=4
y=-gx+17 4x+14=—-x+34 y=15

Odp. D = (4,15)

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 92
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Zadanie 7.10
Dany jest trojkat rownoramienny ABC,w ktorym |AC| = |BC| oraz A = (2,1)iC = (1,9). Podstawa

AB tego trdjkata jest zawarta w prostej y = %x Oblicz wspotrzedne wierzchotka B.

ROZWIAZANIE:
B = (2y,y)
|AC| = (1 =2)2+ (9 —1)2 =65, |BC| = /(1 = 2y)% + (9 — y)?,
(1-2y)>+(9—-y)> =65, 592 — 22y +17 = 0.

22— 12 22+12 17

A=ty =—— == =73
34 17
odp. & = (5.5)

Zadanie 7.11
Punkty A = (—1,-5),B = (3,—1),C = (2,4) sa kolejnymi wierzchotkami rownolegtoboku
ABCD. Oblicz pole tego rownolegtoboku.

ROZWIAZANIE:

—1+45
@B =37

=1.ProstadB:y=x—4ox—-—y—4=0

Wysoko$¢ rownolegltoboku jest rowna odleglosci punktu C od prostej AB.

24—

h 5 4|=3\/§, |AB| = (3+ 1)2+ (=1 +5)2 = 42

Odp. Pygcp = 4V2 - 332 = 24

Zadanie 7.12
W uktadzie wspotrzednych sg dane punkty A = (—43,—12) i B = (50,19). Prosta AB przecina o$
Ox w punkcie P. Oblicz pierwsza wspotrzgdng punktu P.

19412 1 o, : N _1 7
ROZWIAZANIE: a,p = coras " 3 Rownanie prostej AB:y = . (x—=50)+19 = ;X +3
Odp. x = —7.
Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 93
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Zadanie 7.13

Dane sg proste o rownaniach y = x + 2 oraz y = —3x + b, ktore przecinajg si¢ w punkcie lezacym
na osi Oy uktadu wspotrzednych. Oblicz pole trojkata, ktorego dwa boki zawierajg si¢ w danych
prostych, a trzeci jest zawarty w osi Ox.

S (y=x+2
ROZWIAZANIE: {y — 3y 4D
1 2 8

Odp'PABC =5(5+2)2 = -

3

C=(02),b=2 A=(-20),B= (§,o).

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 94
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VIIl. STEREOMETRIA

Czes¢ 1. Teoria

1.

10.

Dwie ptaszczyzny, ktorych czgscig wspdlng jest prosta, nazywamy plaszczyznami
przecinajgcymi si¢, a wspolna prosta - krawedziq przecigcia.

Plaszczyznami rownoleglymi nazywamy dwie ptaszczyzny, ktorych czgscig wspolng jest
zbior pusty lub cata ptaszczyzna.

Prosta jest rownolegta do plaszczyzny 1, jesli nie ma

punktéw wspolnych z ptaszczyzng m lub lezy na / r

plaszczyznie m.

Jesli proste k i | s¢ do siebie rownolegle, to prosta k jest rownolegta do kazdej ptaszczyzny
zawierajacej L.

Dwie przecinajace si¢ proste wyznaczaja tylko jedng ptaszczyzne.

Prosta i punkt nielezacy na tej prostej wyznaczajg tylko jedng ptaszczyzne.

Przez dowolny punkt przestrzeni mozna poprowadzi¢ tylko jedng prosta rownolegla do

danej proste;j.

Jesli w przestrzeni dane sg trzy proste i dwie z tych prostych sa rownolegle do trzeciej
prostej, to sag rowniez do siebie rownolegte.

Ot6z jesli proste k, [, m sga polozone w przestrzeni i proste k, I sg prostopadte do prostej m,
to proste k, I moga:

a) przecinac si¢ (pod dowolnym katem)

b) by¢ rownolegte

c) by¢ skosne. /7
Jesli dwie rownolegle plaszczyzny przecina trzecia ptaszczyzna, to ’{ /

otrzymane krawedzie przecigcia sa do siebie rownolegte.

/
(patrz rysunek obok) /* |
7y |l 7T, / / —

mNm=k / /

thﬂﬂ:I

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 95
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11. Niech dana bedzie w przestrzeni ptaszczyzna m, Zwana rzutnia, i prosta k, ktora przebija
rzutni¢. Kierunek prostej k nazywamy kierunkiem rzutu. Jesli przez dowolny punkt A
przestrzeni poprowadzimy prosta / rdwnolegta do prostej k, to przebija ona rzutni¢ w
punkcie A;.

Punkt A; nazywamy rzutem réownoleglym punktu A na ptaszczyzne m w Kierunku prostej k.

k X
/ A

~

12. Rzut réwnolegly na ptaszczyzne nie zachowuje odleglosci punktow (inaczej mowiac: rzut
réwnolegly na plaszczyzne nie jest izometria).

13. Rzut rownolegly na ptaszczyzng odcinka rownoleglego do rzutni jest odcinkiem
réwnolegtym do danego i majacy taka samg dhugos¢ jak odcinek dany.

14. Rzut réwnolegly na ptaszczyzne zachowuje uporzadkowanie punktéw lezacych na prostej
nierownoleglej do kierunku rzutu.

15. W rzucie réwnoleglym na ptaszczyzng stosunek dtugosci odcinkow lezacych na prostej
nieréwnoleglej do kierunku rzutu jest rowny stosunkowi dtugosci ich rzutow.

Z powyzszego wynika, ze:

|A0] _ 14104] ~4 -0 k
0B] — (0484l Gy .
ale |AO| = |OB|, / =
. 4,01 /,n A, 0, 81/
wigc 1 = ——, T -/
|01B4] ‘

skad |01B;| = |A;04].

16. Rzuty rownolegte na ptaszczyzne odcinkdéw rownolegtych (ale nieréwnolegtych do kierunku

rzutowania) sg odcinkami rownoleglymi 1 stosunek

B
dhugosci tych odcinkow jest réwny stosunkowi dtugosci / k
D “‘
B

ich rzutéw. 4

Punkty A,, B;, C;, D; sa odpowiednio rzutami / L /
; J b e Dy

réwnolegltymi punktow A, B, C, D na ptaszczyzng ™ w T N - f

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 96
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kierunku prostej k, AB || CD, AB |l k, wigc

A1By |1 C1Dy,
|AB| _ |A1B1]|
€Dl |€1D4]

17. Prosta i plaszczyzna sq do siebie prostopadte wtedy, gdy prosta jest prostopadta do kazdej

prostej lezacej na ptaszczyznie i przecinajgcej dang prosta.

18. Jesli prosta jest prostopadta do dwoch prostych lezacych na ptaszczyznie i przebija
ptaszczyzng w punkcie ich przecigcia, to jest prostopadta do tej ptaszczyzny.
19. Plaszczyzna 14 jest prostopadta do plaszezyzny mo wtedy, gdy w plaszczyznie 1, jest

zawarta prosta prostopadta do plaszczyzny m,.

20. Rzutem prostokatnym na plaszczyzne nazywamy rzut rownolegly (na ptaszczyzne), ktorego
kierunek jest wyznaczony przez prostg prostopadta do rzutni.
21. Odlegtoscia punktu A od ptaszczyzny m nazywamy dtugos$¢ odcinka AA,, gdzie A, jest

rzutem prostokatnym punktu A na ptaszczyzne m. Odleglo$¢ t¢ oznaczamy d (4, )
A

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 97

Projekt ,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan”.
Opracowanie wspétfinansowane przez Unie Europejska z Europejskiego Funduszu Spotecznego
w ramach Wielkopolskiego Regionalnego Programu Operacyjnego na lata 2014-2020



i Fundusze MEME samonza0 woswosZTV Unia Europejska

EUFODeJSklE . QB ripoto it it Europejski Fundusz Spoteczny
Program Regionalny ;

22. Odleglosciq prostej / (rownoleglej do plaszczyzny ) od plaszezyzny m nazywamy dlugosé
odcinka AA,, przy czym A jest dowolnym punktem prostej [, A; — rzutem prostokatnym

punktu A na ptaszczyzne .

23. Katem migdzy prosta I (przebijajaca ptaszczyzng m 1 nieprostopadia do niej) a ptaszczyzna

nazywamy kat ostry @ migdzy prosta / a jej rzutem prostokatnym I na ptaszczyzng .

24. Graniastostupem nazywamy wielo$cian, ktory ma dwie przystajace $ciany potozone w
ptaszczyznach rownolegtych (podstawy graniastostupa), a pozostate $ciany, zwane Scianami
bocznymi, sa rownoleglobokami.

25. Graniastostupy, ktorych $ciany boczne sg prostokatami, nazywamy graniastostupami

prostymi (rys. a), pozostate - graniastostupami pochytymi (rys. b).
a) B b)
Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 98
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26. Na rysunku ponizej zaznaczono kolorem czerwonym:

a) podstawy graniastostupa d) krawedzie boczne
b) $ciang boczng e) wierzchotki graniastostupa
c) krawedzie podstaw f) wysokos¢ graniastostupa.

8) i D)

il

217. Wysokosciq graniastostupa nazywamy odcinek (a takze jego dtugos¢), ktory jest

prostopadty do ptaszczyzn zawierajacych podstawy i ktory charakteryzuje si¢ tym, ze jeden
jego koniec nalezy do jednej ptaszczyzny, a drugi koniec do drugiej ptaszczyzny.
Zauwaz, ze w graniastostupie prostym kazda krawedz boczna jest wysokoscia.

28. Graniastostup prawidlowy jest to graniastostup prosty, ktorego podstawa jest wielokat
foremny (czyli wielokat, ktorego wszystkie boki majg réwng dtugos¢ 1 wszystkie katy réwna
miare).

29. Opisujac graniastostupy, postugujemy si¢ okresleniami: trojkatny, czworokatny, pigciokatny
itd., w zaleznosci od tego, jaki wielokat jest w podstawie graniastostupa. Tak wigc np.
graniastostup prawidlowy trojkatny to graniastostup, ktorego podstawami sg trojkaty
roéwnoboczne, a Scianami bocznymi - prostokaty.

30. Prostopadloscian jest to graniastostup prosty, ktérego podstawami sg prostokaty.

31. Szescian jest to prostopadtoscian, ktoérego wszystkie Sciany sa kwadratami.

UWAGA!
Aby narysowac graniastostup, wykorzystujemy wtasnosci rzutu rownoleglego na
plaszczyzng. Najczesciej rysunek wykonujemy tak, Zze jedna ze §cian bocznych jest

réwnolegta do rzutni. Krawedzie boczne sg odcinkami rownoleglymi o rownych
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dlugos$ciach, wiec na rysunku tez sg réwnolegte 1 majg réwna dhugos¢, podobnie jak i
odpowiednie pary krawedzi podstaw.

32. Przekqgtng wieloscianu nazywamy odcinek, ktorego koncami sg wierzchotki wielo$cianu 1
ktory nie zawiera si¢ w $cianie wielo$cianu.

33. Liczba przekgtnych graniastostupa, ktoérego podstawg jest n-kat, n € N,n > 2, wynosi:

n(n-3).
34. Pewne katy w graniastostupach prostych:
¢ 1)Kat miedzy przekatng graniastostupa a ptaszczyzng podstawy.

(Zauwaz, ze odcinek AB jest rzutem prostokatnym odcinka BC na

ptaszczyzng podstawy).

2) Kat migdzy przekatna graniastostupa a krawedzig podstawy.

3) Kat miedzy przekatnymi $cian bocznych (wychodzacymi z tego

samego wierzchotka).

35. Ostrostupem nazywamy wielo$cian, ktorego jedna ze $cian, zwana podstawa, jest
wielokatem, a pozostale Sciany s trojkatami o wspdlnym wierzchotku (nielezacym w

ptaszczyznie podstawy), zwanym wierzchotkiem ostrostupa,

str. 100
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36. Na rysunku ponizej kolorem czerwonym zaznaczono:
a) podstawe ostrostupa oraz wierzchotek ostrostupa (punkt W)
b) krawedzie podstawy ostrostupa
c¢) krawedzie boczne ostrostupa
d) wysoko$¢ ostrostupa.

a) w b) c) d) w

37. Wysokosciq ostrostupa nazywamy odcinek (a takze jego dtugos¢), ktorego jednym koficem
jest wierzchotek ostrostupa, a drugim koncem - jego rzut prostokatny na ptaszczyzng
podstawy.

Na rysunku d) jest to odcinek WS. Punkt S nazywamy spodkiem wysokosci ostrostupa.

38. Ostrostupem prawidlowym nazywamy ostrostup prosty, ktérego podstawa jest wielokat
foremny.

39. Sciany boczne ostrostupa prawidlowego sa przystajacymi trojkatami rownoramiennymi.

40. W podstawe ostrostupa mozna wpisaé okrgg 1 spodek wysokos$ci ostrostupa jest srodkiem
tego okregu wtedy, gdy wszystkie Sciany boczne ostrostupa sg nachylone do plaszczyzny
podstawy pod tym samym katem.

41. Siatka wieloscianu to figura ptaska, ktora otrzymuje si¢ przez ,,rozcigcie” powierzchni
wieloscianu wzdtuz niektorych krawedzi tak, aby Sciany daty si¢ roztozy¢ na plaszczyznie 1
byly potaczone ze soba niektorymi bokami. Wieloscian moze mie¢ wiele roznych siatek.

42. Pole powierzchni catkowitej graniastostupa P . jest rtowne sumie podwojonego pola

podstawy P, i pola powierzchni bocznej P, graniastostupa.
P.=2P,+ Py

43. Pole powierzchni catkowitej ostrostupa P . jest rtowne sumie pola podstawy P, i pola
powierzchni bocznej P, ostrostupa.
P.=P,+P,
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Wiasnosci objetosci:

44,

45,

46.

47.

1) Objetosc¢ bryty jest liczbg nieujemna.
2) Objetosci bryt przystajacych, wyznaczone przy tej samej jednostce, sg rowne.

3) Jesli bryta F sktada si¢ z dwoch bryt F; 1 F,, majacych objetosci i wngtrzami
roztacznych, to objgtos¢ bryly F jest rOwna sumie objetosci bryt Fy 1 F, (przy tej samej

jednostce).
4) SzeScian o krawedzi jednostkowej ma objeto$¢ rowng 1.

Objetos¢ V graniastostupa jest rtowna iloczynowi pola podstawy B, i wysokosci h

graniastostupa:

Objetos¢ V ostrostupa jest rowna jednej trzeciej iloczynu pola podstawy B, 1 wysokosci h

ostrostupa:

1
V=§'Pp'h

Przekrojem wieloscianu plaszczyzng T nazywamy figure, ktora jest czgscig wspdlng
plaszczyzny m 1 tego wielo$cianu.

Przekrojem wielo$cianu moze by¢ punkt, odcinek lub wielokat.

Walcem nazywamy figure geometryczng otrzymana przez obrot prostokata wokot prostej

zawierajacej jego bok.

=

A B

Prosta, wokot ktorej obracamy prostokat, nazywamy osig obrotu walca.
Boki prostokata prostopadie do osi obrotu zakreslaja dwa kota, ktore nazywamy
podstawami walca.

Bok prostokata réwnolegly do osi obrotu 1 do niej nienalezacy zakresla powierzchnie

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 102
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boczng walca.
Kazdy odcinek zawarty w powierzchni bocznej walca, ktorego konce naleza do podstaw,
nazywamy tworzqcq walca.
Powierzchnia boczna walca wraz z dwiema podstawami tworzy powierzchni¢ catkowita
walca.
Wysokoscig walca nazywamy kazdy odcinek (a takze jego dlugos¢), ktorego konce lezg w
ptaszczyznach zawierajacych podstawy i ktory jest prostopadty do tych ptaszczyzn.
W szczegolnosci kaida tworzgca walca jest jego wysokosciq.

48. Przekroj walca to czgs¢ wspolna tego walca i dowolnej ptaszczyzny.

49. Przekrdj osiowy walca to przekroj plaszczyzna zawierajaca o$ obrotu walca.

50. Przekrdj osiowy walca jest prostokgtem, ktérego jednym bokiem jest Srednica podstawy, a
drugim wysoko$¢ walca.

51. Oto rozwinigcie powierzchni walca o promieniu podstawy r i wysokosci h na ptaszczyznie.

-~ e

\u

|'/ =3 )

\\\u/:/
' Powierzchnia boczna po rozwinigciu na ptaszczyzne jest
b prostokatem, ktorego jeden bok ma dtugos$¢ rowna obwodowi
|
‘ 5 podstawy (27r), a drugi - ma takg samg dlugos¢ jak wysokos¢

nr

N\ walca (h).

/ r

L. &

\ /

N

53. Pole powierzchni bocznej Py, walca okresla wzor

P, =2nr-h ©

pole podstawy B,

R
Pp—nr

pole powierzchni calkowitej P - N
gam
P.=2nr-h+ 2nr?

P.=2mr(h+7) gdzie r jest promieniem podstawy, h - wysoko$cig walca.

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 103

Projekt ,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan”.
Opracowanie wspétfinansowane przez Unie Europejska z Europejskiego Funduszu Spotecznego
w ramach Wielkopolskiego Regionalnego Programu Operacyjnego na lata 2014-2020



} Europejski Fundusz Spoteczny
Program Regrnainy

Fundusze (@am ” .
ﬂ Europejskie N/ - Suonea0 mosmstTm Unia Europejska

54. Stozkiem nazywamy figure geometryczng, ktora powstaje w wyniku obrotu trojkata

prostokatnego wokot prostej zawierajacej przyprostokatng tego trojkata.

Prosta, wokot ktérej obracamy trojkat, nazywamy osig obrotu stozka.
Przyprostokatna prostopadta do osi obrotu zakresla koto, ktore nazywamy podstawq stoika.
Przeciwprostokatna zakres$la powierzchni¢ boczng stoika.
Podstawa stozka i powierzchnia boczna stozka tworza powierzchnie catkowitq stoika.
Wspdlny koniec przeciwprostokatnej i przyprostokatnej zawartej w osi obrotu nazywamy
wierzchotkiem stoZka.
Kazdy odcinek, ktorego jednym koncem jest wierzchotek stozka, a drugim - dowolny punkt
okregu podstawy, nazywamy tworzgcq stozka.
Wysokosciq stoZka nazywamy odcinek (a takze jego dlugos¢), ktorego jednym koncem jest
wierzchotek stozka, a drugim - rzut prostokatny wierzchotka na ptaszczyzne podstawy.

55. Rozwinigcie powierzchni stozka na plaszczyznie

. T~ 2mr

Powierzchnia boczna stozka po rozwinigciu na ptaszczyzng jest wycinkiem kota.
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56. Pole powierzchni bocznej Py, stozka wyraza si¢ wzorem
Pb =m-r-l

pole podstawy B,

P 2

p=T-T
pole powierzchni catkowitej P,

P. = nrl+ nr?
P.=mnr(l+71)

gdzie r jest promieniem podstawy stozka, I - dtugos$cia tworzace;j.

57. Sferq o srodku w punkcie O i promieniu r,r > 0, nazywamy zbior punktow przestrzeni,
ktérych odleglosé od punktu O jest rowna r. Taka sfer¢ oznaczamy s(O, r).

58. Kulg o srodku w punkcie O i promieniu r,r > 0, nazywamy zbior punktéw przestrzeni,
ktorych odlegtos¢ od punktu O jest nie wigksza niz r. Takg kulg oznaczamy k(O, r).
UWAGA!

Sfere 1 kule mozna tez otrzymac¢ w wyniku obrotu pewnej figury F wokot pewnej prostej 1.

F - pétokrag 7 F — poétkole

Kazdy niepusty przekrdj kuli (sfery) jest kotem lub punktem (okrggiem lub punktem). Jesli
plaszczyzna przekroju przechodzi przez srodek kuli (sfery), to otrzymany przekroj

nazywamy kotem wielkim kuli (okregiem wielkim sfery).
59. Pole powierzchni P kuli o promieniu r wyraza si¢ wzorem
P = 4mr?

UWAGA!
Powierzchni kuli nie mozna rozcig¢ na takie czesci, ktore mozna by byto roztozy¢

na plaszczyznie. h

~ -
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60. Objetos¢ V walca o promieniu podstawy r i wysokosci h wyraza si¢ wzorem
V=nr’-h

61. Objetosé¢ V stozka o wysokoSci h i promieniu podstawy r wyraza

si¢ wzorem
1
V= 571'1"2 -h

62. Objetosé V kuli 0 promieniu r wyraza si¢ wzorem

4
V=§1t1‘3 \

Cze$¢ 2. Przyktady zadan maturalnych (zadania zamknigte)

Zadanie 8.1

Objetos¢ szeScianu jest rowna 27 cm?,

Jaka jest suma dtugosci wszystkich krawedzi tego sze§cianu?
A.18 cm

B. 36 cm

C.24cm

D.12 cm

ROZWIAZANIE: a® = 27,a = 3,12-3 =36

Zadanie 8.2

Graniastostup ma 15 krawedzi. Ile wierzchotkéw ma ten graniastostup?
A. 10

B.5

C.15

D. 30

ROZWIAZANIE: 3n =15 = n=5;2n =10
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Zadanie 8.3

Stozek powstal w wyniku obrotu trojkata prostokatnego o przyprostokatnych 6 1 13 wokoét krotszej
przyprostokatnej. Promien podstawy tego stozka jest rowny

A.6

B. 13

C.6,6

D.3

Zadanie 8.4

Krawedz szeScianu ma dlugos¢ 9. Dhugos¢ przekatnej tego szescianu jest rowna:
A9

B. 9v2

C.9v3

D.9 +9V2

ROZWIAZANIE: a = 9; D = av/3 = 9V/3;

Zadanie 8.5

Kula ma objetos¢ V = 288m. Promien r tej kuli jest rowny
A.6

B.8

C.9

D. 12

ROZWIAZANIE: Zrr® = 288w & nr® = 2161 =7 = 6
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Zadanie 8.6
Przekr6j osiowy walca jest kwadratem o boku a. Jezeli r oznacza promien podstawy walca, h

oznacza wysoko$¢ walca, to

Ar+h=a
Bh—r=2

2
C.r—h=2

2
D.r% + h? =a?

MEWM&%M&h=aﬂr=aih=2rﬁh—r=rih—r=%

Zadanie 8.7

Jezeli ostrostup ma 10 krawedzi, to liczba $cian bocznych jest rowna
A.5

B.7

C.8

D. 10

ROZWIAZANIE: 2n =10 >n =15

Zadanie 8.8

Pole powierzchni catkowitej walca, ktorego przekrojem osiowym jest kwadrat o boku dtugosci 4,
jest rowne

A. 256r

B. 128x

C.48n

D. 24n

ROZWIAZANIE: P =2 -m-2%2+2m-2-4 =241

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 108
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Zadanie 8.9

Ostrostup 1 graniastostup maja rowne pola podstaw 1 rowne wysokosci. Objetos¢ ostrostupa jest
réwna 81+/3. Objetosé graniastostupa jest rowna

A. 27

B. 273

C. 243

D. 2433

ROZWIAZANIE: 2P, - H = 81v/3 = B, - H = 2433

Zadanie 8.10
Kazda krawedz graniastostupa prawidlowego trojkatnego ma dlugosé réwna 8. Pole powierzchni

catkowitej tego graniastostupa jest réwne

AL (L+3)

B.8%2-4/3

82V6
3

D. 82 (“2—5+3)

C.

8243

ROZWIAZANIE: P =222 +3.82 = 82 (2

2

+3)

Zadanie 8.11
Pole podstawy graniastostupa prawidtowego czworokatnego jest réwne 36 , a miara kata nachylenia
przekatnej graniastostupa do plaszczyzny jego podstawy jest rowna 30°. Wysokos¢ tego

graniastostupa jest rowna

A. 32
B. 6v2
C.2v6
D. 3V6

ROZWIAZANIE: a = 6,h = avZ - tg30° = 6vZ -2 = 2%

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 109
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Cze$¢ 3. Przyktady zadan maturalnych (zadania otwarte)

Zadanie 8.12 e

Dany jest graniastostup prawidtowy trojkatny ABCDEF o podstawach ABC i DEF i F ~~/D
krawegdziach bocznych AD, BE | CF (zobacz rysunek). Diugo$¢ krawedzi podstawy ‘

AB jest rowna 8 , a pole trojkata ABF jest rowne 52. Oblicz objetos¢ tego &
graniastostupa. c"

ROZWIAZANIE:

Niech G bedzie $srodkiem krawedzi AB. Rysujemy wysoko$¢ FG trojkata ABF.

|AB|'|FG| _ 8|FG| _
—— = =

Pole trojkata ABF jest rowne: Pypp = 4. |FG| =52.
Stad |FG| = 13.

W trojkacie rownobocznym ABC mamy |CG| = 4+/3.

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa w trojkacie FCG do obliczenia |CF|: |CF|? + |CG|? = |FG|?,
stad |[CF| = 11.

643
4

|AB|?/3
4

.11 = 1764/3.

Obliczamy objetos¢ graniastostupa: V =

Zadanie 8.13
Pole podstawy ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest rowne 100 cm?, a jego pole

powierzchni bocznej jest rowne 260 cm?. Oblicz objetosc tego ostroshupa.

ROZWIAZANIE:
Pole podstawy ostrostupa jest rtéowne 100 , wiec a® = 100. Stad a = 10.

Pole powierzchni bocznej jest rowne 260, wiec 4 - %ah = 260.Stad iz

poprzedniego wyniku 2 - 10h = 260, wigc h = 13.

Poniewaz trojkat EOS jest prostokatny, wiec

2

1
sa) +H* =h?
(2 a)
52 4 H2 =132
H?> =144
H =12
Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 110
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Objetos¢ ostrostupa jest zatem réwna

1 1
V=3RH =7100-12 = 400

Odpowiedz: Objetos¢ ostrostupa jest rowna 400 cm3.
Zadanie 8.14
Podstawa graniastostupa ABCDEFGH jest prostokat ABCD (zobacz rysunek), ktorego krétszy bok

ma dlugosc 3 . Przekatna prostokata ABCD tworzy z jego dhuzszym bokiem kat 30°. Przekatna HB
graniastostupa tworzy z plaszczyzng jego podstawy kat 60°. Oblicz objetosc H

tego graniastoshupa.

ROZWIAZANIE: Niech |AD| = 3. Z definicji tangensa kata ostrego w |
trojkacie prostokatnym ABD wynika, ze

|AD| 30°
—— = tg 30°, stad |AB| = 3V3 y
4B g stad |AB| V3 4 B

Z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do trojkata ABD otrzymujemy

|BD| = /32 +(BV3)2=6

Pole P podstawy graniastoshupa (pole prostokata ABCD ) jest rowne: P = 9+/3.
A teraz z definicji tangensa kata ostrego w trojkacie prostokatnym BDH otrzymujemy, Ze

|DH |
T t660° sta |DH| = 6v3
BD| ~ & sta |DH| = 63

Obliczamy zatem objetos¢ graniastostupa ABCDEFGH:V = 9v/3 - 6+/3 = 162.

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 111
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Zadanie 8.15
Dhugos¢ krawedzi szescianu jest o 2 krotsza od dtugosci jego przekatnej. Oblicz dlugos¢ przekatne;j

tego szescianu.

ROZWIAZANIE:
av3=a+?2

-2 _
Odp.a—ﬁ_l—\@+1

Zadanie 8.16
Pole powierzchni catkowitej prostopadtoscianu jest rowne 198 . Stosunki dtugosci krawedzi

prostopadtoscianu wychodzacych z tego samego wierzchotka prostopadtoscianu to 1: 2: 3. Oblicz

dlugos¢ przekatnej tego prostopadtoscianu. "
L
ROZWIAZANIE: Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku ; !
AV
Pole P, powierzchni catkowitej prostopadtoscianu jest rowne P, = 2xy +
2xz + 2yz. Mozemy przyjaé, ze x:y:z = 1: 2: 3. Wtedy y = 2x oraz z = 3x. ,’.«'A """"
; S
Zatem & - ;
P(x)=2-x-2x+2-x-3x+2-2x-3x = 4x? + 6x2 + 12x% = 22x?
Poniewaz P, = 198, wigc otrzymujemy réwnanie
22x? =198 Stadx? =9, wieccx =3
Z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego dla trojkatow ABD i BDH otrzymujemy
p? = x% + y? oraz d? = p? + z2
Stad
d?> = x? +y%2+z?2
Zatem
d=x2+y2+22 =/x2 + (2%)2 + (3x)2 =/ 14x2 = xV14 = 3/14.
Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 112
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Zadanie 8.17

Podstawa graniastostupa prostego ABCDA'B'C'D’ jest romb
ABCD. Przekatna AC' tego graniastostupa ma dtugos¢ 8 i jest
nachylona do plaszczyzny podstawy pod katem 30°, a przekatna
BD' jest nachylona do tej plaszczyzny pod katem 45°. Oblicz pole

powierzchni catkowitej tego graniastostupa.

ROZWIAZANIE: Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku ponizej

D

Trojkat prostokatny ACC' to potowa trojkata

.

roéwnobocznego, wigc

\
\
=

] _,]/ X h
- .’/ .'"Z’,:‘“ lac’|V3 |ac’|
1 «"\' J/:-” R |AC| =" — oraz |cC'| = > Czyli
WED.. &
: 8v3 8
C=T=4\/§0ra2h=§=4

Trojkat prostokatny BDD' to potowa kwadratu, wigc |[BD| = |DD’|, czyli

Przekatne rombu sg prostopadie 1 punkt ich przeciecia dzieli kazda z nich na polowy. Zatem trojkat

ABE jest prostokatny, a jego przyprostokatne maja dlugosci

4 =2

N =

11 1
|AE|=Ec=E-4\/§=2\/§,|BE|=Ed=

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata ABE otrzymujemy

|AB|? = |AE|? + |BE|?
a’? = (2V3)2+22 =16
Stad a = 4.

Pole podstawy graniastostupa jest rowne

1 1
PABCD=§Cd=§'4\/§-4=8\/§

Opracowata: mgr Justyna Nowak

str. 113

Projekt ,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan”.

Opracowanie wspétfinansowane przez Unie Europejska z Europejskiego Funduszu Spotecznego
w ramach Wielkopolskiego Regionalnego Programu Operacyjnego na lata 2014-2020



EUrODEjSkCE W WIELKOPOLEKIBGO Europejski Fundusz Spoteczny
Program Regionalny

i Fundusze |SREM] samonzap wosewonzrva Unia Europejska

Poniewaz a = h = 4, wigc $Sciana boczna jest kwadratem o polu 16 .

Zatem pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa jest rowne
P.=2Pugep+P,=2-8V34+4-16 = 16V3 + 64 = 16(/3 + 4).

Zadanie 8.18
Podstawa graniastostupa prostego ABCDEF jest trojkat prostokatny ABC, w

ktérym |XACB| = 90° (zobacz rysunek). Stosunek dtugosci przyprostokatnej AC 2
tego trojkata do dtugosci przyprostokatnej BC jest rowny 4: 3. Punkt S jest
srodkiem okregu opisanego na trojkacie D ABC, a dlugo$¢ odcinka SC jest

réwna 5. Pole $ciany bocznej BEFC graniastostupa jest rowne 48 . Oblicz :

objetos¢ tego graniastostupa. o

ittt SR L)

(Walle

ROZWIAZANIE:

|AC| = 4x,|CB| = 3x,|AS| = |SB| =5
100 = 16x2 + 9x? = 25x2%, x = 2
48 = 6h, h =8

Odp.V =(3-6-8)-8=192

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 114
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IX. STATYSTYKA. KOMBINATORYKA. RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA
Czes¢ 1. Teoria
1. Niech liczby x4, x5, ..., x,, bedg warto$ciami pewnej cechy mierzalne;.
Sredniq arytmetyczng z proby liczb x4, x5, ..., X, nazywamy liczbe
@, ktora oznaczamy X.
2. Niech liczby x4, x5, ..., x, beda wartosciami pewnej cechy mierzalnej, a liczby dodatnie
Wy, Wy, ..., W, beda wagami odpowiadajacymi tym wartosciom cechy.

Srednig wazong liczb x,, x,, ..., x,,z wagami odpowiednio wy, w,, ..., w, nazywamy liczbe

X1 W1tXx2-wat+xy:

w. , —
=, ktorg oznaczamy X,
witwa+-+wy

3. Modg (lub dominantg) zbioru danych statystycznych nazywamy t¢ wartos¢ cechy
statystycznej, ktora w zbiorze tym wystepuje najczesciej. Mode oznaczamy symbolem M,
lub D.

4. Niech x4, x5, ..., x, bedzie niemalejacym ciggiem wartosci badanej cechy mierzalne;.
Mediang nazywamy liczbg:

Xn+1 jesli n jest liczba nieparzysta lub
2

xn+x
n+an,

y jesli n jest liczba parzysta.

Mediang¢ oznaczamy symbolem M,.
e Mediana M, jest takg liczba, dla ktorej co najmniej potowa danych ma wartos¢ nie
wiekszg niz M,, 1 co najmniej polowa danych ma warto$¢ nie mniejszg niz M,.
e Mediana M, moze naleze¢ do zbioru danych, ale takze moze do tego zbioru nie
nalezec.
5. Wariancjq z proby nazywamy $rednig arytmetyczng kwadratéw roznic pomigdzy wynikami
badanej cechy a ich $rednig z proby. Wariancje oznaczamy symbolem o2.
(1 = %)% + (=D + -+ (x4 — %)°
n

0% =

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 115
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6. Odchyleniem standardowym z proby nazywamy liczbg rowna pierwiastkowi

kwadratowemu z wariancji (z proby). Odchylenie standardowe oznaczamy symbolem o.

(x1—2)2+(x2—32)2+---+(xn—J"c)Zl b X3+ x5+ +xg
o= ub o = —x
n n

7. Kombinatoryka, moéwigc bardzo ogoblnie, zajmuje si¢ ustalaniem liczebno$ci zbioréw
skonczonych. Majac zadanie dotyczace liczebnos$ci, tworzymy odpowiedni model
matematyczny, ktory sprowadza rozpatrywane zadanie do wyznaczenia liczby elementow
pewnego zbioru skonczonego.

8. Regula mnoZenia
Jezeli pewien wybor polega na podjeciu n decyzji, przy czym pierwsza decyzje mozna
podjac na k; sposobow, druga - na k, sposobow, ..., n-ta - na k,, sposobdw, to takiego
wyboru mozna dokona¢ na k; - k - ... k,, sposobow.

9. Dla liczby naturalnej n > 1 symbol n! (czyt. n silnia) oznacza iloczyn kolejnych liczb
naturalnychod 1 don :

n'=1-2-3-..-n
Przyjmujemy réwniez, ze 0! = 1i 1! = 1.

10. Reguta dodawania mowi nam wigc, ze jezeli mamy np. dwa interesujace nas zbiory - jeden
sktadajacy sie z x elementow, a drugi sktadajacy sie z y elementow (i zaden element nie jest
wspolny dla tych dwdch zbiordéw), to cheac wybraé pewien element z tych zbiorow mozemy
to zrobi¢ na x + y sposobow.

11. Doswiadczeniem losowym nazywamy taki powtarzalny eksperyment, w ktorym
konkretnego wyniku nie jesteSmy w stanie przewidzie¢, znamy natomiast peing listg
mozliwych wynikow. Dodatkowo zaktadamy, ze kazdy z tych wynikow jest roztaczny z
pozostalymi wynikami na licie. Wyniki te bedziemy nazywac zdarzeniami elementarnymi,
a zbidr wszystkich tych zdarzen - przestrzeniq zdarzen elementarnych.

Przestrzen zdarzen elementarnych oznacza sie duzg greckq literq omega (2) — omega.

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 116
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12. Zal6zmy, ze rozpatrujemy do$wiadczenie losowe, dla ktorego okreslilismy przestrzen

zdarzen elementarnych 1.
02 ={ay,a;a;z,..,a,}

Wowczas dowolny podzbidr przestrzeni Q nazywamy zdarzeniem (zdarzeniem losowym).

Dwa zdarzenia otrzymatly specjalne okreslenia:

» @ (zbior pusty) nazywamy zdarzeniem niemozliwy
» Q nazywamy zdarzeniem pewnym.

13. Niech 4, B c Q. Begdziemy uzywac nastepujacych okreslen:

o jesli A = B, to zdarzenia A i B nazywamy zdarzeniami identycznymi;
o jesli A c B, to powiemy, ze zdarzenie A pocigga za sobq zdarzenie B;
o zbior A U B nazywamy sumgq zdarzen A i B,

zbior A N B nazywamy iloczynem zdarzen A i B,
zbioér A — B nazywamy roznicq zdarzen A i B;
o jesli zbiory A i B sg roztaczne (tzn. AN B = @), to zdarzenia A i B nazywamy
zdarzeniami wykluczajgcymi sig;
o jesli dowolne dwa zdarzenia sposrdd zdarzen A, A,, ..., A, € Q wykluczajg sie, to
powiemy, ze zdarzenia Ay, A,, ..., A, wykluczajq si¢ parami;
o zbior 2 — A (czyli dopetnienie zbioru A do przestrzeni £2 ) nazywamy zdarzeniem
przeciwnym do zdarzenia A i oznaczamy A’;
o jesli a; € A, to powiemy, ze zdarzenie elementarne a, sprzyja zdarzeniu A.
14. Jesli przestrzen zdarzen elementarnych Q jest skonczona i wszystkie zdarzenia elementarne
s jednakowo prawdopodobne, natomiast A jest dowolnym zdarzeniem w tej przestrzeni, to
k
* ==
() P(A) ==
gdzie P(A) oznacza prawdopodobienstwo zdarzenia A, n jest liczba wszystkich zdarzen

elementarnych przestrzeni Q, k jest liczba zdarzen elementarnych tej przestrzeni

sprzyjajacych zdarzeniu A.

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 117
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Wzér (*) mozna tez zapisac tak:

PA) = (lub P(A) = %)

Qill il

gdzie symbol Q (odpowiednio || ) oznacza liczbe elementéw zbioru 2, natomiast A

(odpowiednio |A| )oznacza liczbe elementow zbioru A.

15. Wlasnosci prawdopodobienstwa.
Jesli P jest prawdopodobienstwem okreslonym w przestrzeni zdarzen elementarnych () oraz
A,B c Q, to:

1) P(®)=0

2) jesliA c B,to P(A) < P(B)

3) PA) K1

4) P(A)=1-P(A)

5) P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)

6) jesli zdarzenia A4, A,, ..., A, € Q wykluczajg si¢ parami, to

P(A,UA, U ..UA,) = P(A) + P(4,) + -+ P(4,)

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 118
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Cze$¢ 2. Przyktady zadan maturalnych (zadania zamknigte)

Zadanie 9.1

Srednia arytmetyczna sze$ciu liczb: 3,1,1,0, x, 2 jest rowna 2. Wtedy liczba x jest rowna
A.3

B.4

C.5

D.6

ROZWIAZANIE: 7+x =12 = x =5

Zadanie 9.2

Srednia arytmetyczna liczby punktow uzyskanych na egzaminie przez studentow I grupy, liczacej
40 studentow, jest rowna 30 . Dwudziestu studentow tworzacych II grupe otrzymato w sumie 1800
punktéw. Zatem $redni wynik z tego egzaminu, liczony tacznie dla wszystkich studentow z obu
grup, jest rowny

A. 20pkt

B. 30pkt

C. 50pkt

D. 60pkt

40-30+1800 _ 1200+1800 __ 3000 __

ROZWIAZANIE:
40420 60 60

50

Zadanie 9.3

Srednia arytmetyczna liczb: x, 13,7,5,5,3,2,11 jest rowna 7 . Mediana tego zestawu liczb jest rowna
A.6

B.7

C.10

D.5

ROZWIAZANIE:

x + 46 5+7
g - 7;x = 10;2,3,5,5,7,10,11,13; M, = — = 6

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 119
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Zadanie 9.4
Jezeli do zestawu czterech danych: 4,7,8, x dotagczymy liczbg 2, to srednia arytmetyczna wzros$nie o

2. Zatem

A.x =-51

B.x=-6

C.x=10

D.x =29

ROZWIAZANIE: =% 4 2 = 2208 225 = 225 435 4 5x = 84 + 4x,x = —51

Zadanie 9.5

W zestawie 2,2,2, ...,2,4,4,4, ... 4 jest 2m liczb (m = 1), wtym m liczb 2 im liczb 4.
m liczb m liczb

Odchylenie standardowe tego zestawu liczb jest rowne
A.2
B.1

1
C'ﬁ

D.v2

ROZWIAZANIE:

m-2+4+m-4 2-3)2-m+“4-3?m

X—— =3, o= =1
2m 2m

Zadanie 9.6

Ile jest wszystkich liczb naturalnych trzycyfrowych podzielnych przez 5?
A. 90

B. 100

C. 180

D. 200

ROZWIAZANIE: 900 : 5 = 180

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 120
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Zadanie 9.7

Flage, taka jak pokazano na rysunku, nalezy zszy¢ z trzech jednakowe;j
szerokos$ci pasow kolorowej tkaniny. Oba pasy zewn¢trzne majg by¢
tego samego koloru, a pas znajdujacy si¢ miedzy nimi ma by¢ innego
koloru.

Liczba réznych takich flag, ktore mozna uszy¢, majac do dyspozycji tkaniny w 10 kolorach, jest
rOwna

A. 100

B. 99

C.90

D. 19

ROZWIAZANIE: 10 -9 = 90

Zadanie 9.8

Na ile sposobéw mozna wybra¢ dwoéch graczy sposrod 10 zawodnikow?
A. 100

B. 90

C. 45

D. 20

ROZWIAZANIE: (10) 100 _ 10

2 ) S me- =

Zadanie 9.9

lle jest wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych podzielnych przez 6 i niepodzielnych przez 9?
A.6

B. 10

C.12

D. 15

ROZWIAZANIE: Podzielne przez 6 — 90:6 = 15,
Podzielne przez6i9 — 90:18 =5, wigc 15 -5 =10

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 121
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Zadanie 9.10

Liczba wszystkich dodatnich liczb czterocyfrowych parzystych, w ktorych zapisie nie wystepuja
cyfry 0 2, jest rOwna

A 8-8-8-3

B.8-7-6-3

C.8-10-10-4

D.9-8-7-4

ROZWIAZANIE: Pierwsza cyfra - 8 mozliwosci. Ostatnia cyfra - 3 mozliwosci.

Zadanie 9.11
Jezeli A jest zdarzeniem losowym takim, ze P(A) = 6 - P(A"), oraz A’ jest zdarzeniem przeciwnym

do zdarzenia A, to prawdopodobienstwo zdarzenia A jest rowne

A2
6
B.=
6
C.z
7
D.2
7
ROZWIAZANIE: P(A) =6 (1 — P(A)),P(4) = g

Zadanie 9.12
Rzucamy trzykrotnie symetryczng monetg. Prawdopodobienstwo, ze w trzecim rzucie wypadnie

orzel jest rowne

A

B.

Blw NIFRr 0lwWw »|R

D.

ROZWIAZANIE: P(4) == =~

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 122
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Zadanie 9.13
W kazdym z trzech pojemnikow znajduje si¢ para kul, z ktérych jedna jest czerwona, a druga -
niebieska. Z kazdego pojemnika losujemy jedng kulg. Niech p oznacza prawdopodobienstwo

zdarzenia polegajacego na tym, ze doktadnie dwie z trzech wylosowanych kul beda czerwone.

Wtedy

1
Ap = Z
3
B. P = E
1
Cp = E
2
Dp =§
ROZWIAZANIE: p = =

Czes$¢ 3. Przyktady zadan maturalnych (zadania otwarte)

Zadanie 9.14

Tabela przedstawia wyniki uzyskane na sprawdzianie przez ucznioéw klasy III.

Oceny 61514321

Liczbauczniow | 1 | 2 | 6 | 5| 4| 2

Oblicz mediang 1 Srednig arytmetyczng uzyskanych ocen.

ROZWIAZANIE:

Srednia arytmetyczna:

1-6+2-5+6-4+5-3+4-2+2-1_6+10+24+15+8+2_65_325
1+2+6+5+4+2 N 20 20 7

Mediana; 3

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 123
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Zadanie 9.15
Srednia wieku w pewnej grupie studentow jest rowna 23 lata. Srednia wieku tych studentow i ich

opiekuna jest rowna 24 lata. Opiekun ma 39 lat. Oblicz, ilu studentow jest w tej grupie.

ROZWIAZANIE:

n-23+ 39

=24,23n+39 =24n+ 24, n =15
n+1

Odp. Bylo 15 studentow.
Zadanie 9.16

Oblicz, ile jest liczb naturalnych pigciocyfrowych, w zapisie ktorych nie wystegpuje zero, jes

doktadnie jedna cyfra 7 i doktadnie jedna cyfra parzysta.

ROZWIAZANIE: Liczby s3 postaci: edcba.

Cyfre 7 mozemy postawi¢ na (i) = 5 sposobow.

Cyfre parzysta mozna postawi¢ na (1}) = 4 sposoby.

Poniewaz sg cztery cyfry parzyste {2,4,6,8}, wigc mamy 16 mozliwosci dla tych cyfr.

Na pozostatych pozycjach stawiamy cyfry nieparzyste {1,3,5,9}. Mozemy to zrobié na 43 = 64
sposobow.

Odp. 5 - 16 - 64 = 5120.

Zadanie 9.17

Ze zbioru liczb {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15} losujemy bez zwracania dwa razy po jednej
liczbie. Wylosowane liczby tworza pare (a, b), gdzie a jest wynikiem pierwszego losowania, b jest
wynikiem drugiego losowania. Oblicz, ile jest wszystkich par (a, b) takich, ze iloczyn a - b jest

liczbg parzysta.

ROZWIAZANIE: Wszystkich par jest 15 - 14 = 210
Par, w ktorych iloczyn wylosowanych liczb jest liczba nieparzysta jest: 8 - 7 = 56. Odp. 210 —
56 = 154

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 124
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Zadanie 9.18

Doswiadczenie losowe polega na dwukrotnym rzucie symetryczng szescienng kostkg do gry. Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia A polegajacego na tym, ze w pierwszym rzucie otrzymamy
parzysta liczbe oczek i iloczyn liczb oczek w obu rzutach bedzie podzielny przez 12. Wynik
przedstaw w postaci utamka zwyklego nieskracalnego.

ROZWIAZNIE: |Q] =36,A={2-64-3,4-6,6-2,6-4,6-6}0dp. P(A) = 3% = %

Zadanie 9.19

Rzucamy dwa razy symetryczng sze$cienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia
A polegajacego na tym, ze liczba oczek w pierwszym rzucie jest o 1 mniejsza od liczby oczek w

drugim rzucie.
ROZWIAZANIE:

Q] =36,A={1<22<33<44<5,5<6}.
Odp. P(A) = —

p. P(4) = =
Zadani 9.20
Dane s3 dwa pudetka: czerwone 1 niebieskie. W kazdym z tych pudetek znajduje si¢ 10kul
ponumerowanych liczbami od 1 do 10. Z kazdego pudetka losujemy jedna kulg. Oblicz

prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze numer kuli wylosowanej z czerwonego

pudetka jest mniejszy od numeru kuli wylosowanej z niebieskiego pudetka.
ROZWIAZANIE:

A - numery wylosowanych kul sg takie same.
B - numer kuli wylosowanej z czerwonego pudetka jest mniejszy od numeru drugiej kuli.

C - numer kuli wylosowanej z czerwonego pudelka jest wigkszy od numeru drugiej kuli.

10 1 1 9
PA) =22=L pB)=P(()1=L1+P(®B)+P(C) 2 =2P(B)
9
Odp. P(B) = 2.
Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 125
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Zadanie 9.21
Dane sg dwa podzbiory zbioru liczb catkowitych: K = {—4,—1,1,5,6} i L = {—3,-2,2,3,4}. Z
kazdego z nich losujemy jedna liczbe. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na

wylosowaniu liczb, ktorych iloczyn jest dodatni.
ROZWIAZANIE: |Q] =5-5=25

Niech a oznacza liczbg wylosowang z K, b liczbg wylosowanq z L.

a-b>0<:>{a>01b{a<0

b ot b<0.Zatem|A|=3-3+2-2=13

Odp. P(4) = g

Zadanie 9.22

Zbior M tworza wszystkie liczby naturalne dwucyfrowe w zapisie, ktorych wystepuja dwie rézne
cyfry sposrod: 1,2,3,4,5. Ze zbioru M losujemy jedng liczbe, przy czym kazda liczba z tego zbioru
moze by¢ wylosowana z tym samym prawdopodobienstwem. Oblicz prawdopodobienstwo, ze

wylosujemy liczbe wigksza od 20, w ktorej cyfra dziesiatek jest mniejsza od cyfry jednosci.

ROZWIAZANIE:
12,13,14,15
21,23,24,25

M =131,32,34,35

41424345
51525354 )

6 3
Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 126
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Zadanie 9.23
Wsrod 115 0s6b przeprowadzono badania ankietowe, zwigzane z zakupami w pewnym kiosku. W
ponizszej tabeli przedstawiono informacje o tym, ile oséb kupito bilety tramwajowe ulgowe oraz ile

osob kupilo bilety tramwajowe normalne.

Rodzaj kupionych biletow | Liczba osob

ulgowe 76

normalne 41

Uwaga! 27 0s6b sposrod ankietowanych kupito oba rodzaje biletow.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze osoba losowo wybrana sposrod

ankietowanych nie kupita zadnego biletu. Wynik przedstaw w formie nieskracalnego utamka.

ROZWIAZANIE:
G Oznaczmy:
’// /,/ \.\ \‘\\ . . . , .
(49 { 27 ) 14 ' C - zdarzenie polegajace na wylosowaniu osoby, ktora nie
N '\?,____,‘/" ) = kupita Zzadnego biletu.
25 Liczba wszystkich zdarzen elementarnych jest rowna || =

115.
Liczba wszystkich osob, ktére kupity co najmniej jeden bilet jest rowna 49 + 27 + 14 = 90

Zatem |C| = 115 —-90 = 25

25 5
115 23

Stad P(C) =
Odp. Prawdopodobienstwo zdarzenia, polegajacego na tym, ze losowo wybrana spos$rod badanych

osoba nie zakupita zadnego z wymienionych biletow jest rowne s

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 127
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Zadanie 9.24
Dane sg dwa zbiory:

A ={100,200,300,400,500,600,700} i B = {10,11,12,13,14,15,16}

Z kazdego z nich losujemy jedna liczbe. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na
tym, ze suma wylosowanych liczb begdzie podzielna przez 3. Obliczone prawdopodobienstwo zapisz

w postaci nieskracalnego utamka zwyktego.

ROZWIAZANIE:
Zdarzeniem elementarnym jest uporzadkowana para (x,y), gdzie x € A iy € B. Zatem zbior

wszystkich zdarzen elementarnych ma postac:

Q={ (100,10),(100,11),(100,12),(100,13),(100,14),(100,15), (100,16)
(200,10), (200,11), (200,12), (200,13), (200,14), (200,15), (200,16)
(300,10), (300,11), (300,12), (300,13), (300,14), (300,15), (300,16)
(400,10), (400,11), (400,12), (400,13), (400,14), (400,15), (400,16)
(500,10), (500,11), (500,12), (500,13), (500,14), (500,15), (500,16)
(600,10), (600,11), (600,12), (600,13), (600,14), (600,15), (600,16)
(700,10), (700,11), (700,12), (700,13), (700,14), (700,15), (700,16)}

Liczba wszystkich zdarzen elementarnych jest rowna || = 7 - 7 = 49.
Niech A oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze suma wylosowanych liczb bedzie podzielna przez
3.Z cechy podzielnosci liczby calkowitej przez 3 wynika, ze suma cyfr otrzymanej liczby x + y

musi by¢ podzielna przez 3 . Zbior A ma postac:

A={ (100,11),(100,14),(200,10),(200,13),(200,16)
(300,12), (300,15), (400,11), (400,14), (500,10)
(500,13), (500,16), (600,12), (600,15), (700,11), (700,14)}

Zdarzeniu A sprzyja wigc 16 zdarzen elementarnych, czyli |[A| = 16.

Prawdopodobienstwo zdarzenia A jest rOwne

- _14] 16
()_|Q|_49

Odpowiedz: Prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze suma wylosowanych liczb

bedzie liczbg podzielng przez 3 , jest rowne 1—2.

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 128
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Zadanie 9.25

Ze zbioru wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych losujemy jednag liczbe. Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia A polegajacego na tym, ze wylosowana liczba ma w zapisie
dziesietnym cyfre dziesiatek, ktora nalezy do zbioru {1,3,5,7,9}, i jednoczesnie cyfre jednosci, ktora
nalezy do zbioru {0,2,4,6,8}.

ROZWIAZANIE: P - oznacza liczbe parzysta, N - nieparzysta.

Iloczyn dwéch liczb naturalnych jest nieparzysty, jesli obie liczby sg nieparzyste. W rozwazanym
doswiadczeniu, by zaszlo interesujace nas zdarzenie, musimy wylosowac dwie liczby nieparzyste.
Do wyznaczenia poszukiwanego prawdopodobienstwa wystarczy zatem wymnozy¢ liczby z galezi

narysowanego drzewa, odpowiadajace sytuacji: N — N.

. 3 3 9
Czyll P(A) = EE— E
Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 129
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ZRODLO:

1. https://cke.gov.pl/egzamin-maturalny/egzamin-w-starej-formule/arkusze/
2. https://arkusze.pl/matematyka-matura-poziom-podstawowy/
3. Podrecznik do liceum i technikum klasa 1 (zakres podstawowy)
- wydawnictwo Oficyna Edukacyjna * Krzysztof Pazdro;
4. Podrecznik do liceum i technikum klasa 2 (zakres podstawowy)
- wydawnictwo Oficyna Edukacyjna * Krzysztof Pazdro;
5. Podrecznik do liceum i technikum klasa 3 (zakres podstawowy)
- wydawnictwo Oficyna Edukacyjna * Krzysztof Pazdro;

6. Wiedza wlasna.

Opracowata: mgr Justyna Nowak str. 130
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