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0. Wprowadzenie do logiki

0.1 Logika w wybranych cytatach
e ,Logika przeprowadzi ci¢ od punktu A do punktu B. Wyobraznia zaprowadzi ci¢

wszedzie.” Albert Einstein?

e ,Logika, to sztuka umiejetnego mylenia si¢.”

Joseph Wood Krutch?
e ,Logika jest jak miecz — kto nig wojuje, ten od niej ginie.”
Samuel Butler?
e  Logika mozna uzasadni¢ wszystko. Tak jej moc i najwigksza wada.”
Kate Mulgrew*
e ,,Czysta logika, to upadek ducha.”
Antoine de Saint - Exupery®

,,Logika jest anatomig myslenia.”
John Locke®

0.2 Stawy $wiata logiki

1. Arystoteles (384 — 322 p.n.e)

2. Gottfried Leibniz (1646 — 1716)

3. George Boole (1815 — 1864)

4. Lewis Carroll (1832 — 1898)

5. Georg Cantor (1845 — 1918)

6. Gottlob Frege (1848 — 1925)

7. Bertrand Russell (1872 —1970)

8. Dawid Hilbert (1862 — 1943)

9. Kurt Godel (1906 — 1978)

10. Alan Turing (1912 — 1954)

0.3 Logika w ujeciu praktycznym

Logiki uzywamy codziennie. W wielu sytuacjach prawdopodobnie nie zdajemy sobie
Z tego sprawy. Stuzy ona do tego, by formutowa¢ 1 wyraza¢ swoje mys$li (w mowie lub
w pismie). Kiedy nawet nie postgpujemy zgodnie z logika, postugujemy si¢ nig intuicyjnie.
Jesli zatem logika jest czeScig naszej dziatalnos$ci, to gdy zaczynamy ja dostrzegac, warto
przyjrzec si¢ jakie sg jej efekty lub jakie sg efekty jej braku.

Z praktycznego punktu widzenia, logika wykrywa 1 weryfikuje btedy w argumentowaniu,
ujawnia niesciste sformutowania. Z drugiej strony, logika dostarcza narze¢dzi, za pomoca
ktorych przechodzimy od znanych informacji (nazwijmy je zatozeniami) do wyciagnigcia
z nich logicznych informacji (wnioskéw). Wida¢ tutaj zasade przyczynowo — skutkowa.
Powigzanie to uwidacznia si¢ w zdaniach warunkowych, tak zwanych implikacjach, ktore
mozemy rozpoznaé, po ich konstrukeji, gdyz tworzymy je za pomoca schematu:

,Jezeli ..., to....”

L Wyhitny fizyk niemiecki, laureat nagrody Nobla
2 Amerykanski przyrodnik i pisarz

3 Angielski nowelista i eseista

4 Amerykanska aktorka

5 Francuski pisarz

6 Angielski filozof
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Natura zdan warunkowych jest nastepujaca. Kazde z nich sktada si¢ z dwoch czionow —
odpowiednich zdan. Pierwszy czton, nazywany poprzednikiem, wystepuje bezposrednio po
stowie ,,jezeli”. Drugi czlon, okreslany mianem nastepnika, wystepuje bezposrednio po
stowie ,,to”. Okaze si¢ wkrotce, ze powigzanie przyczyny ze skutkiem moze by¢ o wiele
subtelniejsze lub bardziej rozbudowane. Wynika to stad, ze istniejg ,,zwroty logiczne” typu
kazdy, nie kazdy, kazda, kazde, wszyscy, nie wszyscy, wszystkie, Zaden, nikt, nic, pewien,
jakis, istnieje, nie istnieje, pewne, niektore, albo, bgdz, ani, wtedy i tylko wtedy, gdy, nie jest
tak, Ze, nieprawda, Ze i wiele innych.

StwierdziliSmy, ze logika dostarcza narzedzi, za pomocg ktorych przechodzimy od zato-
zen do wnioskow. Jest to proces prowadzenia wnioskowania. Z tego punktu widzenia moz-
na powiedzie¢, ze logika pozwala odrozni¢ wnioskowanie poprawne od niepoprawnego.
Inaczej, logika okresla warunki, w jakich zbior prawdziwych zatozen pozwala otrzymacé
prawdziwy wniosek. W praktyce oznacza to, ze podchodzimy logiczne do pewnego zagad-
nienia lub okreslonej sytuacji. Po zakonczeniu procesu wnioskowania nalezy sprawdzi¢, czy
otrzymany wniosek jest poprawny z formalnego punktu widzenia. W tym celu zakladamy,
ze wszystkie przyjete zatozenia sg prawdziwe i sprawdzamy, czy uzyskany wniosek wynik
rzeczywiscie z przyjetych zatozen. Dochodzenie do prawdziwych wnioskow mozemy
oprze¢ na trzech podstawowych regutach (zasadach), ktore sformutowat Bertrand Russell.
Naleza do nich:

e zasada tozsamosci — kazdy obiekt (byt) jest tozsamy ze sobg

e zasada wylgczonego srodka — kazde zdanie (logiczne) moze by¢ albo prawdziwe, al-
bo falszywe

o zasada niesprzecznosci — jezeli mamy dwa zdania, o ktoérych wiemy, ze jedno z nich
jest zaprzeczeniem drugiego, to co najmniej jedno z tych zdan musi by¢ zdaniem fat-
szywym

Wyjatkowa przestrzenig dla procesu prowadzenia interesujagcych nas wnioskowan jest
przestrzen matematyczna. Przekonamy si¢ o tym, ze matematyka pomaga w zrozumieniu
logiki. Przyktady matematyczne wydaja si¢ wyjatkowymi ilustracjami zdan prawdziwych
lub zdan falszywych. Na odwroét, logika pomaga w zrozumieniu matematyki. Kazda wspot-
Czesna teoria matematyczna (na przyktad w ramach matematyki szkolnej: klasyczny rachu-
nek zdan, klasyczny rachunek kwantyfikatorow, teoria zbioréw, teoria liczb naturalnych,
teoria liczb rzeczywistych, geometria elementarna, teoria prawdopodobiernstwa) Opiera si¢
na odpowiednio przyjetym systemie zdan (tak zwanym systemie aksjomatow), ktére przyj-
mujemy jako prawdziwe, nastgpnie wykorzystujemy narzedzia logiki, by rozwijac t¢ teorie,
to znaczy uzyskiwac interesujace fakty o obiektach, ktorych ta teoria dotyczy.

0.4 Logika jako dyscyplina naukowa

Logika traktowana jako dyscyplina naukowa ma swoje poczatki okoto 2400 lat temu. Nie
ma watpliwosci, ze jej prekursorem byt Arystoteles. W cyklu szes$ciu pism o logice (zebrane
i opublikowane pod nazwag Organon’), okresla podstawowe pojecia logiczne, na przyktad
pojecie wyrazenia Jako zdania, ktore jest albo prawdziwe, albo falszywe. Arystoteles anali-
zowal struktur¢ tak zwanych Sylogizmoéw, czyli poprawnych rozumowan, zawierajgcych
przestanki, prowadzace w konsekwencji do odpowiednich wnioskow.

7 Czyli ,,Narzgdzie”
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0.5 Gtowne galezie logiki

. Logika Boole’a (inaczej logika algebraiczna, logika booleowska)

. Logika formalna

. Logika klasyczna

. Logika kwantowa

. Logika kwantyfikatoréw (na przyktad klasyczny rachunek kwantyfikatoréw — (KRK))
. Logika nieformalna

. Logika nieklasyczna

. Logika predykatow (w szczegolnosci logika form zdaniowych)

. Logika propozycjonalna

10. Logika rozmyta

11. Logika sylogistyczna

12. Logika symboliczna

13. Logika wielowartosciowa (na przyktad tréjwartosciowa logika L.ukasiewicza)
14. Logika wspodiczesna

15. Logika zdan (na przyktad klasyczny rachunek zdan — (KRZ))

OO NO OIS WN

Modul nr 1. (4 godziny lekcyjne)

1.1 Pojecie pierwotne, definicja, zdanie logiczne, prawda, fatsz, twierdzenie i jego dowod,
aksjomat, lemat, wniosek, hipoteza

1.2 Budowa zdan logicznych w (KRZ)

1.3 Implikacja w (KRZ2) i jej typy

1.4 Kwadrat logiczny dla czterech typow implikacji

1.5 Dowdd wprost

1.6 Dowod za pomoca przeksztalcen rdwnowaznych tezy
1.7 Dowad trywialny

1.8 Dowod w prozni

1.9 Dowod przez przypadki

1.1 Pojecie pierwotne, definicja, zdanie logiczne, prawda, fatsz, twierdzenie i jego dowdd,
aksjomat, lemat, wniosek, hipoteza

Wsréd wszystkich pojeé, ktore spotykamy w matematyce® wyrdznia si¢ tak zwane pojecia
pierwotne oraz pojgcia pozostate, okreslane za pomoca poje¢ pierwotnych. Towarzysza im
terminy pierwotne oraz takie terminy, ktore okreSlamy za pomoca terminéw pierwotnych
oraz poje¢c pierwotnych (lub/oraz poje¢ pozostatych). Powstaja w ten sposob pewne obiekty
matematyczne. Intuicyjnie, poj¢cia pierwotne to pojecia najwczesniejsze, z tego powodu nie
okreslamy ich za pomoca pojec ,,jeszcze wezesniejszych”. Mozemy zatem powiedzie€, ze
pojeciem pierwotnym w danej teorii matematycznej jest takie pojecie, ktorego nie definiuje-
my. Wybdr pojec pierwotnych dla danej dyscypliny matematycznej moze by¢ roznorodny.

Przyktady
1. W wielu teoriach matematycznej porownujemy wystepujace W nich obiekty migdzy soba.
Mozna to zrobi¢ za pomoca pojecia identycznosci), czyli rownosci obiektow (na ogot iden-

8 Pojecia matematyczne moga by¢ rozumiane jako takie pojecia abstrakcyjne, ktére wyrosty na gruncie obserwacji zwigzanych z
ksztaltem oraz iloscig oraz ich wlasno$ciami.
5
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tyczno$¢ kojarzymy z symbolem ,,=", cho¢ w geometrii stosujemy symbol ,,=”, wyrdznia-
jacy figury przystajace.

2. W teorii zbiorow przyjmujemy, ze pojeciami pierwotnymi sa dwa pojgcia: pojecie zbioru
oraz pojecie nalezenia (elementu do zbioru). Istnieje wariant teorii zbiorow, w ktérym do-
datkowym pojeciem pierwotnym jest pojecie identycznosci.

3. W szkolnej geometrii elementarnej (euklidesowej) do poj¢¢ pierwotnych naleza pojecia
pierwotne teorii zbiordw (wraz z pojgciem identyczno$ci) oraz pojecia naturalne dla same;j
geometrii elementarnej, to znaczy pojecie punktu, pojecie prostej, pojecie plaszczyzny oraz
pojecie przestrzeni. W zaawansowanym ujeciu, na przyktad w geometrii euklidesowej Hil-
berta do poje¢ pierwotnych nalezg pojecia: ,,leze¢ na”, ,,leze¢ miedzy”, ,,przystawac”.

4. W arytmetyce szkolnej spotkamy bardzo wiele poje¢ pierwotnych. Oprdocz poje¢ pier-
wotnych teorii zbioréow, w zaleznosci od prezentacji programu, pojeciem pierwotnym jest
pojecie liczby naturalnej (czym innym jest liczba naturalna, a czym innym jest jej oznacze-
nie) lub pojecie liczby rzeczywistej (Uwaga analogiczna jak dla liczby naturalnej).

Kazde pojecie, ktore nie jest pojeciem pierwotnym musi by¢ okreslone w sposéb przejrzy-
sty i jednoznaczny. Do tego celu wykorzystujemy definicje.

W dziedzinie matematyki, pogladowo, definicja jest to takie zdanie, ktore ustala nazwe
oraz precyzuje okreslenie nowego pojecia lub obiektu za pomocg poje¢ pierwotnych lub
pojec juz wezesniej wprowadzonych.

Przyktady

5. Majac juz okreslone pojecie obiektow identycznych (rownych), tatwo okresli¢, kiedy
obiekty sg rozne. Powiemy w mysl definicji, ze dwa obiekty sq rozne wtedy i tylko wtedy,
gdy nie sq identyczne.

6. Zauwazmy, ze w teorii zbiorow (na ogot) nie wiacza si¢ pojecia identycznosci zbioréw
do grupy poje¢ pierwotnych. Pojecie to definiuje si¢ za pomocg pojecia nalezenia (elementu
do zbioru). Przyjmuje si¢, ze dwa zbiory sq identyczne (rowne) wtedy i tylko wtedy, gdy
zbiory te majq te same elementy®, t0 znaczy, ze kazdy element pierwszego zbioru jest ele-
mentem drugiego zbioru i jednoczesnie, kazdy element drugiego zbioru jest elementem
pierwszego zbioru. Stad juz tatwo okresli¢ to, kiedy dwa zbiory nie sg identyczne. Powie-
my, ze dwa zbiory nie sq identyczne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje element pierwszego
zbioru, ktory nie jest elementem drugiego zbioru lub istnieje element drugiego zbioru, ktory
nie jest elementem pierwszego zbioru.

7. Geometria elementarna dostarcza bardzo duzo przyktadow definicji nowych pojec.
Wprowadzamy miedzy innymi pojecie figury geometrycznej plaskiej: figurg geometryczng
ptaskq nazywamy kazdy podzbior plaszczyzny. Tutaj wykorzystaliSmy pojecie zbioru ($ci-
stej, pojecie podzbioru) wystepujace w teorii zbiorow. Do definiowania oraz opisu nowych
obicktow geometrycznych, geometria elementarna wykorzystuje teori¢ zbiorow.

8. W teorii liczb rzeczywistych mamy réwniez bardzo wiele przyktadéw nowych obiektow
lub nowych poje¢. Nie wchodzac w szczegoty, mozna zdefiniowaé wazne z punktu widze-
nia zastosowan ,,nowe liczby rzeczywiste”, na przyklad wartos¢ bezwzgledng liczby rze-
czywistej czy zagadkowo brzmigce nazwy podlogi oraz sufitu liczby rzeczywistej. Central-
nym pojegciem matematyki wydaje si¢ pojecie funkciji.

9 Jest to tres¢ tak zwanej zasady ekstensjonalnosci.
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9. Wkrotce poznamy pojecie zdania logicznego (Definicja 1.1), podstawowego pojecia lo-
giki, a w szczegolnosci waznego jej dziatu, tak zwanego klasycznego rachunku zdan (KRZ).

Z teoretycznego i praktycznego punktu widzenia, cata wiedza matematyczna jest zawarta
w charakterystycznych dla tej nauki stwierdzeniach, czyli pewnych zdaniach. W jezyku na-
turalnym mowionym i pisanym poshugujemy si¢ zdaniami réznego typu. Zasadniczym ce-
lem jest przekazanie pewnych informacji obiektywnych lub subiektywnych. Z gramatycz-
nego punktu widzenia czesto operujemy zdaniami oznajmujgcymi (orzekajgcymi), pytajg-
cymi, rozkazujgcymi, a nawet korzystamy z rownowaznikow zdan. Komunikujemy si¢ za
pomocg tak zwanych zdan prostych |ub zdan zlozonych. W jezyku naukowym stosowanym
glownie w matematyce i naukach przyrodniczych postugujemy si¢ rowniez zdaniami. Ich
tres¢ jest Scisle zwigzana z dyscypling naukowa, w ramach ktorej sa one wypowiadane czy
zapisywane. W wielu przypadkach nie sg one ,,czytelne” dla niezorientowanego w istocie
rzeczy odbiorcy ze wzgledu na charakterystyczny sposéb ich zapisu lub wypowiedzi. Maja
one jednak wazng ceche: niosg pewna tres¢ ,,logicznie prawdziwg” cho¢ moze zdarzy¢ si¢
inaczej, przekazywana informacja okazuje si¢ by¢ ,,logicznie falszywa”. Z matematycznego
punktu widzenia, sposrod wszystkich zdan gramatycznych wyréznimy tak zwane zdania
logiczne.

Definicja 1.1 (zdanie logiczne)
Zdaniem logicznym nazywamy takie i tylko takie zdanie oznajmujgce W sensie grama-
tycznym, o ktorym mozemy powiedzieé¢, ze jest albo zdaniem prawdziwym, albo zdaniem

fatszywym.

Zwrot ,,albo..., albo...” w powyzszej definicji 0znacza, ze zdanie logiczne nie moze byc¢
jednocze$nie zdaniem prawdziwym i zdaniem fatszywym.

Przyktady

10. Zdanie: ,,Kilogram zelaza wazy wigcej, niz kilogram puchu.” jest przyktadem zdania
logicznego. Oczywiscie, falszywego (mamy t¢ samg jednostke miary wagi).

11. Zdanie: ,,Nie lubi¢ poniedziatku.” jest przyktadem zdania oznajmujacego, ale nie traktu-
jemy tego zdania jak zdanie logiczne (jest to opinia subiektywna).

12. Zdanie: ,,Predkos¢ $wiatta w prozni jest rowna w przyblizeniu 300 000 km/s.” jest przy-
ktadem zdania logicznego prawdziwego (jest to konsekwencja teorii fizycznej badajacej
nature Swiatla).

13. Rozpatrzmy nast¢pujace trzy zdania oznajmujace, ktore mozna spotka¢ w matematyce:
Zdanie pierwsze ,,Dla kazdej liczby rzeczywistej x, x = 07, zdanie drugie ,,Istnieje liczba
rzeczywista x taka, ze x = 07, zdanie trzecie ,,x = 0”. W kazdym z nich pojawia si¢ tak
zwana zmienna (wyraza ja symbol x). Pierwsze zdanie jest zdaniem logicznym falszywym,
drugie zdanie jest zdaniem logicznym prawdziwym. Zdanie trzecie nie jest zdaniem logicz-
nym (cho¢ jest zdaniem oznajmujacym w sensie gramatycznym). Okaze si¢ wkrotce, ze
zdanie trzecie jest przyktadem tak zwanej formy zdaniowej jednej zmiennej (w tym przy-
padku zmiennej x), dla ktorej jeszcze nie okre§lono zakresu jej zmiennoSci.

W jaki sposdb oceniamy prawdziwos¢ lub fatszywos¢ zdania (oznajmujacego)? Oczywi-
$cie, na podstawie odpowiednich kryteriow. Wybitny logik amerykanski polskiego pocho-
dzenia Alfred Tarski uwazat, ze ,,zdanie jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy jest tak, jak

7
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ono orzeka”. W takim razie, pewne zdanie jest falszywe wtedy i tylko wtedy, gdy nie jest
tak, jak ono orzeka!

Do oceny prawdziwosci (fatszywosci) zdania w naukach przyrodniczych 1 w matematyce
wystarcza na ogot znajomos¢ faktow tej teorii, w ramach ktorej zdanie jest wypowiadane
lub zapisywane. Jest tak z pewnos$cig dla wszystkich zdan wyst¢pujacych w Przyktadach
o numerach 10 - 13.

Prawda oraz fafsz, to tak zwane wartosci logiczne zdan logicznych. Bedziemy oznaczac je
specjalnymi symbolami, odpowiednio: 1 (symbol prawdy) oraz 0 (symbol fatszu). Zwraca-
my uwagge na to, ze nie sg to liczby (symbole te maja ,,zamienniki”, odpowiednio T oraz F).
Przyjmujemy, ze sg to jedyne wartosci logiczne zdan logicznych, zaktadamy tym samym, ze
zbior wartosci logicznych jest zbiorem dwuelementowym. System logiczny oparty na dwue-
lementowym zbiorze wartosci logicznych nazywamy logikg dwuwartosciowg. Dla kontra-
stu, przedstawimy zarys teorii logicznej, w ktorej zbidr wartosci logicznych jest zbiorem
trzyelementowym. System logiczny oparty na trzyelementowym zbiorze wartosci logicz-
nych nazywamy logikq trojwartosciowg. W logice trojwartosciowej, obok wartosci logicz-
nych 1 oraz 0 wprowadzamy trzecig wartoscig logiczng, ktorg symbolizuje utamek %. War-
tosci logicznej %2 odpowiadajg tak zwane zdania mozliwe. 1dea logiki trojwartosciowej po-
chodzi od polskiego logika, Jana Lukasiewicza®®

Twierdzenia matematyczne, to zdania logiczne, ktore majg jednoznacznie okreslong wia-
sciwos¢, sa z logicznego punktu widzenia albo prawdziwe, albo fatszywe (tak tez moze si¢
zdarzy¢...). Okreslaja one wlasnosci obiektow oraz zwigzki miedzy tymi obiektami. Wsrod
twierdzen wyroznia si¢ tak zwane aksjomaty (nazywane rowniez postulatami lub pewnika-
mi). Aksjomaty, to takie twierdzenia, o ktorych zaktadamy, ze sq bezwarunkowo prawdziwe,
to znaczy sq to takie zdania, ktore nie wwmagajq uzasadnienia (nie wymagaja dowodu), kzo-
re powinny by¢ oczywiste (jasne, zrozumiate) i1 konieczne (do wyprowadzania innych twier-
dzen). Wybor aksjomatéw moze by¢ rdéznorodny (tak, jak zaznaczyliSmy to dla poje¢ pier-
wotnych). Uktad aksjomatow nie moze sktadac si¢ z takich twierdzen, ktérych tresci bytyby
wzajemnie sprzeczne. Ze zbioru aksjomatow oraz zbioru pojg¢ pierwotnych staramy si¢
rozwijaé wiedz¢ matematyczng w ramach konkretnej teorii matematycznej. Kazde twier-
dzenie matematyczne, ktore nie jest aksjomatem musi mie¢ uzasadnienie, inaczej musi by¢
,,udowodnione”. W dowodach niektorych twierdzen wystgpuja tak zwane lematy, czyli
twierdzenia pomocnicze (ktore podaje si¢ wraz z dowodem). Szczegolne przypadki twier-
dzen Iub elementarne fakty z nich wynikajace to tak zwane wnioski. Na zakonczenie dodaj-
my, ze oprocz twierdzen matematycznych w samej matematyce pojawia si¢ wiele zdan
przypuszczajacych, wyrazajacych hipotetyczne wilasnosci obiektéw matematycznych lub
pojec¢. Zdania te nazywamy hipotezami (lub przypuszczeniami). Aktualny stan wiedzy ma-
tematycznej nie pozwala rozstrzygna¢ jaka jest natura logiczna tych zdan, to znaczy, nie
potrafimy w danym momencie ocenic, czy hipoteza jest prawdziwa, czy jest fatszywa. Dla
rozwoju nauk matematycznych istotne sg tak zwane problemy millenijnel?,

10 Przyjmuje sig, ze miato to miejsce okoto 1920 r.
1 Jednym z wazniejszych probleméw millenijnych jest hipoteza Riemanna o rozktadzie tak zwanych nietrywialnych zer funkcji
dzeta (Riemanna).

8



/| SAMORZAD WOJEWODZTWA Unia Eu ropejska
WIELKOROLSKIEGO Europejski Fundusz Spoteczny

Fundusze
Europejskie
Program Regionalny

Przyktady

14. ,,Standardowa” teoria zbiorow jest oparta na okreslonym wczesniej uktadzie pojegc pier-
wotnych (Przyktad 2) oraz na tak zwanym systemie aksjomatéw ZFC'?. W$réd aksjomatow
tego systemu pojawia si¢ gwarancja istnienia zbioru pustego, czyli zbioru, do ktoérego nie
nalezy zaden element (aksjomat zbioru pustego). Inny aksjomat (aksjomat nieskonczonosci)
zagwarantuje istnienie zbioru, ktéry intuicyjnie nazwaliby$smy zbiorem nieskonczonym
(dzigki niemu mozna skonstruowac zbior wszystkich liczb naturalnych, a wiec arytmetyka
moze by¢ wyrazona w teorii zbioréw!). Aksjomaty systemu aksjomatow ZFC pokazujg pre-
cyzyjnie jakiego typu zbiory sg dopuszczalne w ramach danej teorii oraz jakie sa mozliwe
schematy konstruowania zbioréw. Dzigki aksjomatom systemu ZFC wykluczamy istnienie
pewnych ,,zbiorow”, na przyktad nie istnieje zbior, ktorego elementami bylyby wszystkie
mozliwe zbiory, nie istnieje zbior, ktory miatby taka wlasnosé, ze jest on swoim elementem!
15. W ramach geometrii elementarnej spotykamy roznorodno$¢ systemow aksjomatycz-
nych. Od prawdopodobnie pierwszej proby ujecia w sposob aksjomatyczny wiedzy geome-
trycznej (Elementy Euklidesa) i wiedzy w ogole, po wspolczesny system jej aksjomatow
(system aksjomatow Hilberta i innych).

16. W arytmetyce (teoretycznej) mozna okresli¢ za pomocg uktadu aksjomatéw wiasnosci
podstawowe wszystkich ,,dobrze znanych” zbioréw liczbowych, to znaczy zbioru liczb na-
turalnych, liczb catkowitych, liczb wymiernych, liczb rzeczywistych oraz nie prezentowa-
nego w matematyce szkolnej zbioru liczb zespolonych.

W tym module rozpoczynamy analize struktury twierdzen matematycznych a takze meto-
dy ich dowodow.

1.2 Budowa zdan logicznych w (KRZ)

Twierdzenia matematyczne maja czesto strukturg implikacji. Implikacje jako zdania lo-
giczne oraz jako funkcje zdaniowe jednej lub wielu zmiennych spotykamy w logice, w ra-
mach klasycznego rachunku zdazn (KRZ) oraz w ramach klasycznego rachunku kwantyfika-
torow (KRK).

Rozpatrzmy najpierw struktur¢ zdan logicznych w klasycznym rachunku zdan (KRZ).

Z teoretycznego punktu widzenia, zdania logiczne bedziemy zastepowac matymi literami
alfabetu, najczesciej beda to litery p, g, r, z ewentualnymi indeksami (na przyktad pi1, p2).
Jest to wygodne wtedy, gdy nie ma znaczenia tre$¢ zdan, lecz to, czy sa one prawdziwe, czy
falszywe. Litery, ktore zastepujg zdania logiczne nazywamy zmiennymi zdaniowymi.
W logice dwuwartosciowej, jesli zmienna zdaniowa p zastepuje takie zdanie logiczne, ktore
jest prawdziwe, napiszemy: w(p) =1 i powiemy, ze wartos¢ logiczna zdania p jest rowna 1
oraz (w uproszczeniu), ze p jest zdaniem prawdziwym. Jesli zmienna zdaniowa p zastepuje
zdanie logiczne, ktore jest zdaniem fatszywym, napiszemy: w(p) = 0 i mowimy, ze wartosé
logiczna zdania p jest rowna 0 oraz ze p jest zdaniem fatszywym.

Przyktady
17. Zapis p == 0 = 1 oznacza, ze zmienna zdaniowa p zastepuje zdanie ,,0 = 1”. Oczywiscie,
w(p) = 0. Zdanie p jest zdaniem fatszywym.

12.7 oraz F, to pierwsze litery nazwisk tworcow tego systemu aksjomatow: Ernesta Zermelo ora Abrahama Fraenkla. Symbol C
oznacza skrot od nazwy jednego z aksjomatow systemu, tak zwanego aksjomatu wyboru (axiom of choice).
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18. Zapis g == 0 < 1 odczytujemy jako: zmienna zdaniowa ( zast¢puje zdanie ,,0 < 1”. Tutaj,
w(q) = 1. Zdanie q jest zdaniem prawdziwym.

Formalnie, konstruowanie nowych zdan logicznych w (KRZ) odbywa si¢ za pomoca 13-
czenia zmiennych zdaniowych z odpowiednim spojnikiem logicznym. Spdjnik logiczny na-
zywany jest czesto funktorem zdaniotworczym. Spojnik logiczny wigzacy jedno zdanie lo-
giczne nazywamy spdjnikiem jednoargumentowym. Istnieja doktadnie cztery spojniki jed-
noargumentowe. Spojnik logiczny wigzacy dwa zdania logiczne nazywamy spojnikiem
dwuargumentowym. Istnieje doktadnie szesnascie spojnikow dwuargumentowych.

Definicja 1.2 (zdanie proste, zdanie ztozone)

Zdanie logiczne, w ktorym nie wystepuje zaden spdjnik logiczny nazywamy zdaniem pro-
stym. Zdanie logiczne, w ktorym wystepuje co najmniej jeden spojnik logiczny nazywamy
zdaniem ztozonym.

1.2.1 Klasyfikacja spojnikéw jednoargumentowych. Zdania utworzone prze te spojniki i ich
wartosci logiczne

1. Spojnik afirmacji V (verum). Jesli zmienna zdaniowa p zast¢puje pewne zdanie logiczne,
to symbol V(p) okresla zdanie ztozone, ktore czytamy ,,jest tak, jak orzeka p lub nie jest tak,
jak orzeka p”.

2. Spojnik asercji A. Jesli zmienna zdaniowa p zastgpuje pewne zdanie logiczne, to symbol
A(p) okresla zdanie ztozone, ktore czytamy ,,jest tak, jak orzeka p” lub ,,prawda jest, ze p”.
3. Spojnik negacji ~ . Jesli zmienna zdaniowa p zastepuje pewne zdanie logiczne, to symbol
~ p definiuje zdanie ztozone, ktore czytamy ,,nie jest tak, jak orzeka p” lub ,,nie jest prawda,
zep”.

4. Spojnik odrzucania F (falsum). Jesli zmienna zdaniowa p zastgpuje pewne zdanie logicz-
ne, to symbol F(p) definiuje zdanie ztozone, ktore czytamy ,,jest tak, jak orzeka p i nie jest
tak, jak orzeka p”.

Zestawienie wartosci logicznych zdan zbudowanych za pomocg spojnikéw jednoargu-
mentowych

w(p) | wV(p)) | W(A(p)) | w(=p) | W(F(p))
1 1 1 0 0
0 1 0 1 0

Z tabelki wynika, ze spojniki afirmacji V i odrzucania F mozna uwazaé za wzajemne ne-
gacje. Analogicznie maja si¢ do siebie spojniki negacji ~ oraz asercji A. W zastosowaniach
najwazniejszym spdjnikiem jednoargumentowym jest spdjnik negacji.

1.2.2 Klasyfikacja spdjnikoéw dwuargumentowych. Wartosci logiczne zdan ztozonych zbu-
dowanych za pomocg spojnikow dwuargumentowych

Istnieje doktadnie szesnascie spojnikdw dwuargumentowych. Dla kazdego z nich istnieje
spojnik bedacy jego negacja. Otrzymujemy zatem osiem par spojnikow. Nasza uwage
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zwrocg spojniki (w kolejnosci ich wystepowania w ponizszej tabeli): alternatywy (Vv), impi-
kacji (=), rdwnowaznosci (<) oraz koniunkcji (A).

Zestawienie wartosci logicznych zdan zbudowanych za pomocg spdjnikow dwuargumen-

towych

P q A f2(V) fzle) | filnap) | fi(=) | felnag) | fr{e) fa(N)
w(p) |[W(g) | W(pfiq) | W(pfq) | Wpfiq) | Wpfiq) | Wpfq) | wpfig) | Wpfq) | W(pfq)

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 0 1 1 1 1 0 0 0 0

0 1 1 1 0 0 1 1 0 0

0 0 1 0 1 0 1 0 1 0

p q hy(]) ha(€B) ha(~fe) | ha(~fs) | hs(naq) | he(~f3) h(1) hg(F)
w(p) | w(g) | wirlg) | wph.q) | w(phzq) | W(phsg) | Wiphsq) | W(pheq) | W(ph-q) | w(phzg)

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 1 1 1 0 0 0 0

0 1 1 1 0 0 1 1 0 0

0 0 1 0 1 0 1 0 1 0
Komentarz

1. Spojniki f1, hs. Pierwszy jest odpowiednikiem spojnika jednoargumentowego V (verum).
Jesli zmienne zdaniowe p, g zastgpujg pewne zdania logiczne, to symbol p f1 q okresla zda-
nie ztozone, ktore czytamy ,,jest tak, jak orzekaja p, g lub nie jest tak, jak orzekaja p, q”.
Spojnik drugi, to odpowiednik spdjnika jednoargumentowego F (falsum). Interpretowany
jako negacja spojnika f1. Jesli zmienne zdaniowe p, q zastgpuja pewne zdania logiczne, to
symbol p hg g okresla zdanie ztozone, ktore przeczytamy ,,jest tak i jednoczesnie nie jest tak,
jak orzekaja p, q”.

2. Spojniki fz, hy. Pierwszy spdjnik, to tak zwany Spojnik alternatywy niewykluczajgcej (V).
Jesli zmienne zdaniowe p, q zastgpuja pewne zdania logiczne, to symbol p v q okresla zda-
nie ztozone, ktore czytamy ,,alternatywa p, q” ewentualnie ,,p lub g”, a takze ,,p badz q”,
czasami ,,co najmniej jedno z dwojga p, q”. Alternatywa niewykluczajgca dwoch zdan jest
zdaniem prawdziwym wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniej jedno z tych zdan jest zdaniem
prawdziwym. Alternatywa niewykluczajgca dwoch zdan jest zdaniem fatszywym wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy kazde z tych zdan jest zdaniem fatszywym. Spdjnik drugi (]), to spdjnik nega-
cji alternatywy niewykluczajacej, nazywany jest spojnikiem binegacji lub spojnikiem Peir-
ce’a. Ciag symboli p | g czytamy: ,,ani p, ani q”, a takze ,,nieprawda, ze p i nieprawda, ze
q”. Zdanie p | q jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy oba zdania sq falszywe.

3. Spojniki f3, he. Spojnik f3 (=), to spojnik implikacji odwrotnej (do spodjnika implikacji
prostej fs). Zdanie p < g czytamy ,,jesli g, to p”, o ile g, to p”, ,,skoro q, to p”. Cztery sche-
maty zdaniowe: p <q,~p < ~qQ, p = q, ~p = ~( tworzg tak zwany kwadrat logiczny im-
plikacji (por. punkt 1.4). Spojnik he interpretujemy jak negacje spojnika (<). Zdanie p hs q
orzeka, ze ,,nie jest tak, ze jesli q, to p”.
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4. Spéjniki fa, hs. Spojnik f4, to spojnik rzutowania na pierwszg zmienng zdaniowa. Schemat
p f4 g oznacza, ze ,,jest tak, jak orzeka (pierwsze) zdanie (p)”. Spojnik hs jest negacja spoj-
nika f4. Zdanie p hs q oznacza, ze ,,jest tak, jak nie orzeka (pierwsze) zdanie (p)”.

5. Spdjniki fs, ha. Spojnik fs jest spojnikiem implikacji (prostej) (=). Zdanie p = q ma wiele
mozliwych form opisu. Najczgstsze, to ,,jezeli p, to 97, ,,0 ile p, to g, ,,skoro p, to q”,
,»p jest warunkiem dostatecznym tego, by q”, ,,q jest warunkiem koniecznym do tego, by p”.
Szerzej o zdaniach zbudowanych za pomocg spojnika implikacji traktuje punkt 1.3. Spdjnik
hs jest negacja spdjnika fs.

6. Spojniki fs, ha. Spdjnik fe, jest spdjnikiem rzutowania na druga zmienng zdaniowa. Sche-
mat p fo q oznacza, ze ,,jest tak, jak orzeka (drugie) zdanie (q)”. Spojnik hs jest negacja
spojnika fs. Zdanie p hs g oznacza, ze ,,jest tak, jak nie orzeka (drugie) zdanie (q)”.

7. Spojniki f7, hz. Spojnik f7 nazywamy spojnikiem rownowaznosci (<). Schemat p <
odczytamy jako ,,p wtedy i tylko wtedy, gdy g” lub ,,p zawsze i tylko wtedy, gdy q”, a takze
,»p doktadnie wtedy, gdy gq”. W zapisie p = @, symbol p reprezentuje lewa stron¢ dane;j
rownowaznosci, a symbol q jej prawa strone. Zdanie p = ( jest zdaniem prawdziwym wy-
tacznie wtedy, gdy lewa i prawa strona majg t¢ sama wartos¢ logiczng, to znaczy albo sg
jednoczesnie zdaniami prawdziwymi, albo jednoczes$nie zdaniami fatszywymi. Spojnik h;
(€6) nazywamy nierownowaznos$cia, a takze spojnikiem alternatywy wykluczajacej (lub roz-
tacznej). Jest on negacja spdjnika rownowaznosci. Schemat p & g odczytamy jako ,,albo p,
albo g, ,,badz p, badz q”,

,»p wtedy i tylko wtedy, gdy nie q”. Zdanie p & q jest zdaniem prawdziwym wytacznie wte-
dy, gdy zdania p, g maja rozne wartosci logiczne.

8. Spdjniki fs, h1. Spdjnik fg nazywamy spdjnikiem koniunkeji (A). Ciag symboli p A g czy-
tamy: ,,porazqg”, ,piqg”, ,,paq”, ,p mmo, ze q”°, ,p lecz q”, ,koniunkcja p oraz q”. Zda-
nie p A g jest zdaniem prawdziwym wtedy i tylko wtedy, gdy zdania p, q sa prawdziwe.
Spojnik hy () jest negacja spdjnika koniunkcji. Nazywamy go rowniez kreska Sheffera. Ciag
symboli p | g czytamy: ,,nieprawda, ze p lub nieprawda, ze q” lub ,,nie p lub nie q”. Zdanie
p | q jest zdaniem fatszywym wtedy i tylko wtedy, gdy zdania p, q sa oba prawdziwe.

1.3 Implikacja w (KRZ) i jej typy
Definicja 1.3 (pojecie implikacji w (KRZ))

Jesli zmienne zdaniowe p, g zastepujg zdania logiczne, to zapis p = ¢ oznacza zdanie lo-
giczne, ktore nazywamy implikacjg o poprzedniku p i nastepniku q i czytamy zwykle ,,jesli
ptoq”.

Zgodnie z punktem 1.2, wartos¢ logiczna implikacji zalezy od wartosci logicznych tych
zdan, z ktorych jest zbudowana. Okresla jg nastgpujaca matryca logiczna (tablica logiczna)

w(p) | w(q) | w(p = q)
1 |1 1
110 0
0| 1 1
0] o 1
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Z podanej tablicy warto$ci logicznych wynika, ze dla twierdzenia, ktore ma ksztatt impli-
kacji typu p = g gdzie zdania logiczne zakodowano za pomocg dwoch zmiennych zdanio-
wych p, g mozna wypowiedzie¢ nastepujace fakty:

1. Twierdzenie majace posta¢ ,,p = q” jest twierdzeniem falszywym wtedy i tylko wtedy,
gdy jego poprzednik p jest zdaniem prawdziwym i jednocze$nie jego nastepnik  jest zda-
niem falszywym.

2. Twierdzenie majace postaé ,,p = (” jest twierdzeniem prawdziwym, jesli jego poprzed-
nik p jest zdaniem fatszywym.

3. Twierdzenie majace postaé ,,p = q” jest twierdzeniem prawdziwym, jesli jego nastepnik
q jest zdaniem prawdziwym.

1.4 Kwadrat logiczny dla czterech typow implikacji
Definicja 1.4 (implikacja prosta, odwrotna, przeciwna i przeciwstawna w (KRZ))
Jesli zmienne zdaniowe p, g zastepuja zdania logiczne, to dla implikacji p = q
a) implikacje q = p nazywamy implikacjq odwrotng lub konwersjg
b) implikacj¢ (~p) = (~q) nazywamy implikacjg przeciwng lub inwersjq
¢) implikacje (~q) = (~p) nazywamy transpozycjq lub implikacjg przeciwstawng
Dla zmiennej zdaniowych p, g symbole ~p, ~q 0znaczaja negacje tych zdan, ktore zastepuja
zmienne zdaniowe p, q.
Warto zwrdci¢ uwage na posta¢ poprzednika oraz nastgpnika w implikacji odwrotne;,
przeciwnej i przeciwstawnej.

Przyktady

19. Rozpatrzmy implikacje: ,,jesli x* = 25, to x = 5”. Implikacja odwrotna do danej ma
postaé: ,,jesli x =5, to x* = 25”. Implikacja przeciwng do implikacji wyjsciowej jest im-
plikacja: ,,jesli x* # 25, to x = 57, a implikacja przeciwstawna do implikacji wyjéciowej
jest implikacja: ,,jesli x # 5, to x* = 25”. Zadaniem czytelnika jest wyznaczenie wartosci
logicznej kazdej implikacji.

20. Rozpatrzmy implikacje: ,,jesli |x| = 25, to x = 25 lub x = —25”. Implikacja odwrotna
do danej ma posta¢: ,,jesli x = 25 lub x = —25, to |x| = 25”. Implikacja przeciwna do im-
plikacji wyjéciowej jest implikacja: ,,jesli |x| # 25, to x # 25 i x # —25”, natomiast im-
plikacja przeciwstawna do implikacji wyj$ciowej ma postaé: ,,jesli x #= 25 i x # —25, t0
|x| # 25”. Jakie warto$ci logiczne nalezy przypisa¢ podanym implikacjom?

21. Rozpatrzmy implikacje: ,,jesli 2 dzieli x oraz 3 dzieli x, to 6 dzieli x”. Implikacja od-
wrotna do danej, to ,,jesli 6 dzieli x, to 2 dzieli x oraz 3 dzieli x”. Implikacja przeciwna:
,,jesli 2 nie dzieli x lub 3 nie dzieli x, to 6 nie dzieli x”. Implikacja przeciwstawna: ,,jesli 6
nie dzieli x, to 2 nie dzieli x lub 3 nie dzieli x”. Jaka wartos¢ logiczng przypiszemy kazdej
z podanych implikacji?

Definicja 1.5 (implikacje rownowazne)

Niech p, g, r, S oznaczajg zmienne zdaniowe. Implikacje p = ¢, r = s nazywamy réwno-
waznymi W (KRZ) wtedy i tylko wtedy, gdy maja identyczne matryce logiczne dla tych sa-
mych wartosci logicznych odpowiednich zmiennych zdaniowych. Fakt, ze dwie implikacje
p = Q, r = S s rownowazne okresla zapis (p = q) = (r = s).
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Przyktad
22. Porownujac matryce logiczne par implikacji i jej transpozycji

w(p) | w(@) | w(p = q) | w((~q) = (=p))
1 1 1 1
1 0 0 0
0 1 1 1
0 0 1 1

oraz matryce logiczne par implikacji odwrotnej i przeciwnej (do implikacji prostej)

w(p) | w(q) | w(g = p) | w((~p) = (~0))
1 |1 1 1
1] o0 1 1
0 | 1 0 0
0] o0 1 1

stwierdzamy, ze sg to implikacje rownowazne:

(p=0)=((~q) = (~p))
@=p) =((~p) = (~))
Wzajemne zaleznosSci logiczne miedzy powyzszymi typami implikacji mozna przedstawic

za pomocg nast¢pujgcego kwadratu
P=q a=0p

~P=-q ~q=-p

Kazde dwie implikacje znajdujace si¢ W przeciwlegtych wierzchotkach kwadratu sg row-
nowazne. Aby oceni¢ warto$¢ logiczng wszystkich czterech implikacji, wystarczy oceni¢
warto$¢ logiczng dwoch sposrdd nich, ktore nalezg do jednego boku kwadratu. Implikacja
prosta i odwrotna pozwalaja dowodzi¢ twierdzen, ktore majg charakter rtownowaznosci (por.
Punkt 3.1).

1.5 Dowdéd wprost

Jest powszechnym sposobem dowodzenia tych twierdzen, ktére maja posta¢ implikacji.
Nazywamy go réwniez dowodem bezposrednim. Idea tego typu dowodu opiera si¢ na wy-
kazaniu prawdziwosci implikacji

(ZINZoA .. N Zn) =T
14
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w ktorej poprzednik jest koniunkcja zatozen Z1, Zo, ... , Zm, a nastgpnik - teza T.

Przyktad
23. Udowodnimy, ze jeslix = —2,y < 3,toxy — 6 < 3x — 2y.
Kroki dowodowe

x = —2,yv < 3, (zalozenia)

x+2=0,y— 3 < 0 (wlasno$¢ nierownosci)

(x + 2)(v — 3) < 0 (wlasno$¢ znaku iloczynu)

xy — 3x + 2y — 6 < 0 (przeksztalcenia algebraiczne)
xy — 6 < 3x — 2y (teza)

arLdDE

u
1.6 Dowod za pomocg przeksztatcen rownowaznych
Dowody tego typu opieraja si¢ na wykorzystaniu takich zaleznosci, ktére mozna wyrazic¢
za pomocg zdania, w ktorym wystepuja wlasnosci rownowazne. Ponizej przytaczamy nie-
ktore z takich zaleznosci.

1.6.1 Wiasno$¢ nieujemnosci wartosci funkcji kwadratowej, wtasnos¢ réwnosci wartosci
funkcji kwadratowej, wtasno$¢ monotonicznosci funkcji kwadratowej w odpowiednich
przedziatach
a) dla dowolnej liczby rzeczywistej r, 7> = 0,7 =0 & r =0
b) dla dowolnych liczb rzeczywistych r, s prawdziwa jest rtownowaznosé
P =s’&{r=sVr=-—s)
c) dla dowolnych liczb rzeczywistych r, s prawdziwa jest implikacja
[r=>0,5>0]=[r<s&er* <57
d) dla dowolnych liczb rzeczywistych r, s prawdziwa jest implikacja
[r<0,s<0]=[r<se7r =57

1.6.2 Wilasnos¢ roznowartosciowosci i monotonicznosci funkcji ,,do szescianu”

a) dla dowolnych liczb rzeczywistych r, s prawdziwa jest rownowaznos¢
=5 T‘g = .5'3

b) dla dowolnych liczb rzeczywistych r, s prawdziwa jest rtownowazno$¢
resert =s°

1.6.3 Wiasnos¢ roznowartosciowosci i monotonicznosci funkeji ,,pierwiastek kwadratowy”

a) dla dowolnych liczb rzeczywistych r, s prawdziwa jest implikacja
[Fr=0,5s=0]=[r=s5 < Jr =4/5]

b) dla dowolnych liczb rzeczywistych r, s prawdziwa jest implikacja
[Fr=0,s=0]=[r<s<\r =45

1.6.4 Wtasnos¢ roznowartosciowos$ci 0raz monotonicznosci funkcji proporcjonalnosé od-
wrotna
a) dla dowolnych liczb rzeczywistych r, s prawdziwa jest implikacja

[T"?EU,S?EU]Z}"[TZS‘:;"%=§]
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b) dla dowolnych liczb rzeczywistych r, s prawdziwa jest implikacja
[T}ﬂ,s}ﬂ]#[risﬁizf]

c) dla dowolnych liczb rzeczywistych r, s prawdziwa jest implikacja
[T{ﬂ,s{ﬂ]:[risﬁfzf]

1.6.5 Wtasnos$¢ réznowartosciowosci oraz monotonicznos$ci funkcji wyktadniczej
a) dla dowolnej liczby rzeczywistej dodatniej a, a = 1, dowolnych liczb rzeczywistych r, s
prawdziwa jest rownowaznosc¢

r=sea =a’
b) dla dowolnej liczby rzeczywistej a, a € (0, 1), dowolnych liczb rzeczywistych r, s
prawdziwa jest rtownowaznosé

r<sea =za’
c¢) dla dowolnej liczby rzeczywistej a, a = 1, dowolnych liczb rzeczywistych r, s prawdzi-
wa jest rownowaznos¢

r<sea =a’

Przyktad
24. Udowodnimy, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych r, s prawdziwa jest nierownos¢

(r +s)* = 4rs
Kroki dowodowe
Niech r, 5 oznaczaja dowolnie ustalone liczby rzeczywiste. Na podstawie metody prze-
ksztalcen rownowaznych:

1. (r —s5)* = 0 (punkt 1.6.1 a))
2. 1° —2rs + s* = 0 (zastosowanie wzoru na kwadrat roznicy)
3. 1 —2rs 4+ 5% 4 4rs = 4rs (dodanie do obu stron nieréwnosci liczby 4rs)
4, r* 4+ 2rs 4+ 5% = 4rs (redukcja wyrazéw podobnych)
5. (r +5)* = 4rs (teza)
|

1.7 Dowdd trywialny

Wiemy, ze dowolna implikacja o nastepniku prawdziwym jest prawdziwa niezaleznie od
tego, czy jej poprzednik jest prawdziwy, czy fatszywy. Dowodem trywialnym (ang. trivial
proof) nazywamy taki dowdd prawdziwosci implikacji, w ktorym dowodzimy prawdziwosci
jej nastepnika, nie odwotujgc si¢ do wartosci logicznej jej poprzednika.

Przyktad
25. Udowodnimy, ze jesli x jest ujemng liczba rzeczywista, to x* + 1 = 0. Istotnie, wiado-
mo, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x, x* = 0. Dodajac do stron ostatniej nieréwnosci
jedynke otrzymamy x*+1 =0+ 1, ponadto 0+ 1 = 0. Prowadzi to do nieréwnosci
x% 41 = 0, ktora jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej x. Zauwazmy, ze nie od-
wotywaliSmy si¢ do zatozenie o tym, Ze x jest ujemng liczbg rzeczywista.

]
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1.8 Dowod w prozni

Wiemy, ze kazda implikacja o poprzedniku fatszywym jest prawdziwa niezaleznie od te-
go, czy jej nastepnik jest prawdziwy, czy falszywy. Dowodem w prézni (ang. vacous proof)
nazywamy taki dowod prawdziwos$ci implikacji, w ktorym dowodzimy falszywosci jej na-
stepnika.

Przyktad

26. Uzasadnimy, ze zbidr pusty jest podzbiorem kazdego zbioru. Istotnie, niech M oznacza
dowolny zbiér. Naszym celem jest uzasadnienie zaleznosci @ € M. Z logicznego punktu
widzenia podany zapis ma nastepujaca interpretacije

(0E®)=(0EM)

Zauwazmy, ze poprzednik powyzszej implikacji jest falszywy, a zatem sama implikacja jest
prawdziwa. To oznacza, ze @ € M.
|
1.9 Dowod przez przypadki
Ide¢ dowodu przez przypadki prezentuje uzasadnienie nastepujacego wlasnosci.
Twierdzenie
Dla dowolnych liczb rzeczywistych r, s, t prawdziwa jest implikacja

[Fr+s+t=11r"+s’4+ t?=1]=rst <0
Dowod
1. Dla dowolnych liczb rzeczywistych r, s, t prawdziwa jest zaleznos¢
(r+s4+t) =145+ t> 4+ 2(rs + rt + st)
2. Na podstawie zalozen
1=1+4+2(rs +rt + st)
rs+rt+st=20
rs+(r+s)t=20
3.JeSlir+ s =0,tors = 0, tym bardziej rst = 0, czyli rst = 0.
4. )eSlir+s+=0,toalbor+s<0,albor+s=0
4.1 Jesli  + s < 0, to na podstawie zatozenia t = 1 — (r + 5), czylit = 1 oraz t* = 1, co
prowadzi do sprzecznosci z tym, ze r* +s° + t* = 1. Oznaczato,ze r + s = 0.

4.2 Jesli r + s = 0, to na podstawie tego, ze t = r—z, otrzymamy:

—rs [rs)®

rst=rs-—= =0
r+s r+s
]
1.10 Uwagi o schematach wnioskowania
Definicja 1.6
1. Niech n oznacza dodatnig liczb¢ naturalng. Rozpatrzmy zdania py, s , ..., Pn, W.
Schematem wnioskowania, w ktorym przestankami sg zdania py, p; , ..., P,, @ Wnioskiem

jest zdanie w, nazywamy uktad ({py. p5 ... . P, }, W), ktory zapisujemy w postaci

PysPg s 2Py .
- ()
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2. Schemat wnioskowania (*) nazywamy niezawodnym wtedy i tylko wtedy, gdy implika-
cja

(pl Aps Ao "ﬁ"lunj =W (""’"]
jest tautologia rachunku zdan.

Przyktady
27. O potrzebie logiki, Arystoteles wypowiadat si¢ w nastepujacy sposob.

Logika jest potrzebna, bo jesli nie jest potrzebna, to i tak jest potrzebna (dla poprawnego
uzasadnienia tego, Ze nie jest potrzebna).

Korzystajac z praw logiki, uzasadnimy, ze rozumowanie Arystotelesa jest poprawne, po-
niewaz ma charakter rozumowania niezawodnego.

Wypowiedz Arystotelesa mozna zredagowa¢ w nastepujacy sposob.
Jesli logika nie jest potrzebna, to i tak jest potrzebna (dla poprawnego uzasadnienia tego, ze
nie jest potrzebna). Zatem logika jest potrzebna.

Niech p oznacza zdanie ,,Logika jest potrzebna”, a symbol ~p oznacza zaprzeczenie tego
zdania, to znaczy zdanie ,,Logika nie jest potrzebna”. W tym przypadku mamy do czynienia
z nastgpujacym schematem wnioskowania (z jedng przestanka)

(~p) = p
o

Schemat ten bgdzie schematem niezawodnym wtedy i tylko wtedy, gdy zdanie
((vp)=p)=p
jest tautologia rachunku zdan. Dowdd tego faktu mozna przedstawi¢ wykorzystujac tak

zwang metode zero-jedynkowa w wersji standardowej (lub wariancie skroconym).
Wersja standardowa

w(p) | w(~p) | w((~p) =p) |w[((~p)= p)=p]

1 0 1 1
0 1 0 1

Ostatnia kolumna pokazuje, ze rozpatrywane zdanie (wtasciwie schemat zdaniowy) jest tau-
tologia rachunku zdan, zatem rozumowanie Arystotelesa jest oparte na rozumowaniu nie-
zawodnym, czyli jest poprawne.

Wersja skrocona

28. W srodowisku studentow (od $redniowiecza) popularnoscia cieszy si¢ nastgpujacy ciag
zdan.

18
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Kto pije, ten Spi. Kto spi, nie grzeszy. Kto nie grzeszy, jest Swiety. Zatem, kto pije, jest
swiety.

Wykazemy, ze podany wniosek jest logicznie uzasadniony, wskazujac odpowiednie ro-
zumowanie niezawodne. Przyjmijmy nast¢pujace oznaczenia. Symbol p; 0znacza zdanie
,,Kto$ pije”, symbol p, oznacza zdanie ,,Kto$§ $pi”, symbol p; oznacza zdanie ,,Kto§ grze-
szy”, a symbol p, oznacza zdanie ,,Kto$ jest Swiety”. Przy takich oznaczeniach powstaja
cztery implikacje:

P =P, ,,Kto pije, ten $pi”

P, = (~p3) ,,Kto $pi, ten nie grzeszy”

(~p3) = p, ,,Kto nie grzeszy, ten jest $wigty”
P = s ,,Kto pije, jest swiety”

Mamy do czynienia z nast¢pujacym schematem wnioskowania

Py =P, P2 = (“P3), (“P3) = ps
Py =Py

Uzasadnimy, ze jest to przyklad schematu niezawodnego. W tym przypadku nalezy stwier-
dzi¢, ze implikacja

[((py = p) A (P2 = (~p3)) A ((~p3) = ps)] = (P = ps)

jest tautologig rachunku zdan. Rzeczywiscie mamy tu do czynienia z wariantem prawa
przechodnioéci implikacji, czyli tautologia rachunku zdan. Oznacza to, ze podany wniosek
jest logicznie uzasadniony. Korzystajac ze skroconego wariantu metody zero-jedynkowej
mozna takze wykazac, ze powyzsza implikacja jest tautologig rachunku zdan.

29. Wedhug legendy, decyzje o spaleniu ksiegozbioru stynnej Biblioteki Aleksandryjskiej®,
kalif Omar miat uzasadni¢ w nastgpujacy sposob.

Jesli ksiegi z tej biblioteki zawierajq to samo, co jest w Koranie, to sq niepotrzebne, a jesli
sq niepotrzebne, dlatego nalezy je spali¢. Jesli natomiast nie zgadzajq si¢ z tresciqg Koranu,
to sq szkodliwe, a jesli sq szkodliwe, dlatego nalezy je spali¢. Skoro ksiegi z tej biblioteki sq
niepotrzebne lub szkodliwe, wiec nalezy je spalic.

Mozna pokazaé, ze wniosek o spaleniu biblioteki jest konsekwencja wszystkich wcze-
$niejszych przestanek, poniewaz mamy do czynienia z rozumowaniem niezawodnym.

Modut nr 2. (4 godziny lekcyjne)
2.1 Dowdd nie wprost dla implikacji wykorzystujacy prawo kontrapozycji
2.2 Dowod nie wprost dla implikacji wykorzystujacy prawo negacji implikacji

2.1 Dowdd nie wprost dla implikacji wykorzystujacy prawo kontrapozycji
Dowody wykorzystujgce prawo kontrapozycji opierajg si¢ na nastepujgcym prawie ra-
chunku zdan

13 Jak podaja zrodta historyczne, wieksza cze$é starozytnego ksiegozbioru zniszczyli legionisci Cezara w 48 r. p.n.e.,
natomiast reszte ksiggozbioru kazat zniszczy¢ cesarz Teodozjusz I, na mocy edyktu z 389 .
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(p=0q) = ((~a) = (~p))
Innymi stowy stwierdzamy, ze implikacje (p = q), (~q) = (~p) sag rOwnowazne:
(p=0) =((~q) = (~p))

Analizowalismy je przy okazji omawiania kwadratu logicznego dla implikacji (por. Przy-
ktad 22). Okazuje si¢, ze w pewnych przypadkach tatwiej dowodzi¢ wprost prawdziwosc¢
transpozycji implikacji, niz prawdziwo$¢ samej implikacji. Obrazowo, jes$li chcemy udo-
wodni¢ prawdziwos¢ implikacji metodg nie wprost, zaktadamy, ze falszywa jest teza i do-
wodzimy (wprost), ze fatlszywe jest zatozenie.

Przyktad
30.

Udowodnimy, ze jesli liczba 5x + 6 jest liczbg niewymierna, to liczba x jest liczba nie-
wymierng. Istotnie, transpozycjg powyzszej implikacji jest implikacja: jesli liczba x jest
liczbg wymierna, to liczba 5x + 6 jest liczba wymierng. Mamy w tym przypadku nastepuja-
cy cigg krokow dowodowych:

1. liczba x jest liczbg wymierng

2. liczbe x mozna przedstawi¢ w postaci x = i, gdzie I, m oznaczaja pewne liczby cal-
kowite, oraz m = 0

3. liczbe 5x mozna przedstawi¢ w postaci 5x = %, gdzie I, m oznaczaja pewne liczby

catkowite, oraz m # 0
al+6m

4. liczbe 5x + 6 mozna przedstawi¢ w postaci 5x + 6 = gdzie I, m oznaczajg

m
pewne liczby catkowite, oraz m # 0
5. liczba 5x + 6 jest liczbg wymierng, poniewaz 51 + 6m, m oznaczaja pewne liczby

catkowite, oraz m # 0
W ten sposdb udowodniliSmy prawdziwos¢ transpozycji danej implikacji, a zatem i samag
implikacje
u
2.2 Dowdd nie wprost dla implikacji wykorzystujacy prawo negacji implikacji

Dowody wykorzystujace prawo negacji implikacji opieraja si¢ na nastgpujacym prawie
rachunku zdan

[~(p = g)]l & [pA(~q)]
ktore wskazuije na to, ze implikacje ~(p = gq), p A (~q) s3g rOwnowazne:

[~(p = q)] = [pA(~q)]
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W tym przypadku, jesli chcemy udowodni¢ prawdziwos¢ implikacji, rozpatrujemy jej ne-
gacj¢ 1 staramy si¢ wykazac, ze jest ona falszywa. W tym celu do zatozenia (p) dotaczamy
dodatkowe zatozenie (~q) i staramy si¢ uzyskaé sprzeczno$¢ albo z zalozeniem (p), albo ze
znanym faktem matematycznym.

Przyktad
31.

Udowodnimy, ze jesli x, ¥ s liczbami rzeczywistymi, to x* 4+ xy + y* = 0. Rozpatrzmy
negacje¢ danej implikacji, to znaczy przyjmijmy, ze x, ¥ S3 liczbami rzeczywistymi oraz
prawdziwa jest zaleznos¢ x* 4+ xy + v < 0. Otrzymujemy nastepujacy ciag nieréwnosci:

x2 +le,u'-|—:_w2 <

P +2x-y+yi <0
xP42x - ly+yi4 iyt <o
(x+H)P+3%<0

e

Z drugiej strony, jesli x, v sa liczbami rzeczywistymi, to (x + 2y)* + 2y? = 0 (suma kwa-
dratow dowolnych liczb rzeczywistych jest liczbg nieujemng). OtrzymaliSmy sprzecznosc.
Oznacza to, ze negacja rozpatrywanej implikacji jest falszywa, wigc sama implikacja musi
by¢ prawdziwa.

|

Modut nr 3. (4 godziny lekcyjne)
3.1 Rownowaznos$¢ jako koniunkcja implikacji
3.2 Warunek konieczny i wystarczajacy (dostateczny)
3.3 Dowodzenie twierdzen majgcych forme réwnowaznosci
3.1 Réwnowaznos¢ jako koniunkcja implikacji
Jesli p, g oznaczaja zmienne zdaniowe, to prawem rachunku zdan jest formuta

p=peqge[(p=qA(g=Dp)] (3.1)

Pokazuje to ponizsza matryca wartosci logicznych

w(p) ([ w(gq) | wpeg) | wip=4q) |(wig=p) wlp=49)A(g=p)] | wie)
1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 1
0 1 0 1 0 0 1
0 0 1 1 1 1 1
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Ogolniej, jesli a, f oznaczaja formuty (KRZ), to prawem rachunku zdan jest formuta

, p=(@ep)e[(a= AP = a) (3.2)
Cwiczenie

Zastosuj skrocony wariant metody zero-jedynkowej, aby udowodnij prawdziwos¢ zalez-
nosci (3.2).

W obu przypadkach mamy do czynienia z prawem rozktadu rownowaznosci (lub prawem
eliminacji rownowaznosci).
Z praktycznego punktu widzenia

peq)=[p=q9)A(qg=p)]

3.2 Warunek konieczny i wystarczajacy (dostateczny)

Z logicznego punktu widzenia, kazda rownowazno$¢, to nic innego jak koniunkcja impli-
kacji prostej i implikacji do niej odwrotnej. Pamigtamy, ze w przypadku implikacji
p = q poprzednik p nazwaliSmy warunkiem dostatecznym dla g, a nastepnik g, okreslili-
$my jako warunek konieczny dla p. Z tego powodu, w réwnowaznosci p < g, p jest jedno-
cze$nie warunkiem koniecznym i dostatecznym dla g i na odwrét, g jest warunkiem ko-
niecznym i dostatecznym dla p.

3.3 Dowodzenie twierdzen majacych forme réwnowaznosci
Dowody twierdzen, ktore maja posta¢ rownowaznosci « < fi, gdzie a, f oznaczaja pew-
ne formuly, przebiegaja w nastgpujacych etapach
Etap pierwszy: udowodni¢ prawdziwos¢ implikacji @ = f stosujac dowolng technike.
Etap drugi: udowodni¢ prawdziwos¢ implikacji f = a stosujac dowolng technike.

Przyktad
32.
Podamy dowdd nastepujacego twierdzenia
Twierdzenie
Dla dowolnych liczb rzeczywistych r, s
(r-s=0 (r=0vs=0) (3.3)

Mamy tu do czynienia z koniunkcja dwoch twierdzen

Twierdzenie pierwsze:
Dla dowolnych liczb rzeczywistych r, s prawdziwa jest implikacja

(r-s=0)=(r=0Vs=0) (3.4)

Powyzsza implikacje mozna wypowiedzie¢ w nastepujacy sposob: jesli iloczyn liczb rze-
czywistych r, s jest rtowny zero, to co najmniej jedna z tych liczb jest rowna zero.
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Twierdzenie drugie:
Dla dowolnych liczb rzeczywistych r, s prawdziwa jest implikacja

(r=0vs=0)=(r-s=20) (3.5)

Powyzszg implikacje mozna wypowiedzie¢ w nastepujgcy sposob: jesli co najmniej jedna
z liczb (rzeczywistych) r, s jest rOwna zero, to iloczyn tych liczb jest rowny zero.

Aby udowodni¢ pierwsze twierdzenie, wezmy pod uwage jego negacje¢, to znaczy rozpa-
trzmy zdanie:
Istnieja liczby rzeczywiste r, s takie, ze

(r-s=0)A (r+0As5=*0) (3.6)
Aby otrzyma¢ formute (3.6) z formuty (3.4) zastosowalismy prawo de Morgana dla zdania

poprzedzonego kwantyfikatorem ogolnym (por. punkt 4.3) oraz formul¢ dla negacji impli-
kacji. Zastosujemy teraz nastepujacy cigg argumentacji:

l. riseERrs=0,r+0,5+0
11 11
2. r-5-===0----
l]"i T 5
3. r=5--=0
r =
4, 1-1=10
5. 1=10

Ostatnia zalezno$¢ jest zdaniem falszywym, wigc negacja pierwszego twierdzenia jest zda-
niem falszywym, a wigc twierdzenie pierwsze jest prawdziwe.

u
Udowodnimy prawdziwos¢ drugiego twierdzenia. Mamy teraz krocej:
1. r=0)=(@r-5=0-5=0)
2. =0)=(@"s=r-0=0)
3. (r=0vs=0)=(r-s=0)
u

Modut nr 4. (4 godziny lekcyjne)

4.1 Budowa zdan logicznych w (KRK). Forma zdaniowa jednej zmiennej i wielu zmiennych
4.2 Typy form zdaniowych jednej zmiennej

4.3 Kwantyfikator. Forma zdaniowa poprzedzona kwantyfikatorem

4.4 Prawa de Morgana dla zdan z kwantyfikatorami. Dowody twierdzen, w ktorych wyste-
puja kwantyfikatory.

4.5 Kontrprzyktad

4.6 Dowdd efektywny

4.7 Dowod nieefektywny
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4.1 Budowa zdan logicznych w (KRK). Forma zdaniowa jednej zmiennej i wielu zmiennych

W klasycznym rachunku kwantyfikatorow (KRK) zdania budujemy za pomoca tak zwa-
nych form zdaniowych (mozemy traktowaé je jak uogoélnienia zdan logicznych) oraz spe-
cjalnych znakow, ktore nazywamy kwantyfikatorami. Proces ten okreslamy mianem kwan-
tyfikacji formy zdaniowej. Z samej formy zdaniowej mozemy rowniez zbudowaé zdanie
logiczne. Bedzie tak wowczas, gdy za zmienng wystepujaca w tej formie podstawimy na-
zw¢ elementu z zakresu zmiennosSci tej zmiennej. W szczeg6lnosci mozemy zdefiniowaé
implikacje odpowiednich form zdaniowych oraz zdanie logiczne bedace implikacja
w (KRK).

Definicja 4.1 (zmienna, zakres zmiennos$ci zmiennej)

1. Zmienng nazywamy kazdy symbol literowy, ktory mozna zastgpi¢ nazwg konkretnego
obiektu.

2. Zakresem zmiennosci zmiennej nazywamy zbior tych i tylko tych obiektow, ktorych na-
Zwy zast¢puja zmienng.

Definicja 4.2 (forma zdaniowa jednej zmiennej)

Niech M oznacza ustalony zbidr niepusty. Formg zdaniowg jednej zmiennej nazywamy
zdanie oznajmujace (W sensie gramatycznym) zawierajace ta zmienng, ktore staje si¢ zda-
niem logicznym po zastapieniu Symbolu zmiennej nazwa dowolnego elementu zbioru M.
Zbiér M nazywamy zakresem zmiennosci zmiennej.

Powyzsza definicja pokazuje w jaki sposob formy zdaniowe jednej zmiennej przeksztatca-
ja si¢ w zdania logiczne. Okaze si¢ wkrotce, ze tak zwana kwantyfikacja form zdaniowych
pozwala rowniez przeksztalci¢ je w zdania logiczne.

Definicja 4.3 (oznaczenie formy zdaniowej jednej zmiennej)
Jesli M oznacza ustalony zbior niepusty, to zapis
@(x), xeM
oznacza, ze rozpatrujemy pewna forme zdaniowg @(x) zmiennej x, ktorej zakresem zmien-
nosci jest zbior M.

Przyktady

33. Wyrazenie x = x, x € R oznacza form¢ zdaniowa zmiennej x, ktorej zakresem zmienno-
$ci jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych.

34. Zaleznos¢ v # y. v € R okresla forme zdaniowg zmiennej v, ktorej zakresem zmiennosSci
jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych.

35. Zapis t < t, t e R opisuje form¢ zdaniowag zmiennej t, ktorej zakresem zmiennosci jest
zbior wszystkich liczb rzeczywistych.

36. Wyrazenie s = s, se R traktujemy jak forme¢ zdaniowg zmiennej s, ktorej zakresem
zmiennosci jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych.

37. Rownanie 2x + 11 =0, x e N jest formg zdaniowa zmiennej x, ktorej zakresem zmien-
nosci jest zbior wszystkich liczb naturalnych. Ogolniej, kazde réwnanie algebraiczne z jed-
ng niewiadomq i okreslong dziedzing niewiadomej (czyli dziedzing réwnania) jest przykta-
dem formy zdaniowej jednej zmiennej. W tym przypadku zmienng nazywamy niewiadomgq.
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38. Nierdéwnos$¢ 3y — 4y +5 < 6, v € I jest przyktadem formy zdaniowej zmiennej v, kto-
rej zakresem zmiennosci jest zbior wszystkich liczb catkowitych. Ogoélniej, kazda nierow-
nos¢ algebraiczna z jedng niewiadomq i okreslong dziedzing niewiadomej (to znaczy dzie-
dzing nierdwnosci) jest przyktadem formy zdaniowej jednej zmiennej. Tak jak dla rownan,
zmienng nazywamy niewiadomg.

Definicja 4.4 (okre$lenie symbolu ¢ (m))

Jesdli dana jest forma zdaniowa @(x), x e M oraz m jest elementem zbioru M, to @(m)
oznacza zdanie logiczne powstale z danej formy zdaniowej po zastgpieniu w niej symbolu
zmiennej nazwa elementu m.

Przyktady

39. Dla nierowno$ci @(y) :=3y* —4y+5 <6, veZ , zdanie ¢(0), czyli zdanie ,,5 < 6”
jest zdaniem prawdziwym.

40. Dla rownania @(y) := 2x + 11 = 0, x e N, zdanie (2), to znaczy zdanie ,,15 = 0” jest
zdaniem falszywym.

Fundamentalne znaczenie form zdaniowych jednej zmiennej polega na tym, ze dostarczaja
one schematu definiowania pewnych zbioréw. Doktadniej takich zbiorow, ktore sktadajg sie
wylacznie z elementow ustalonego zbioru, ktére spetniajg podang forme zdaniows, to zna-
czy podzbior wszystkich elementow zbioru M, dla ktérych zdanie powstate z formy zdanio-
wej jest zdaniem prawdziwym.

Definicja 4.5 (zbior spetniania formy zdaniowe;j)
Zbiorem spetniania formy zdaniowej ¢(x), x € M nazywamy zbior S, taki, ze

5o ={me M: w[cp[m]) = 1}
lub krécej s — 4 M o(m))
o ={meM: @(m

Zbidr 5, skfada si¢ z tych i tylko tych elementow zbioru M, dla ktorych warto$¢ logiczna
zdania ¢(m) jest rowna 1, to znaczy elementoéw zbioru M, dla ktorych zdanie ¢(m) jest zda-
niem prawdziwym. O kazdym takim elemencie m mowimy, ze spetnia dang forme¢ zdanio-
wa. Jesli natomiast dla pewnego elementu m zbioru M, W(qu(m)) = 0, to powiemy, Ze nie
spetnia on danej formy zdaniowej.

Przyktady

41. Kazda liczba rzeczywista spetnia forme¢ zdaniowa x = x, x € R,

42. Nie istnieje liczba rzeczywista, ktora spetnia forme zdaniowa v # v, v e R,

43. Liczba calkowita 1 spelnia forme zdaniowg 3y* — 4y +5 < 6, y € Z, ale liczba catkowi-
ta (—1) nie spelnia danej formy zdaniowe;.

Definicja 4.6 (forma tozsamos$ciowa, forma sprzeczna)
Dana jest forma zdaniowa ¢(x), x e M,
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1. Jedli 5, =M, to méwimy, ze dana forma zdaniowa jest tozsamosciowa w zbiorze M lub

ze jest prawdziwa w zbiorze M,
2. Jesdli 5, =0, to méwimy, ze dana forma zdaniowa jest sprzeczna w zbiorze M lub ze jest

fatszywa w zbiorze M.

Przyktady

44. Forma zdaniowa s = 5, s R jest tozsamo$ciowa (prawdziwa) w zbiorze wszystkich
liczb rzeczywistych.

45. Forma zdaniowa t < t. t € R jest sprzeczna (falszywa) w zbiorze wszystkich liczb rze-
czywistych.

46. Forma zdaniowa 3y* — 4y + 5 < 6, ¥ € Z nie jest ani prawdziwa, ani falszywa w zbiorze
wszystkich liczb catkowitych.

Definicja 4.7 (formy zdaniowe rownowazne)
Formy zdaniowe @(x), x € M, 1(x), x € M nazywamy réwnowaznymi w zbiorze M wtedy
i tylko wtedy, gdy zbiory spetniania S, S, tych form zdaniowych sa identyczne. Zapis
p(x) = @lx), xeM
0znacza, ze rozpatrywane formy zdaniowe sg rOwnowazne w zbiorze M.

Na podstawie powyzszych ustalen

Dla dowolnych form zdaniowych @(x), x e M, (x), x € M:
S, =5, wtedy i tylko wtedy, gdy ¢(x) = ¥(x), x e M 1)

Powyzsza zalezno$¢ ustala kryterium identycznoS$ci zbiorow, ktore definiujg formy zdanio-
we.

Twierdzenie 4.1

1. Dlakazdej formy zdaniowej @(x), x eM @(x) = @(x), x e M.

2. Dla dowolnych form zdaniowych ¢(x), x e M, ¥(x), x € M prawdziwa jest rowno
waznos¢

o(x) = P(x), x e M wtedy i tylko wtedy, gdy @(x) = @(x), x e M.

3. Dla dowolnych form zdaniowych @(x), x e M, ¥(x), x e M, w(x), x e M prawdziwa
jest implikacja

jesli @(x) = P(x), x eM, P(x) = w(x), x e M, t0 ¢(x) = w(x), xeM.

Uzasadnienie
1. Jest oczywiste, ze dla kazdej formy zdaniowej @(x), x e M mamy S, = S,. Oznacza to,
ze ¢(x) = @(x), x e M,
2. Niech dane beda dowolne formy zdaniowe @(x), x e M, yi(x), x € M. Z zalozenia oraz
zaleznosci (1)
@(x) = P(x), x e M wtedy i tylko wtedy, gdy S, = 5,

Na podstawie wlasnosci symetrycznosci dla zbioréw identycznych

5, =5, wtedy i tylko wtedy, gdy 5, =5,
Ponownie na podstawie zaleznos$ci (1)
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5, = S, wtedy i tylko wtedy, gdy ¥(x) = @(x),x e M.
3. Niech dane bedg dowolne formy zdaniowe ¢@(x), x e M, ¥(x), x e M, w(x), x e M. Na
podstawie zatozenia oraz zaleznosci (1)

@(x) = P(x), x e M wtedy i tylko wtedy, gdy S, = S,

P(x) = w(x), x e Mwtedy i tylko wtedy, gdy 5, = S,
Oznacza to, ze S, = §,;, oraz S, = S,,. Na podstawie wlasnosci przechodniosci dla zbioréw
identycznych prawdziwa jest implikacja

jeslis, =5, oraz 5, =5,,t05, =5,

Na podstawie reguty odrywania S, = S,,. W konsekwencji, zgodnie z zaleznosciag (1)

5, =5, wtedy i tylko wtedy, gdy ¢(x) = w(x), x e M

Powyzsze twierdzenie ma odpowiednik w terminach zbioréw spetniania form zdanio-
wych. Nazwiemy je twierdzeniem dualnym (zastgpujemy pojecie rownowaznych form zda-
niowych pojeciem identyczno$ci zbioréw spetniania form zdaniowych).

Twierdzenie 4.2 (twierdzenie dualne do Twierdzenia 4.1)

1. Dla kazdej formy zdaniowej ¢(x), xeM 5, =5_.

2. Dla dowolnych form zdaniowych @(x), x e M, ¥(x), x e M prawdziwa jest nastepujaca
rownowaznos¢: 5, =5, wtedy i tylko wtedy, gdy 5, = 5.

3. Dla dowolnych form zdaniowych ¢(x), x e M, ¥(x), x e M, w(x), x e M prawdziwa jest
implikacja: jesli 5, =S5, oraz 5, =5,,t05, =5,,.

4.2 Typy form zdaniowych jednej zmiennej
4.2.1 Negacja formy zdaniowej
Definicja 4.8 (negacja formy zdaniowej)
1. Negacjg formy zdaniowej @(x), x € M nazywamy forme¢ zdaniowg, ktdrg oznaczamy
symbolem ~¢(x), x € M.
2. Element m € M spetnia forme zdaniowa ~¢ (x), x e Mwtedy i tylko wtedy, gdy.
w(~@(m)) = 1.
3. Element m € M nie spetnia formy zdaniowej ~@(x), x € M wtedy i tylko wtedy,
gdy w(~e(m)) = 0.
4. Zbiorem spetniania formy zdaniowej ~(x), x € M nazywamy zbior
Snp = { meM: w[mfp[m]) = 1}
lub kroce;j
5.0 ={meM: ~g(m) }

Ponizsze twierdzenie okres$la schemat definiowania zbioru za pomoca negacji formy zda-
niowej.

Twierdzenie 4.3 (zwiazek migdzy zbiorami 5., 5,,)

Dla zbioréw spetniania 5., 5, form zdaniowych ~@(x), x e M, @(x), x e M prawdziwa

.
jest zaleznos¢:
S.,=M-—-5

o] P
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Uzasadnienie
Pokazemy, ze zbiory 5., M — S5, maja identyczne elementy. Element m zbioru M nalezy

do zbioru 5., wtedy i tylko wtedy, gdy m spelia form¢ zdaniowa ~¢(x), x € M. Jest tak
wtedy i tylko wtedy, gdy w(~¢(m)) =1. Ma to miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy
w(@(m)) = 0. Ostatnia zaleznos¢ ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy element m nie spet-
nia formy zdaniowej ¢(x), x € M, a to oznacza, ze element m nalezy do zbioru M i jedno-
czes$nie nie nalezy do zbioru S, czyli m nalezy do zbioru M — 5. Pokazalismy, ze zbiory
5., M — 5, majg identyczne elementy, a zatem sg identyczne.

g
|
Twierdzenie 4.4
Dla zbioréw spetniania 5. 5,.5.,. 5.y odpowiednich form zdaniowych jednej zmien-
nej x, ktorej zakresem zmiennosci jest zbior M prawdziwa jest rtOwnowaznosé:

S.p = Sy Wtedy i tylko wtedy, gdy 5, =5,

4.2.2 Alternatywa dwoch form zdaniowych
Definicja 4.9 (alternatywa dwoch form zdaniowych)
1. Alternatywa form zdaniowych @(x), x € M, ¥(x), x € M nazywamy forme zdaniowg, kto-
rg oznaczamy symbolem @(x) v yr(x), x e M.
2. Element m € M spelnia forme zdaniowa @(x) v ¢(x), x e M wtedy i tylko wtedy, gdy
w[cp (m) v 1,£r[m]) =1
3. Element m € M nie spetnia formy zdaniowej @(x) v i (x), x € M wtedy i tylko wtedy, gdy
w(e(m)vy(m))=0
4. Zbiorem spetniania formy zdaniowej ¢(x) vV ¢ (x), x € M nazywamy zbior
Sovp = {m e M: w[:gu(m] v w(rn]) = 1}
lub krécej
Spup = LmeM: @(m)Vv(m)}

Twierdzenie 4.5 (zwiazek migdzy zbiorami 5,,,,, 5,. Sy)
Dla zbioréw spetniania form zdaniowych @(x), x e M, y(x), x e M, @(x)Vip(x), x e M
prawdziwa jest zaleznosS¢: S,y = 5, U S,.

Uzasadnienie
Pokazemy, ze zbiory 5,4, S, U S, maja identyczne elementy. Element m zbioru M nale-

zy do zbioru S, wtedy i tylko wtedy, gdy m spetnia form¢ zdaniowa ¢(x) v (x), x e M.
Jest tak wtedy i tylko wtedy, gdy w(e (m) v (m)) = 1. Ma to miejsce wtedy i tylko wtedy,
gdy w(e(m)) = 1 lubw(y(m)) = 1. Ostatnia zalezno$¢ ma miejsce wtedy i tylko wtedy,
gdy element m spetnia forme zdaniowg ¢(x), x e M lub element m spetnia forme zdaniowa
w(x), x € M, ato 0znacza, ze element m nalezy do zbioru S, lub element m nalezy do zbioru

5y, czyli m nalezy do zbioru 5, U S,,. Pokazali$my, ze zbiory 5,4, S, U S, maja identyczne
elementy, a zatem s3 identyczne.
L
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4.2.3 Koniunkcja dwoch form zdaniowych

Definicja 4.10 (koniunkcja dwoch form zdaniowych)

1. Koniunkcja form zdaniowych ¢(x), x e M, ¥(x), x € M nazywamy forme¢ zdaniows, ktorg

oznaczamy symbolem @(x) A (x), x € M.

2. Element m € M spelnia forme zdaniowa @(x) A @(x), x e M wtedy i tylko wtedy, gdy
w[cp (m) A w[rn]) =1

3. Element m € M nie spetnia formy zdaniowej @(x) A (x), x e M wtedy i tylko wtedy, gdy
w[cp (m) A yir(m)) =0

4. Zbiorem spetiania formy zdaniowej @(x) A (x), x € M nazywamy zbior

Somp = {meM: wlp(m) ap(m)) =1}

lub krécej
Sonp = Lme M: @(m) Ay@(m) }

Twierdzenie 4.6 (zwigzek migdzy zbiorami Sy, S,. Sy)
Dla zbioréw spetiania form zdaniowych @(x), x e M, @(x), x e M, @(x)A(x), xe M
prawdziwa jest zaleznos¢: S, = S, NS,.

Uzasadnienie
Pokazemy, ze zbiory 5,4, 5, N S, maja identyczne elementy. Element m zbioru M nale-
zy do zbioru S, wtedy i tylko wtedy, gdy m spetnia forme zdaniowa ¢(x) Ay(x), x e M.
Jest tak wtedy i tylko wtedy, gdy w(e (m) Ay(m)) = 1. Ma to miejsce wtedy i tylko wtedy,
gdy w[cp [m]) = 1 i jednoczesnie W[J.,Er[m]) = 1. Ostatnia zalezno$¢ ma miejsce wtedy 1 tylko
wtedy, gdy element m spetnia forme zdaniowg @(x), x € M i jednoczesnie element m spet-
nia forme¢ zdaniowa ¥(x), x € M, a to oznacza, ze element m nalezy do zbioru 5, i jednocze-
$nie element m nalezy do zbioru S, czyli m nalezy do zbioru 5, N S5,. Pokazali$my, ze
zbiory 5,4, S, N5, maja identyczne elementy, a zatem sg identyczne.
u

4.3 Kwantyfikator!4. Forma zdaniowa poprzedzona kwantyfikatorem
Niech ¢(x), x €M oznacza forme zdaniowg zmiennej, ktorej zakresem zmienno$ci jest
niepusty zbior M.
1. Uktad symboli
Vx e M[g(x)]
zastepuje zdanie logiczne: ,,Dla kazdego x nalezacego do zbioru M jest @(x).”
2. Uktad symboli

dx e M[g(x)]
zastgpuje zdanie logiczne: ,,Istnieje (co najmniej jedno) x nalezace do zbioru M takie, ze

@(x).”

Komentarz
1. Symbol ¥ nazywamy kwantyfikatorem og6lnym®® (duzym, uniwersalnym).

14 Nazwa kwantyfikator pochodzi od logika amerykanskiego C. S. Peirce’a.
15 W tak zwanej notacji polskiej kwantyfikator ten zapisujemy jako N
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2. Symbol 3 nazywamy kwantyfikatorem szczegétowym?® (matym lub egzystencjalnym).
3. Kwantyfikatory wigza zmienng wyst¢pujacg w formie zdaniowej do zakresu jej zmienno-
$ci. W tym przypadku forme zdaniowa nazywamy zasiggiem danego kwantyfikatora. Taka
zmienng nazywamy zmienng zwigzang. Zmienna wystepujaca w formie zdaniowej, ktora to
forma nie jest poprzedzona kwantyfikatorem traktowana jest jako zmienna wolna. Tak wigc
zmienna x w kazdym wrazeniu

vx e M[p(x)], 3x € M[g(x)]

ma inny charakter niz zmienna x w formie zdaniowej ¢(x).

4. Podstawienie w formie zdaniowej ¢(x), za zmienng x nazwy konkretnego elementu ze
zbioru M bedacego zakresem zmienno$ci tej zmiennej przeksztatca t¢ forme zdaniowsg
w zdanie logiczne (prawdziwe lub falszywe). Z drugiej strony, to samo podstawienie
w kazdym wyrazeniu

Vx e M[q:r[x)], dx e M[e(x)]

doprowadzi do powstania wyrazen pozbawionych sensu
Vm e M[e(m)] ’

dm e M[p(m)]

Przyktady
47. Zdanie: ,,Dla kazdej liczby rzeczywistej jej kwadrat jest liczba nieujemng.” mozna zapi-
sa¢ w postaci

vx e R[x* = 0]
jednak ciag symboli ¥1 ¢ R[1% = 0] jest pozbawiony sensu.
48. Zdanie: ,,Dla kazdej liczby rzeczywistej jej kwadrat jest liczbg ujemna.” mozna zapisaé
W postaci

vx e R[x* < 0]
49. Zdanie: , Istnieje liczba rzeczywista, ktorej kwadrat jest liczba nieujemng.” zapiszemy
nastepujaco

3x € R[x* = 0]
50. Zdanie: ,,Istnieje liczba rzeczywista, ktorej kwadrat jest liczba ujemng.” zapiszemy na-
stepujaco

Jx € R[x* < 0]

Kluczowa jest odpowiedZz na nastgpujace pytanie: kiedy zdanie logiczne poprzedzone
kwantyfikatorem jest prawdziwe, a kiedy jest falszywe?

Definicja 4.11
Niech ¢(x), x e M oznacza forme zdaniowg zmiennej x, ktorej zakresem zmiennoS$ci jest
niepusty zbior M.
1. Zdanie
Vx € Mg (x)]
jest zdaniem prawdziwym wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy element zbioru M spetnia dang
forme¢ zdaniowa, to znaczy (por. Definicja 4.6) S, = M.

16 W tak zwanej notacji polskiej kwantyfikator ten zapisujemy jako V.
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2. Zdanie

Vx € Mg (x)]
jest zdaniem fatszywym wtedy i tylko wtedy, gdy nie kazdy element zbioru M spetnia dang
forme¢ zdaniowa, to znaczy nie sg identyczne zbiory 5, oraz M.
3. Zdanie

3x € Mp(x)]
jest zdaniem prawdziwym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje co najmniej jeden element zbio-
ru M, ktory spetnia danag forme zdaniowa, to znaczy zbior S, nie jest zbiorem pustym.
4. Zdanie

dx € Mg (x)]
jest zdaniem fatszywym wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje element zbioru M, ktéry spet-
nia dang forme¢ zdaniowa, to znaczy zbior S, jest zbiorem pustym.

4.4 Prawa de Morgana dla zdan z kwantyfikatorami. Dowody twierdzen, w ktorych wyste-
puja kwantyfikatory.
Prawa de Morgana dla zdan zbudowanych z kwantyfikatoréw i form zdaniowych dotycza
budowy negacji tego typu zdan. Nalezy zanegowac zdania postaci
Ve M[-rp[x)], dx e M[p(x)]

Pierwsze prawo de Morgana (dla zdania poprzedzonego kwantyfikatorem ogolnym)
[~Vx e M[@(x)]] & [Fxe M[~p(x)]]

Drugie prawo de Morgana (dla zdania poprzedzonego kwantyfikatorem szczegdtowym)
[~FxeM[e(x)]] & [Vxe M[~p(x)]]

Zdania zbudowane z kwantyfikatorow sg zdaniami logicznymi. Dowo6d prawdziwosci lub
falszywosci zdan tego typu moze opierac¢ si¢ na wykorzystaniu Definicji 4.11. Zauwazmy
tez, ze prawa de Morgana dajg nowe mozliwosci dowodow. Jesli nalezy pokazac, ze zdanie
typu

v € Mp(x)]
jest zdaniem fatszywym, wystarczy wskaza¢ element m zbioru M, ze zdanie @(m) jest zda-
niem falszywym. Taki element nazywamy kontrprzyktadem na stwierdzenie

Vx € M[g(x)]
(por. punkt 4.5). Opisang powyzej metode dowodu nazywamy dowodem przez podanie
kontrprzyktadu. Jesli nalezy pokaza¢, ze zdanie typu

3x € M[g(x)]
jest zdaniem prawdziwym i wskazujemy element m zbioru M, dla ktoérego zdanie ¢ (m) jest
zdaniem prawdziwym, to taki sposob argumentacji nazywamy konstruktywnym dowodem
istnienia lub konstruktywnym dowodem prawdziwos$ci zdania

3x € M[g(x)]
Dowod, w ktorym nie wskazujemy konkretnego elementu element m zbioru M, dla ktorego
zdanie g (m) jest zdaniem prawdziwym nazywamy dowodem niekonstruktywnym.
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4.5 Kontrprzyktad

Matematyk pruski Christian Goldbach przedstawit w roku 1742 nastepujaca hipotezg:

Kazda liczba parzysta wigksza od dwoch jest sumg dwoch liczb pierwszych.

Do dzisiaj nie wiadomo, czy zdanie to jest prawdziwe, czy falszywe (cho¢ jest oczywiste, ze
zdanie to jest albo prawdziwe, albo fatszywe). Aby obali¢ t¢ hipoteze wystarczytoby podaé
kontrprzyktad, czyli w tym przypadku wskaza¢ taka liczbe parzysta, ktora nie jest suma
dwoch liczb pierwszych.

Pierre de Fermat analizowat liczby postaci

E =2 +1,neN
(wspotczesnie liczby te nazywamy liczbami Fermata). Fermat wiedzial, ze
F,=2"+1=3,F, =22 +1=5F =2 +1=17,F, =2% + 1= 257

ponadto

E, =22 + 1= 65537
Fermat zauwazyt, ze wszystkie powyzsze liczby sa liczbami pierwszymil’ i (w potowie
XVII wieku) postawit hipotezg, ze dla kazdej liczby naturalnej n, liczba F, jest liczba
pierwsza. Jednak w 1732 roku Leonard Euler wykazat, Ze liczba
F. =22 41 =4294967 297

jest liczbg ztozong (nie jest liczbg pierwsza), mianowicie, liczba 641 jest jednym z jej dziel-
nikéw!®. Tym samym Euler dostarczy! kontrprzyktadu na to, ze hipoteza Fermata nie jest
prawdziwa.

Nazwijmy liczby E,, = n* + n + 41,n € N liczbami Eulera. Mozna obliczyé, ze

E,= 41,E, = 43,E, = 47, E; = 53,E, = 61,E; = 71,E; = 83,E, = 97, Eg = 113
Dodatkowo, wszystkie te liczby sg liczbami pierwszymi. Mozna pokusi¢ si¢ 0 postawienie
hipotezy: dla kazdej liczby naturalnej n, liczba E,, jest liczba pierwsza. Sensownym argu-
mentem na to, by przyjac¢ prawdziwos$¢ tej hipotezy jest to, ze wszystkie liczby Eulera
Ey E;. ..., E3q 53 liczbami pierwszymi. Jednak liczba

Ey = 40% + 40 + 41 = 40 + 80 + 1 = 412

nie jest liczbg pierwszg. Liczba E,q jest kontrprzyktadem, ktory obala postawiong wcze$niej
hipotezg.

4.6 Dowdd efektywny

Jest to metoda dowodzenia twierdzen, ktora nie wykorzystuje twierdzen réwnowaznych
aksjomatowi wyboru (por. punkt 4.7). Przyktady dowodéw efektywnych z teoretycznego
punktu widzenia naszkicowano w punkcie 4.4. Pewne przyktady praktyczne omoéwiono
w punkcie 4.5.

4.7 Dowdd nieefektywny

Jest to metoda dowodzenia twierdzen, ktora opiera si¢ na zaawansowanych wynikach na-
lezacych do podstaw matematyki, na przyktad, w ktorej korzysta si¢ z lematu Kuratowskie-
go-Zorna, czyli twierdzeniu rownowaznemu aksjomatowi wyboru, jednemu z aksjomatow
teorii zbiorow.

17 Liczbe naturalng p nazywamy liczba pierwsza wtedy i tylko wtedy, gdy p jest liczbg wicksza niz jeden oraz jedynymi dzielnikami
naturalnymi liczby p sa liczby 1 oraz p.
18 Scislej, 4 294 967 297 = 641 - 6 700 417.
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Modul nr 5. (4 godziny lekcyjne)

Strategia konstruowania dowodow na przykladach zadan maturalnych z algebry oraz
geometrii.

Wiele zadan maturalnych wymaga podania dowodu pewnych wlasnosci przystugujacym
liczbom rzeczywistym lub uzasadnienia pewnych wlasno$ci geometrycznych, ktore posia-
daja obiekty geometryczne, w szczegolnosci figury ptaszczyzny. Pomostem taczacym licz-
by i geometrie ptaszczyzny sg z pewnoscig tak zwane Srednie liczbowe. Z formalnego punk-
tu widzenia definiujemy je jako pewne liczby rzeczywiste. Z drugiej strony, mozna wska-
za¢ ich odpowiednig interpretacj¢ geometryczng. Do tego celu nadaje si¢ wyjatkowo trapez,
scislej, dlugosci odpowiednich odcinkow, ktorych konce naleza do bokow nierownoleglych
trapezu.

W tym module wprowadzimy pojgcia $redniej harmonicznej, sredniej geometrycznej,
$redniej arytmetycznej oraz $redniej kwadratowej dla dwoch dodatnich liczb rzeczywistych.
Udowodnimy podstawowe twierdzenie wigzace te srednie. Nastepnie wskazemy interpreta-
cje geometryczng tych $rednich w trapezie.

Srednie liczbowe
Niech r, s oznaczaja dowolnie ustalone liczby rzeczywiste dodatnie®. Dla liczb r oraz s
okreslamy: $rednig harmoniczng Sy (r,s), $rednig geometryczng S, (r, s), $rednig arytme-
tyczng 5, (r,s), oraz $rednig kwadratowa S,.(r, s), w nastepujacy sposob?’:
¥ 2
S, (r,s) =%= 50 =y, S5 =" 59 = |7
Srednig harmoniczna S, (r,s) interpretujemy, jak odwrotno$é $redniej arytmetycznej od-
wrotnosci liczb r, s. Pozostale $rednie majg czytelniejsza forme. Latwo sprawdzié, ze jesli
liczby dodatnie r, 5 sg rowne, to takze wszystkie $rednie sg rowne. Kazda z nich jest wtedy
réwna r (lub s). Przyjmijmy zatem, ze 0 < r < s. Uzasadnimy podstawowy zwiazek mig-
dzy wprowadzonymi $rednimi, a nastepnie pokazemy geometryczne interpretacje tych wiel-
kosci.

Twierdzenie 5.1
Dla dowolnych liczb rzeczywistych , s prawdziwa jest implikacja

jeslio < r < s, tor < S§,(r,s) < S, (r,5) < §,(r,5) <5.(r,5) <s.
Dowod
W dowodzie wyr6znimy pi¢¢ etapow. Odpowiadajg im dowody nastgpujacych pieciu nie-
roéwnosci:
Etap pierwszy: dowdd implikacji
jeslio<r <s, tor < §,(r,s)
Etap drugi: dowod implikacji
jeslio < r < s5,t0 5, (r,5) < S, (r,5)
Etap trzeci: dowod implikaciji
jeslio < r < s,t0 5, (r,s) < 5,(r,s)

19 Liczby 1, # moga by¢ rowne.
20 Srednia arytmetyczna i $rednia kwadratowa moga by¢ okreslone dla dowolnych liczb rzeczywistych.

33



Fundusze
Europejskie
Program Regionalny

/| SAMORZAD WOJEWODZTWA Unia Europejska
/¢ WIELKOROLSKIEGO Europejski Fundusz Spoteczny

Etap czwarty: dowdd implikacji

jeslio <= r <s,t05,(r,s) <5,.(r,s)

Etap piaty: dowod implikacji

jeslio < r < s5,t0 5. (r,5) < s.

A. Dowdd implikacji

jeslio < r <s,tor < §,(r,s)

2

Pamictamy, ze S, (r,s) = 1= E Zastosujemy metode badania znaku odpowiedniej r6z-
ra

nicy. Oto odpowiednie kroki:

N o b~ w0 DhE

r.sERT
O=r<=s=

2rs N riz—r)
r+s T r+s
ris—r)

=10

2r+s

rs
——1r =10
r+s
2rs
r+s
r<5,(r,s)

. Dowod implikacji

jesli0 < r < 5,10 S, (r,s) < S, (r,5)

Jest ona rownowazna implikacji

—

. s 2rs
jesli0 = r < 5,10 — < +/r-s
r+=

Wykorzystamy ponownie metod¢ badania znaku odpowiedniej roznicy. Stosowne kroki, to:

O

© oo N o 00 bk~ W Dhhe

rs€ERT
0<r<s
s 22 s (1 - 2T)
‘h,l“r 5 r+s —_‘h,l'T S_ r+s
s (1 - 2) =0 s
VT 3(1 =) = s l:T-I—.S' 24T s)

Jrs — Vs — —y2
—Ilr4+s5—24yr-5)=—I+5 — 41
s (15 —2yrs) = (Vs —7)
s — —y 2
— s —4r] =0
r+s Zv)
— s
W s — — =0

r+s

— 2rs
Yyr-s = —

r+s
S, (r,s) < S, (r,s5)

Dowod implikacji
jeslio < r < s,t05, (r,5) < §,(r,5)
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Jest ona rownowazna implikacji
. — r+s
JeSIIU{T{S,tOﬁT'S{T
Zastosujemy metode analogiczng do tej, ktorg wykorzystaliSmy w punktach A oraz B.

1. r,seR™
O<r<s

3 T+s _— r+s—rs

- VT -5 ——32

J"+S—1.,"E _ [1.,"?+ 1.,";)

4, 2 = ;

5. 8 g

6 %ﬁ— Jros =0
r+s

7. - NS

8. S,(r,5) < 8,(r,5)

D. Dowod implikacji
jeslio < r < s5,t0 5,(r,5) < 5,(r,s)

Tym razem nalezy pokaza¢ prawdziwos¢ implikacji

. . r+s r24+52
]eshﬂﬂirﬂis,toT{ .

A oto i odpowiednie kroki dowodu:

=

r.s € RT
2. 0=r<s

lr24s2  rde|[ |rf+s2  rts
Yy ]

3 ri+s? r+s (\I 2 2 |z
' 2 2 ||:1'3+33+E

vz z
[r24c2 Y 22 pig
|:| i) —H-—S) |:I i +£) rit 52 :"+.:=J":|g
4 y = z AN 2 z — =
' [rl+s2 b II;--3+33 L
z z vz z
rot 52 _ (:"+.:=J":Ig {E‘]g
5 2 2/ — 2 ¢
' ||:l'3+.9'3 rts 2452 s
v oz 2 vz z
(z==)°
6. =—=—=>0
||:1'3+.:=J'g + r+s
Vv = z
ri+s2  r+s
7. ——=0

2 2
8. 5,(r,5s) =<5.(r,s)

E. Dowod implikacji
jeslio <7 < s5,t05,(r,s) < s
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Pokazemy, ze

Kroki dowodowe:

1. r.s € RT
2. 0<r<s
s ||:| +.:?3) Ir2+52
3 ri+st N o2 N oz )
S — =
2 + ||:1'3+.:=J'3
N
[2422 Y [r23c2
(5 2 = )(5 ' = ) R
/ _ 2
4. T4 Il:-'3+33 ||:1'3+.s'3
Yy 2 N
=3 =452 2=l
5 s 2 _ 2
' l2 452 lr2 452
s+‘3.| g s+
S —F . . .
6 2 _ (s—Tl(5+T)
. ||r3+32 2(5 N II,.3+3—3 )
Yy oz y oz
(5—rliiz+r)
1. ) e 0
K +1.'|_g )
ri4+52
8. 5 — e 0
ri4+52
9.
2

Wszystkie przedstawione uzasadnienia wystepujacych w twierdzeniu nierownos$ci opiera-
ty sie na tej samej idei: pokaza¢, ze odpowiednia rdznica jest liczbg dodatnig. Oczywiscie,
nie sg to jedyne warianty dowodu zaleznoséci migdzy podanymi srednimi. Inne sposoby wy-
korzystuja podstawowe zalezno$ci miedzy liczbami rzeczywistymi (na przyktad monoto-
nicznos¢ elementarnych funkcji w odpowiednich przedziatach, mamy tu na mys$li monoto-
niczno$¢ takich funkcji jak funkcji kwadratowej, funkcji pierwiastek stopnia n, funkcji na-
zywanej proporcjonalnoscig odwrotng). Ogolniej, mozna zdefiniowaé wprowadzone $red-
nie dla dowolnego skonczonego zestawu dodatnich liczb rzeczywistych i udowodni¢ twier-
dzenie ogdlniejsze. W takim ujeciu nasze twierdzenie stanie si¢ ,,jedynie” przypadkiem
szczegOlnym.

Interpretacje $rednich w trapezie

Rozpatrujemy trapez ABCD o rownolegtych podstawach AB, CD. Przyjmujemy, ze krot-
sza podstawa €D ma dtugo$¢ r, |CD| = r, dluzsza podstawa AB ma dtugo$é¢ s, |4B| = s,
zatem r < s.
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A 5 B

Jest oczywiste, ze dla kazdej liczby rzeczywistej t takiej, ze r < t < s istnieje odcinek po-
wiedzmy EF, rownolegty do podstaw trapezu, ktorego dlugo$é jest rowna t, to znaczy
|EF| = t. Oznacza to, ze kazda z liczb: §rednia harmoniczna S, (r,s), Srednia geometryczna
S, (r, 5), $rednia arytmetyczna S, (r, s) oraz $rednia kwadratowa S, (r, s) moze by¢ interpre-
towana jako dlugo$¢ pewnego odcinka trapezu ABCD, rownoleglego do jego podstaw i kto-
rego konce naleza do nierownoleglych bokow tego trapezu.

Bedziemy powolywac si¢ na oznaczenia wystepujace w powyzszym rysunku.

Srednia harmoniczna W trapezie
Twierdzenie 5.2
Odcinek KL rownolegly do podstaw trapezu ABCD o danych dtugo$ciach r, s, r < s, kto-

ry przechodzi przez punkt O — punkt przecigcia przekatnych trapezu ma dlugo$¢ rownag
$redniej harmonicznej dtugo$ci podstaw, to znaczy |KL| = e

r+s
Dowdd
Rysunek pogladowy D T C
/W
f g
A S B

Oczywiscie, |KL|= |KO|+ |OL|. Niech |KO|=f, |[OL]|=g, |AO|=a, |OC|=c,
|[BO| = b, |0D| = d. Wykorzystamy podobienstwo odpowiednich trojkatow (mozna row-
niez zastosowaé twierdzenie Talesa).

AAOK ~ AACD « (cecha kk) —s ABOL ~ ABDC
a _atc b _ b
f o g r
ar br
= 9=rea

a b 1 1
fro=r(Z+in) —T(l—ﬂ—)
AABO ~ ACDO (cecha kk)

c d r
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Srednia geometryczna w trapezie
Twierdzenie 5.3

Odcinek MN réwnolegly do podstaw trapezu ABCD o danych dlugosciach r, s, gdzie
¥ < 5, majgcy t¢ wlasnos¢, ze trapezy ABNM, MNCD sg podobne, to znaczy trapezy te maja
odpowiednie katy wewnetrzne tej samej miary oraz prawdziwe sg nastepujace proporcje

dhugosci bokoéw tych trapezoéw (podstaw trapezow): % = %, ma dhugos$¢ rowng srednie;j
geometrycznej dlugosci podstaw, to znaczy |[MN| = 7 - s.
Dowdd
Rysunek pogladowy D T C
A 5 B
Na podstawie zatozenia
|46 _ |¥W|
|MN| ~ |ZD|
Na podstawie przyjetych oznaczen
s _ |MN|
|MN  r

W konsekwencji |[MN| = 7 s.

Srednia arytmetyczna W trapezie
Twierdzenie 5.4

Odcinek P@ réwnolegty do podstaw trapezu ABCD o danych dlugosciach r, s, r < s, kto-
rego koncami sg srodki bokéw nierownolegtych ma dlugos¢ roéwng $redniej arytmetycznej

dtugosci podstaw, to znaczy [PQ| = r-zl-s.
Dowod
Rysunek pogladowy
D T \T\ > A1
P Q 1
A 5 B r D:

Po obrocie trapezu ABCD wokot punktu Q o kat miary 180° otrzymamy réwnoleglobok
AD;A:D. Wynika stad, ze [PQ| = |QP,], |PP;| =1 + s, |PB;| = 2|PQ], |PQ] = ==

_—
]
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Srednia kwadratowa w trapezie
Twierdzenie 5.5

Odcinek RS rownolegly do podstaw trapezu ABCD o danych dhugoéciach r, s, gdzie
r < §, majacy te wiasnos¢, ze trapezy ABSR, RSCD majg rowne pola, ma dtugos¢ bedaca

_ 2 2
srednig kwadratowa dtugosci podstaw, to znaczy |RS| = llr : :

Dowdd
Rysunek pogladowy
D T C
h.
h,
A 5 B
Niech P oznacza pole trapezu.
P _ s+RS| P _ [RS|+r
2 2 hs 2 2 he
_rp P
$  s+|R5| € |RS|+r
r+ s ( ) r+s P P
2 0 F ¢ 2 (S-I—IR.S'I |R.5'|—|—*r)
r+s 1 1
= —— 4+ —
2 [s+ [RS|  |RS| +r}
2 1 1

= — 4 —
r+s s+ |RS| |RS|+7r
2 s+ |RS| + |RS|+ 1
r+s (s +|RSD(RS|+1)
2 s+ 1+ 2|RS|
r+s (s+7)|RS| +|RS|2+71s
2(s + r)|RS| + 2|RS|* + 2rs = (r +5)* + 2(r + 5)|RS|
2|RS|* +2rs = (r + 5)°
2|RS)? = r? 452

— r2 + 52

RST= =
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