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L.p. Temat Liczba godzin

1. Czym s¡ mecze matematyczne? Zasada mno»enia 1

2. Zasada wª¡cze« i wyª¡cze« 1

3. Liczby pierwsze 1

4. Cechy podzielno±ci 2

5. Kongruencje 2

6. Równania i wzory skróconego mno»enia 1

7. Równania diofantyczne 2

8. Nierówno±ci 3

9. Mecz matematyczny 2

�¡czna liczba godzin 15
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1 Czym s¡ mecze matematyczne?

Motywacj¡ do stworzenia tego koªa zainteresowa« byªyWielkopolskie Mecze Matematyczne, które przez
kilka lat przyci¡gaªy uwag¦ gimnazjalistów i licealistów z caªego powiatu. Jako dru»yna Liceum ±w.
Marii Magdaleny go±cili±my u siebie dla przykªadu VIII LO w Poznaniu, VI LO w Poznaniu, Technikum
Komunikacji w Poznaniu, I LO w Gnie¹nie, II LO w Wolsztynie. Za ka»dym razem organizacja meczu
matematycznego byªa miª¡ odmian¡ dla caªego ±rodowiska szkolnego i umo»liwiaªa poznanie uczniów
i nauczycieli z innych szkóª o podobnych zainteresowaniach. Wszystkie mecze byªy pó¹niej dªugo
wspominane przez uczestników.

Mecze matematyczne s¡ bardzo ciekawym rodzajem aktywno±ci matematycznej, w której uczniowie
skutecznie ucz¡ si¦ matematyki, rozwijaj¡ swoj¡ argumentacj¦ oraz umiej¦tno±¢ poprawnej i zwi¦zªej
prezentacji swoich rozwi¡za«. W±ród najwi¦kszych zalet meczów matematycznych mo»na wymieni¢:

� rozwijajanie umiej¦tno±ci matematycznych

� ¢wicznie pracy w grupie

� ¢wiczenie umiej¦tno±ci prezentowania rozwi¡za« zada« przed wi¦ksz¡ grup¡ osób

� rozwijanie pozytywnej rywalizacji mi¦dzy uczniami

� dobr¡ zabaw¦ (wielu uczniów, mimo czasem niesprzyjaj¡cego wyniku meczu, bardzo pozytywnie
wypowiadaªo si¦ na temat takiej aktywno±ci matematycznej).

Celem zaj¦¢, oprócz nabycia pewnych aspektów wiedzy konkursowej, jest oczywi±cie przeprowadzenie
meczu matematycznego, jako podsumowania caªych zaj¦¢. Forma tego meczu b¦dzie zale»na od liczby
uczestników zaj¦¢ w danym dniu.

1.1 Regulamin meczu matematycznego

Dru»yny maj¡ 60 minut na opracowanie rozwi¡za« dziesi¦ciu zada«. Po tej cz¦±ci zaczyna si¦ roz-
grywka (wªa±ciwa cz¦±¢ meczu). Jury przydziela dru»ynom etykiety A i B drog¡ losowania. Przed
rozpocz¦ciem rozgrywki kapitanowie potwierdzaj¡ znajomo±¢ regulaminu meczu (ewentualnie jury wy-
ja±nia w¡tpliwo±ci). W czasie rozwi¡zywania zada« uczniowie nie mog¡ si¦ kontaktowa¢ z nikim z
zewn¡trz. Nale»y dopilnowa¢, aby uczestnicy meczu wyª¡czyli telefony komórkowe. Dozwolone jest
jedynie u»ywanie kalkulatorów prostych i tzw. maturalnych tablic matematycznych. Jury mo»e wej±¢
do sal, aby skontrolowa¢ przebieg przygotowa«.

Podczas rozgrywki dru»yny zadaj¡ sobie na przemian zadania. Dru»yna, której zadano zadanie,
mo»e je przyj¡¢ lub odbi¢. Je»eli zadanie zostanie odbite, rozwi¡zuje je dru»yna, która je zadaªa.
Rozwi¡zanie zadania przedstawia na tablicy wybrany czªonek dru»yny, nie kontaktuj¡c si¦ z pozosta-
ªymi zawodnikami. Przedstawiaj¡cy rozwi¡zanie mo»e korzysta¢ z notatek. Dobrze, aby caªy zapis
rozwi¡zania pozostaª na tablicy. Ka»dy zawodnik mo»e prezentowa¢ rozwi¡zanie co najwy»ej jednego
zadania.

Po zako«czeniu prezentacji rozwi¡zania i ewentualnym jej uzupeªnieniu przez kapitana dru»yny
(lub przez wskazan¡ przez niego osob¦), gªos mo»e zabra¢ kapitan dru»yny przeciwnej (lub wskazana
przez niego osoba). Mo»e zgªasza¢ uwagi, zastrze»enia, komentarze, prosi¢ prezentuj¡cego rozwi¡zanie
o dodatkowe wyja±nienia, przedstawi¢ uproszczenie rozwi¡zania itp. Dodatkowe pytania mog¡ te»
zadawa¢ jurorzy.

Po zako«czeniu dyskusji jurorzy oceniaj¡ tylko oryginalne rozwi¡zanie (tzn. nie bior¡ pod uwag¦
komentarzy kapitana) w skali 0-10 (liczbami caªkowitymi). Punkty odejmuje si¦ za wszystkie luki w
rozumowaniu. Oceniana jest formalna poprawno±¢, sposób rozwi¡zania oraz j¦zyk prezentacji. Je±li
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rozwi¡zanie jest poprawne, ale »mudne, zawiªe i daje si¦ istotnie upro±ci¢ � stanowi to podstaw¦ do
odj¦cia punktów.

Zadanie uznane za nierozwi¡zane ocenia si¦ w skali 0-5, a rozwi¡zane � w skali 6-10. W wypadku
braku jednomy±lno±ci jury ocen¡ przyznan¡ dru»ynie za rozwi¡zanie zadania jest ±rednia arytmetyczna
ocen czªonków jury zaokr¡glona do najbli»szej poªowy punktu (w gór¦). W przypadku zadania nieodbi-
tego, ocenionego przez Jury na 6-8 punktów, dru»yna przeciwna otrzymuje dodatkowe 2 punkty, je±li
zgªosiªa w swoich uwagach istotne zastrze»enia (lub przedstawiªa istotnie krótszy lub ªatwiejszy sposób
rozwi¡zania). Je±li usterki wskazaª wcze±niej kapitan dru»yny rozwi¡zuj¡cej zadanie, to przeciwnicy
nie maj¡ mo»liwo±ci przej¦cia punktów �za uwagi�.

Dru»yna, która rozwi¡zywaªa zadanie wskazane przez przeciwników, otrzymuje tyle punktów, ile
wynosiªa ocena jej rozwi¡zania (punktacja 0-10). W przypadku zadania odbitego liczba n punktów
przyznanych za rozwi¡zanie wynika ze wzoru n = 2(p− 5), gdzie p jest ocen¡ rozwi¡zania zadania.

2 Elementy kombinatoryki

2.1 Reguªa mno»enia

Zaªó»my, »e w sza�e mamy 4 ró»ne swetry oraz 6 ró»nych par spodni. Zastanówmy si¦, na ile spo-
sobów mo»emy si¦ ubra¢. Dla ka»dego swetra mamy 6 mo»liwo±ci doboru spodni. Liczba wszystkich
mo»liwo±ci jest zatem równa

6 + 6 + 6 + 6 = 4 · 6 = 24.

W powy»szych rozwa»aniach wykorzystali±my tzw. reguª¦ mno»enia.

Twierdzenie. Przypu±¢my, »e wynik pewnego dziaªania zale»y od kolejno podejmowanych decyzji.

Je»eli przy podejmowaniu pierwszej decyzji mamy do wyboru n1 mo»liwo±ci, drugiej n2 mo»liwo±ci itd.,

a ostatniej nk mo»liwo±ci, to ª¡czna liczba wyników, które mo»emy otrzyma¢ jest równa

n1 · n2 · ... · nk.

�wiczenie 1. W sali lekcyjnej znajduj¡ si¦ 4 dwuosobowe ªawki. Na ile sposobów mo»emy przydzieli¢
6 uczniom: 2 dziewczynkom i 4 chªopakom miejsca w tej sali, je»eli

(a) nie ma »adnych dodatkowych warunków dotycz¡cych usadzenia uczniów?

(b) dziewczynki maj¡ siedzie¢ w jednej ªawce?

(c) dziewczynki maj¡ nie siedzie¢ w jednej ªawce?

(d) ka»da dziewczynka ma siedzie¢ z chªopcem i nikt ma nie siedzie¢ sam?

Rozwi¡zanie 1. (a) Pierwszej osobie mo»na przydzieli¢ jedno z o±miu miejsc, drugiej � jedno z
siedmiu itd., a ostatniej � jedno z 3 pozostaªych wolnych miejsc. Korzystaj¡c z reguªy mno»enia,
otrzymujemy:

8 · 7 · 6 · ... · 3 = 20160.

(b) Wybieramy najpierw ªawk¦, w której usi¡d¡ dziewczynki. Mo»emy j¡ wybra¢ na 4 sposoby. W
ªawce dziewczynki mog¡ usi¡±¢ na 2 ró»ne sposoby. Chªopcy z kolei mog¡ wybra¢ miejsca na 6 · 5 · 4 · 3
ró»ne sposoby. Wynik zatem to

4 · 2 · 6 · 5 · 4 · 3 = 2880.

(c) Od wszystkich mo»liwych sposobów usadzenia odejmujemy usadzenia, które zliczyli±my w pod-
punkcie (b). Mamy zatem 20160− 2880 = 17280.
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(d) Dziewczynka wybiera jedno z o±miu miejsc, a obok niej wybieramy na 4 sposoby chªopca.
Kolejna dziewczynka i siedz¡cy obok niej chªopiec mog¡ usi¡±¢ na 6·3 sposobów. Pozostaªo 2 chªopców.
Pierwszy z nich wybiera jedno z wolnych 4 miejsc. Drugi chªopiec nie ma wyboru � musi usi¡±¢ na
miejscu obok niego. Wynik to

8 · 4 · 6 · 3 · 4 = 2304

�wiczenie 2. Znaki alfabetu Braille'a to ukªad wypukªych kropek wybranych z podstawowego ukªadu
6 kropek. Ile ró»nych znaków mo»na utworzy¢ w tym systemie?

Rozwi¡zanie 2. Tworz¡c znak alfabetu Braille'a, decydujemy o ka»dej kropce, czy b¦dzie wypukªa
czy nie. Dla ka»dej z 6 kropek mamy wi¦c 2 mo»liwo±ci, wi¦c wynik to

26 = 64.

�wiczenie 3. Znaki alfabetu Morse'a s¡ zbudowane z ustawionych obok siebie kropek lub kresek.
�¡cznie kropek lub kresek w ka»dym znaku mo»e by¢ od 1 do 4. Ile znaków mo»na w ten sposób
utworzy¢?

Rozwi¡zanie 3. Zliczamy osobno znaki skªadaj¡ce si¦ z jednej kropki lub kreski, z dwóch kropek lub
kresek, trzech i tak dalej.

Dla jednego znaku mamy dwie mo»liwo±ci: kropk¦ lub kresk¦.
Dla dwóch znaków otrzymujemy 2 · 2 = 4.
Dla trzech znaków otrzymujemy 2 · 2 · 2 = 8.
Dla czterech znaków otrzymujemy 2 · 2 · 2 · 2 = 16.
Po zsumowaniu wszystkich przypadków otrzymujemy 2 + 4 + 8 + 16 = 30.

�wiczenie 4. Liczb¦ nazywamy palindronomiczn¡, gdy ten sam efekt otrzymamy czytaj¡c t¦ liczb¦
od lewej i od prawej strony (np. 5225, 123454321). Oblicz, ile jest palindronomicznych liczb:

(a) pi¦ciocyfrowych.

(b) sze±ciocyfrowych i zªo»onych tylko z cyfr 1, 2 i 3.

(c) siedmiocyfrowych i zªo»onych tylko z cyfr 0, 1, 2 i 3.

Rozwi¡zanie 4. (a) W liczbie pi¦ciocyfrowej mo»emy wybra¢ tylko pierwsz¡ cyfr¦ (na 9 sposobów),
drug¡ cyfr¦ (na 10 sposobów) i trzeci¡ cyfr¦ (na 10 sposobów). Pozostaªe cyfry s¡ wyznaczone przez
cyfry wybrane ju» wcze±niej. Wynik to 9 · 10 · 10 = 900.

(b) Tym razem wybieramy tylko pierwsze trzy cyfry. Ka»d¡ z tych cyfr wybieramy na 3 sposoby.
Mamy zatem 3 · 3 · 3 = 27 ró»nych liczb palindronomicznych speªniaj¡cych warunki zadania.

(c) Wybieramy pierwsze cztery cyfry. Pierwsz¡ z nich wybieramy na 3 sposoby, a ka»d¡ kolejn¡ na
4 sposoby. Odpowied¹ to zatem 3 · 4 · 4 · 4 = 192.

�wiczenie 5. Z dowolnej liczby jednakowych, biaªych lub czarnych, papierowych kwadratów o boku
1 ukªadamy du»y kwadrat o boku 4. Ile mo»emy otrzyma¢:

(a) wszystkich wzorów?

(b) wzorów o pionowej osi symetrii?

(c) wzorów o pionowej i poziomej osi symetrii?

(d) wzorów o uko±nej osi symetrii � poprowadzonej od lewej góry do prawego doªu?
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Rozwi¡zanie 5. (a) Dla ka»dego z 16 kwadratów mamy 2 mo»liwo±ci. St¡d liczba wzorów to 216.
(b) Skoro wzór ma mie¢ pionow¡ o± symetrii, wybieramy tylko elementy na lewo od tej osi (wtedy

te na prawo b¦d¡ ju» jednoznacznie wyznaczone). Mamy wi¦c 8 kwadratów, czyli 28 mo»liwo±ci.
(c) Podobnie jak w podpunkcie (b), mamy tylko 4 kwadraty, których kolor mo»emy wybra¢ (pozo-

staªe dwana±cie kwadratów b¦dzie jednoznacznie wyznaczone w zale»no±ci od tych czterech). Mamy
wi¦c 24 mo»liwo±ci.

(d) Na uko±nej osi symetrii mamy 4 kwadraty - ka»dy z nich mo»e by¢ w dowolnym kolorze.
Wybieramy jeszcze kolor dla kwadratów znajduj¡cych si¦ pod przek¡tn¡ � 6. �¡cznie mamy zatem
do wyboru 10 kwadratów. Wynik to 210.

�wiczenie 6. Uzasadnij, »e dla dowolnej liczby naturalnej zachodzi wzór 1 + 2 + 3 + ...+ n =
n(n+ 1)

2
.

Rozwi¡zanie 6. Zaªó»my, »e chcemy policzy¢, ile u±cisków dªoni wymieni ze sob¡ n + 1 osób na
pewnym spotkaniu. Aby otrzyma¢ lew¡ stron¦ równo±ci, rozumujemy nast¦puj¡co: pierwsza osoba
musi si¦ przywita¢ z ka»d¡ z pozostaªych n osób, druga ju» z n − 1 osobami, trzecia z n − 2 itd.
Przedostatnia osoba przywita si¦ ju» tylko z jedn¡ osob¡, a ostatnia � z nikim (bo wszyscy si¦ ju» z
ni¡ przywitali). St¡d liczba powita« to 1 + 2 + 3 + ...+ n.

Aby otrzyma¢ praw¡ stron¦, wybieramy dowoln¡ z n+1 osób. Mo»e si¦ ona przywita¢ z dowoln¡ z
pozostaªych n osób. Liczba przywita« to zatem n(n+ 1), ale w ten sposób ka»de przywitanie liczymy
dwukrotnie (np. osoba 1 wita si¦ z osob¡ 2, a nast¦pnie liczymy sytuacj¦, gdy 2 wita si¦ z 1). Wynik
wi¦c dzielimy przez 2. St¡d, lewa i prawa strona równo±ci pozwalaj¡ na zliczanie tych samych obiektów.
Zatem, lewa strona musi by¢ równa prawej.

�wiczenie 7. Wykorzystaj udowodniony powy»ej wzór do wykazania, »e 1+3+5+ ...+(2n−1) = n2.

Rozwi¡zanie 7. Lew¡ stron¦ przedstawiamy w poni»szej postaci:

1 + 3 + 5 + ...+ (2n− 1) = (2 · 1− 1) + (2 · 2− 1) + (2 · 3− 1) + ...+ (2n− 1) =

= 2(1 + 2 + 3 + ...+ n)− 1− 1− 1− ...− 1 =

= n(n+ 1)− n = n2.

2.2 Zasada wª¡cze« i wyª¡cze«

Do rozwi¡zywania wielu zada« zwi¡zanych ze zliczaniem elementów mo»na u»y¢ tzw. zasady wª¡cze«
i wyª¡cze«, która podaje reguª¦ na obliczanie liczby elementów nale»¡cych do sumy zbiorów (czyli np.
|A ∪B|).

Dla dwóch zbiorów A i B wzór wygl¡da nast¦puj¡co:

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|,

a dla trzech zbiorów A, B i C :

|A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |B ∩ C| − |C ∩A|+ |A ∩B ∩ C|.

Spróbuj poda¢ analogiczny wzór dla czterech zbiorów A,B, C i D.

�wiczenie 8. Ka»dy ucze« w klasie gra w siatkówk¦ lub w koszykówk¦. W siatkówk¦ gra 25 uczniów,
w koszykówk¦ gra 20 uczniów, a w obie gry jednocze±nie gra 15 uczniów. Ilu uczniów jest w tej klasie?

Rozwi¡zanie 8. Korzystamy ze wzoru na liczb¦ elementów sumy dwóch zbiorów:

|S ∪K| = |S|+ |K| − |S ∩K|,
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gdzie S oznacza zbiór uczniów graj¡cych w siatkówk¦, a K � zbiór uczniów graj¡cych w koszykówk¦.
Wtedy |S| = 25, |K| = 20 i |S ∩K| = 15, a zatem

|S ∪K| = 25 + 20− 15 = 30.

�wiczenie 9. W klasie licz¡cej 30 osób, 18 osób uczy si¦ j¦zyka wªoskiego, 15 uczy si¦ j¦zyka hisz-
pa«skiego, a 13 j¦zyka portugalskiego. W±ród nich 8 uczniów uczy si¦ jednocze±nie wªoskiego i hisz-
pa«skiego, 10 wªoskiego i portugalskiego, 5 uczy si¦ jednocze±nie hiszpa«skiego i portugalskiego, a 1
osoba uczy si¦ wszystkich trzech j¦zyków. Ilu uczniów tej klasy nie uczy si¦ »adnego z tych j¦zyków?

Rozwi¡zanie 9. Analogicznie jak poprzednio, niech:
W � zbiór uczniów ucz¡cych si¦ wªoskiego
H � zbiór uczniów ucz¡cych si¦ hiszpa«skiego
P � zbiór uczniów ucz¡cych si¦ portugalskiego
Wtedy |W | = 18, |H| = 15, |P | = 13 i |W ∩H| = 8, |W ∩P | = 10, |H∩P | = 5 oraz |W ∩H∩P | = 1.

St¡d
|W ∪H ∪ P | = 18 + 15 + 13− 8− 10− 5 + 1 = 24,

a zatem 30− 24 = 6 osób w tej klasie nie uczy si¦ »adnego z tych j¦zyków.

�wiczenie 10. Ile liczb trzycyfrowych na ostatniej cyfrze ma pi¡tk¦, szóstk¦ lub siódemk¦? Na
podstawie tego zadania, zastanów si¦, kiedy |A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C|.

Rozwi¡zanie 10. Oznaczmy nast¦puj¡ce zbiory:
A � zbiór liczb trzycyfrowych ko«cz¡cych si¦ pi¡tk¡
B � zbiór liczb trzycyfrowych ko«cz¡cych si¦ szóstk¡
C � zbiór liczb trzycyfrowych ko«cz¡cych si¦ siódemk¡
Mamy wtedy |A| = 9 · 10 · 1 = 90 (pierwsz¡ cyfr¦ wybieramy na 9 sposobów, drug¡ na 10, ostatnia

cyfra musi by¢ pi¡tk¡). Podobnie |B| = |C| = 9 · 10 · 1 = 90
Ka»da para powy»szych zbiorów ma pust¡ cz¦±¢ wspóln¡. St¡d

|A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| = 90 + 90 + 90 = 270.

Wynika st¡d, »e aby zachodziªa równo±¢ |A ∪ B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C|, »adne dwa ze zbiorów A, B i
C nie mog¡ mie¢ cz¦±ci wspólnej.

�wiczenie 11. Ile liczb dwucyfrowych ma w swoim zapisie dziesi¦tnym co najmniej 1 ósemk¦?

Rozwi¡zanie 11. Wprowad¹my oznaczenia:
A� zbiór liczb dwucyfrowych z ósemk¡ na cyfrze dziesi¡tek
B� zbiór liczb dwucyfrowych z ósemk¡ na cyfrze jedno±ci
Aby rozwi¡za¢ zadanie, szukamy liczby elementów zbioru A ∪ B. Korzystaj¡c z zasady wª¡cze« i

wyª¡cze« mamy:
|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|.

Obliczamy:
|A| = 1 · 10 = 10,

poniewa» cyfr¦ dziesi¡tek mo»emy wybra¢ na 1 sposób (musi by¢ ni¡ ósemka), a cyfr¡ jedno±ci mo»e
by¢ dowolna cyfra.

|B| = 9 · 1 = 9,

poniewa» cyfr¦ dziesi¡tek mo»emy wybra¢ na 9 sposobów (na pierwszym miejscu nie mo»e by¢ 0), a
cyfr¡ jedno±ci musi by¢ ósemka (jedna mo»liwo±¢). Ponadto

|A ∩B| = 1 · 1 = 1,
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bo mamy 1 mo»liwo±¢ na cyfr¦ dziesi¡tek i 1 mo»liwo±¢ na cyfr¦ jedno±ci (szukan¡ liczb¡ jest oczywi±cie
88). St¡d

|A ∪B| = 10 + 9− 1 = 18.

�wiczenie 12. Ile liczb trzycyfrowych ma w swoim zapisie dziesi¦tnym co najmniej 1 ósemk¦?

Rozwi¡zanie 12. Podobnie jak poprzednio, wprowad¹my oznaczenia:
A� zbiór liczb trzycyfrowych z ósemk¡ na cyfrze setek
B� zbiór liczb trzycyfrowych z ósemk¡ na cyfrze dziesi¡tek
C� zbiór liczb trzycyfrowych z ósemk¡ na cyfrze jedno±ci
Aby rozwi¡za¢ zadanie, szukamy liczby elementów zbioru A∪B ∪C. Korzystaj¡c z zasady wª¡cze«

i wyª¡cze« mamy:

|A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |B ∩ C| − |C ∩A|+ |A ∩B ∩ C|.

Obliczamy:
|A| = 1 · 10 · 10 = 100

|B| = 9 · 1 · 10 = 90

|C| = 9 · 10 · 1 = 90

|A ∩B| = 1 · 1 · 10 = 10

|B ∩ C| = 9 · 1 · 1 = 9

|C ∩A| = 1 · 10 · 1 = 10

|A ∩B ∩ C| = 1 · 1 · 1 = 1,

zatem
|A ∪B ∪ C| = 100 + 90 + 90− 10− 9− 10 + 1 = 252.

�wiczenie 13. W pewnej restauracji mamy mo»liwo±¢ zamówienia 4 ró»nych przystawek (w tym
kanapki z ªososiem), 8 zup (w tym rosoªu), 7 da« gªównych (w tym pierogów) i 5 deserów (w tym
gofrów). Ile ró»nych czterodaniowych posiªków mo»na zje±¢ w tej restauracji, je»eli zakªadamy, »e
chcemy:

(a) zje±¢ rosóª, pierogi lub gofry?

(b) zje±¢ rosóª lub nie zje±¢ gofrów?

(c) zje±¢ kanapk¦ z ªososiem i rosóª lub rosóª i pierogi?

Rozwi¡zanie 13. Przyjmijmy standardowe oznaczenia:
|K|� liczba czterodaniowych zestawów zawieraj¡cych kanapk¦ z ªososiem
|R|� liczba czterodaniowych zestawów zawieraj¡cych rosóª
|P |� liczba czterodaniowych zestawów zawieraj¡cych pierogi
|G|� liczba czterodaniowych zestawów zawieraj¡cych gofry

(a) Szukamy liczby elementów zbioru R ∪ P ∪G. Z zasady wª¡cze« i wyª¡cze«:

|R ∪ P ∪G| = |R|+ |P |+ |G| − |R ∩ P | − |P ∩G| − |G ∩R|+ |R ∩ P ∩G| =
= 140 + 160 + 224− 20− 32− 28 + 4 = 448.
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(b) Szukamy liczby elementów zbioru R∪ ∼ G. Mamy

|R∪ ∼ G| = |R|+ | ∼ G| − |R∩ ∼ G| = 140 + 1120− 112 = 1148,

poniewa» | ∼ G| = 4 · 8 · 7 · 4 oraz |R∩ ∼ G| = 4 · 1 · 7 · 4.
(c) Szukamy liczby elementów zbioru (K ∩R) ∪ (R ∩ P ). Mamy oczywi±cie

|(K ∩R) ∪ (R ∩ P )| = |K ∩R|+ |R ∩ P | − |K ∩R ∩ P | =
= 35 + 20− 5 = 50.

3 Podzielno±¢

3.1 Liczby pierwsze

Poni»ej podajemy (chyba) najwa»niejsze twierdzenie dotycz¡ce liczb pierwszych.

Twierdzenie. Liczb pierwszych jest niesko«czenie wiele.

Dowód. Zaªó»my, »e liczb pierwszych jest niesko«czenie wiele, powiedzmy, »e s¡ to liczby p1, p2, p3, ..., pn.
Wtedy liczba

p1 · p2 · p3 · ... · pn + 1

nie jest podzielna przez »adn¡ z liczb p1, p2, p3, ..., pn, a zatem musi by¢ liczb¡ pierwsz¡. St¡d zaªo»e-
nie, »e liczb pierwszych jest sko«czenie wiele doprowadziªo nas do sprzeczno±ci. Zatem musi ich by¢
niesko«czenie wiele.

Ka»d¡ liczb¦ naturaln¡ mo»na przedstawi¢ w postaci iloczynu pot¦g liczb pierwszych, np:

600 = 23 · 3 · 52.

Za pomoc¡ tego rozkªadu mo»na znale¹¢ liczb¦ dzielników ka»dej liczby naturalnej n.

�wiczenie 14. Udowodnij, »e je»eli liczba n ∈ N ma nast¦puj¡ce przedstawienie w postaci rozkªadu
na czynniki pierwsze:

n = pα1
1 pα2

2 pα3
3 ...pαk

k (p1, p2, ..., pk ∈ P, α1, α2, ..., αk ∈ N+),

to liczba jej naturalnych dzielników jest równa (α1 + 1)(α2 + 1)(α3 + 1)...(αk + 1).

Rozwi¡zanie 14. Rozpatrzmy czynnik pierwszy p1. W rozkªadzie pojawia si¦ on α1� krotnie, zatem
w szukanym dzielniku mo»e pojawi¢ si¦ 0 razy, raz, dwa razy, ... , α1 razy. Mamy zatem (α1 + 1)
sposobów na wybór wykªadnika liczby p1 w naszym dzielniku. Analogicznie, na (α2 + 1) wybieramy
wykªadnik dla liczby p2; na (α3 + 1) wybieramy wykªadnik dla liczby p3 itd. Korzystaj¡c z reguªy
mno»enia, ªatwo stwierdzamy, »e wszystkie k wykªadników mo»emy wybra¢ na

(α1 + 1)(α2 + 1)(α3 + 1)...(αk + 1)

ró»nych sposobów. A poniewa» ka»dy ukªad wykªadników tworzy inny dzielnik liczby n, to liczba
naturalna dzielników liczby n jest równa (α1 + 1)(α2 + 1)(α3 + 1)...(αk + 1).

�wiczenie 15. Wykorzystaj wzór udowodniony w poprzednim zadaniu do znalezienia liczby caªkowi-
tych dzielników liczby n.

Rozwi¡zanie 15. Ka»dy ze znalezionych dzielników mo»e by¢ dodatni lub ujemny. St¡d liczba caª-
kowitych dzielników to 2 · (α1 + 1)(α2 + 1)(α3 + 1)...(αk + 1).
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�wiczenie 16. Wykorzystaj wzór udowodniony w zadaniu 1 do odpowiedzi na poni»sze pytania:

(a) ile nieparzystych dzielników ma liczba 26 · 34 · 53 · 7 · 115?

(b) ile dzielników podzielnych przez 5 ma liczba 8866442200?
(wskazówka: 8866442200= 23 · 52 · 72 · 11 · 233 · 353)

Rozwi¡zanie 16. (a) Skoro szukamy nieparzystych dzielników, to nie mo»e w rozkªadzie tego dzielnika
pojawi¢ si¦ liczba 2. Wykªadnik liczby mo»emy wybra¢ ju» na 5 sposobów (w rozkªadzie mo»e pojawi¢
si¦ 0, 1, 2, 3 lub 4 trójki). Post¦puj¡c analogicznie dla pi¡tki, siódemki i jedenastki, liczba nieparzystych
dzielników b¦dzie równa

5 · 4 · 2 · 4 = 160

(b) Skoro dzielnik ma by¢ podzielny przez 5, to w jego rozkªadzie na czynniki pierwsze mo»e si¦
pojawi¢ jedna lub dwie pi¡tki (mamy 2 mo»liwo±ci). Korzystaj¡c z udowodniego wzoru otrzymujemy
szukan¡ liczb¦ dzielników:

4 · 2 · 3 · 2 · 2 · 2 = 192.

�wiczenie 17. Wiadomo, »e liczby p, q oraz r s¡ liczbami pierwszymi wi¦kszymi od 2. Udowodnij,
»e liczba p+ q jest liczb¡ zªo»on¡.

Rozwi¡zanie 17. Zauwa»my, »e poniewa» podane w tre±ci zadania liczby s¡ pierwsze i wi¦ksze od 2,
st¡d s¡ nieparzyste. Zatem ich suma jest parzysta i wi¦ksza od 2. Zatem jest liczb¡ zªo»on¡.

�wiczenie 18. Wiadomo, »e liczby p, q oraz r s¡ liczbami pierwszymi wi¦kszymi od 2. Ile naturalnych
dzielników ma liczba pq? A ile liczba pqr?

Rozwi¡zanie 18. Liczba pq ma 4 dzielniki naturalne: p, q, pq oraz oczywi±cie 1. Dla liczby pqr
dzielników jest 8 (warto zauwa»y¢, »e dzielników jest tyle, ile podzbiorów zbioru 3�elementowego).

�wiczenie 19. Wiadomo, »e liczby p, q oraz r s¡ liczbami pierwszymi wi¦kszymi od 2. Wyka», »e
równanie pqr = 5(p+ q + r) nie ma rozwi¡zania.

Rozwi¡zanie 19. 3. Widzimy, »e wyra»enie po prawej stronie równania jest podzielne przez 5. Wy-
ra»enie po lewej stronie równo±ci jest iloczynem trzech liczb pierwszych, a zatem b¦dzie ono podzielne
przez 5 tylko wtedy, gdy jedna z liczb p, q lub r b¦dzie równa 5. Niech wi¦c p = 5. Otrzymujemy
równanie postaci:

5qr = 5(5 + q + r)

qr = 5 + q + r,

czyli
qr − q − r = 5.

Wykorzystamy teraz �sprytne� grupowanie wyrazów poprzez dodanie obustronne liczby 1:

qr − q − r + 1 = 6

q(r − 1)− (r − 1) = 6

(q − 1)(r − 1) = 6.

Poniewa» 6 = 1 · 6 = 2 · 3, zachodzi¢ mog¡ jedynie poni»sze przypadki:{
p− 1 = 1

q − 1 = 6
∨

{
p− 1 = 6

q − 1 = 1
∨

{
p− 1 = 2

q − 1 = 3
∨

{
p− 1 = 3

q − 1 = 2
,

st¡d ju» ªatwo otrzymujemy szukane liczby. S¡ to 2, 7 i 5 (zauwa»my, »e w dwóch ostatnich przypadkach
jedna ze zmiennych nie jest liczb¡ pierwsz¡).
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�wiczenie. Poni»ej przedstawiono program w programie Python, który dla wprowadzonej liczby n
wypisuje �True�, je»eli liczba jest pierwsza oraz �False�, je»eli liczba nie jest pierwsza.

Spróbuj wywnioskowa¢, w jaki sposób dziaªa ten algorytm (wskazówka: w 2. linijce jest zaprogra-
mowana p¦tla, w której zmienna i przyjmuje warto±ci 2, 3, ..., n. W programie Python znak % oznacza
reszt¦ z dzielenia.

�wiczenie 20. Przedstawiony w powy»szym zadaniu algorytm nie jest efektywny (tzn. nie jest to
najszybszy algorytm rozwi¡zuj¡cy zadany problem). Zastanów si¦, czy p¦tla w linijce 2 na pewno musi
przebiega¢ wszystkie liczby naturalne z zakresu ⟨2, n⟩.

Rozwi¡zanie 20. P¦tla nie musi przebiega¢ wszystkich liczb naturalnych z przedziaªu ⟨2, n⟩, wystar-
czy, aby przebiegaªa liczby z zakresu ⟨2,

√
n⟩. Je»eli bowiem liczba ma dzielnik wi¦kszy on

√
n, to musi

mie¢ równie» dzielnik mniejszy od
√
n, który ju» znajduje si¦ w podanym przedziale.

3.2 Cechy podzielno±ci

Do dowodzenia podzielno±ci wykorzystujemy oczywi±cie cechy podzielno±ci. Warto zapami¦ta¢, »e
wszystkie cechy podzielno±ci, s¡ równowa»no±ciami, czyli, »e zawieraj¡ spójnik logiczny �wtedy i tylko
wtedy, gdy�. Dla przykªadu: �liczba jest podzielna przez 2 wtedy i tylko wtedy, gdy jej cyfr¡ jedno±ci
jest 0, 2, 4, 6 lub 8�.

Aby udowodni¢ cech¦ podzielno±ci, czyli równowa»no±¢, nale»y pami¦ta¢, »e

(p ⇔ q) ⇔ (p ⇒ q) ∧ (q ⇒ p),

czyli, »e nale»y udowodni¢ twierdzenie �w dwie strony� (implikacj¦ prost¡ oraz odwrotn¡).
Udowodnimy cech¦ podzielno±ci przez 4 dla liczb trzycyfrowych.

Twierdzenie. Liczba trzycyfrowa jest podzielna przez 4 wtedy i tylko wtedy, gdy liczba utworzona z

dwóch ostatnich cyfr tej liczby jest podzielna przez 4.

Dowód. (⇒) Niech x b¦dzie liczb¡ trzycyfrow¡ podzieln¡ przez 4. Oznacza to, »e

x = 100a+ 10b+ c,

gdzie a, b, c ∈ {0, 1, 2, ..., }, a ̸= 1 (dlaczego?).
Wtedy 4|100c, bo c ∈ Z, a zatem, »eby x byªo podzielne przez 4, czwórka musi by¢ dzielnikem 10b+c.

Liczba 10b+ c jest liczb¡ utworzon¡ z ostatnich dwóch cyfr liczby x, a zatem teza jest udowodniona.
(⇐) Zaªó»my, »e x jest liczb¡, której ostatnie dwie cyfry tworz¡ liczb¦ podzieln¡ przez 4. Podobnie

jak poprzednio, dowoln¡ liczb¦ trzycyfrow¡ zapiszemy w postaci

x = 100a+ 10b+ c,

a zatem x jest sum¡ dwóch liczb podzielnych przez 4 (100a oraz 10b + c). Musi wi¦c by¢ podzielny
przez 4.
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�wiczenie. Udowodnij kilka wybranych cech podzielno±ci, np. przez 2 lub 5 (to ªatwiejsze) lub przez
3 i 9 (to b¦dzie trudniejsze) dla liczb trzycyfrowych.

Znajomo±¢ cech podzielno±ci wykorzysta¢ do rozwi¡zywania zada« zwi¡zanych konkursowych. Pierw-
sze z podanych zada« mo»e rozwi¡za¢ tak»e ucze« ucz¡cy si¦ matematyki na poziomie podstawowym.
Wystarczy jedynie, »eby znaª wzory skróconego mno»enia przypomniane poni»ej.

Wzory skróconego mno»enia:

� (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2 � wzór na kwadrat sumy

� (a− b)2 = a2 − 2ab+ b2 � wzór na kwadrat ró»nicy

� a2 − b2 = (a− b)(a+ b) � wzór na kwadrat ró»nicy

�wiczenie 21. Przy dzieleniu liczb a, b i c przez 5 otrzymujemy odpowiednio reszty 1, 2 i 3. Wyka»,
»e suma kwadratów tych liczb daje reszt¦ 4 z dzielenia przez 5.

Rozwi¡zanie 21. Z zaªo»e« otrzymujemy, »e

a = 5k + 1

b = 5l + 2

c = 5m+ 3

dla pewnych liczb caªkowitych k, l, m ∈ Z. Po podstawieniu:

a2 + b2 + c2 = (5k + 1)2 + (5l + 2)2 + (5m+ 3)2 = 5(5k2 + 5l2 + 5m2 + 2k + 4l + 6m+ 2) + 4,

a poniewa» 5k2 + 5l2 + 5m2 + 2k + 4l + 6m+ 2 ∈ Z, zatem teza jest prawdziwa.
Poni»ej podajemy przykªady kilku innych prostych zada« oraz kilku bardziej zªo»onych.

�wiczenie 22. Liczby naturalne speªniaj¡ równo±¢ 56a = 65b. Wyka», »e liczba a+ b jest zªo»ona.

Rozwi¡zanie 22. Zauwa»my, »e

56(a+ b) = 56a+ 56b = 65b+ 56b = 121b.

St¡d, poniewa», NWD(56, 121) = 1, to a+ b jest podzielne przez 121.

�wiczenie 23. Wyka», »e je»eli a jest liczb¡ naturaln¡, to a3 − a jest podzielne przez 6.

Rozwi¡zanie 23. Wykorzystamy rozkªad wyra»enia a3 − a na czynniki:

a3 − a = a(a2 − 1) = a(a− 1)(a+ 1),

co oznacza, »e a3 − a jest iloczynem trzech kolejnych liczba caªkowitych. W±ród tych trzech kolejnych
liczb caªkowitych musi by¢ jedna podzielna przez 3 i co najmniej jedna podzielna przez 2. St¡d wynika
teza.

�wiczenie 24. Wyznacz wszystkie liczby naturalne n, dla których liczba n4 + 4 jest pierwsza.

Rozwi¡zanie 24. W rozwi¡zaniu wykorzystamy rozkªad wyra»enia na czynniki:

n4 + 4 = n4 + 4n2 + 4− 4n2 = (n2 + 2)2 − (2n)2 = (n2 − 2n+ 2)(n2 + 2n+ 2).

Poniewa» n2− 2n+2 < n2+2n+2, to aby n4+4 byªa liczb¡ pierwsz¡, musi zaj±¢, »e n2− 2n+2 = 1,
czyli n = 1. Wtedy n4 + 4 = 5, czyli 1 jest szukan¡ warto±ci¡ n. Dla pozostaªych liczb naturalnych
wyra»enie n4 + 4 jest iloczynem dwóch liczb naturalnych wi¦kszych od 1, a zatem jest liczb¡ zªo»on¡.

W powy»szym rozwi¡zaniu zastosowali±my szczególny przypadek tzw. to»samo±ci Sophie-Germain.
Wygl¡da ona nastepuj¡co:

a4 + 4b4 = (a2 − 2ab+ 2b2)(a2 + 2ab+ 2b2).
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�wiczenie 25. Wyka», »e liczba 22002 + 52000 jest liczb¡ zªo»on¡.

Rozwi¡zanie 25. Skorzystamy z to»samo±ci Sophie-Germain:

52000 + 22002 = (51000)2 + 4 · (21000)2 =

= (51000 − 5500 · 2501 + 21001)(51000 + 5500 · 2501 + 21001)

i ªatwo zauwa»amy, »e oba czynniki s¡ wi¦ksze od 1.

3.3 Kongruencje

Do rozwi¡zywania zada« dotycz¡cych podzielno±ci oraz reszt z dzielenia mo»emy u»y¢ kongruencji.

De�nicja. Mówimy, »e
a ≡ b mod n,

co czytamy �a przystaje do b modulo n�, je»eli n|(a− b).
Dla przykªadu, 3 ≡ 3 mod 6, 7 ≡ 3 mod 2, −8 ≡ −18 mod 10.

�wiczenie. Udowodnij, »e relacja przystawania do siebie modulo n jest relacj¡:

1. zwrotn¡, czyli a ≡ a mod n,

2. symetryczn¡, czyli a ≡ b mod n ⇔ b ≡ a mod n,

3. przechodnia, czyli z faktu, »e a ≡ b mod n oraz b ≡ c mod n wynika, »e a ≡ c mod n.

Przy rozwi¡zywaniu zada« b¦dziemy bardzo cz¦sto korzysta¢ z dziaªa«, które mo»emy wykonywa¢
na kongruencjach. S¡ to dodawanie, odejmowanie i mno»enie obustronnie kongruencji tego samego
typu.

Twierdzenie. Je»eli a ≡ b mod n oraz c ≡ d mod n, to

1. a+ c ≡ b+ d mod n

2. a− c ≡ b− d mod n

3. a · c ≡ b · d mod n

Dowód. Udowodnimy ostatni¡ wªasno±¢. Jak ªatwo sprawdzi¢, n|[(a− b)c+ b(c− d)]. Mamy:

(a− b)c+ b(c− d) = ac− bc+ bc− bd = ac− bd,

a zatem równie» n|(ac− bd), czyli a · c ≡ b · d mod n.

Wniosek. Je»eli a ≡ b mod n, to ak ≡ bk mod n, gdzie k ∈ Z.

Warto powiedzie¢ uczniom, »e kongruencji w ogólno±ci nie mo»emy dzieli¢ stronami. Prawdziwe
jest bowiem jedynie nast¦puj¡ce twierdzenie:

Twierdzenie. Je»eli NWD(c, k, a, b) = 1, to z faktu, »e a ≡ b mod k wynika, »e

a

c
≡ b

c
mod k

Rozwi¡»emy teraz kilka zada« wykorzystuj¡c wªasno±ci kongruencji. Zauwa»my, »e zazwyczaj
zadania wykorzystuj¡ce kongruencje rozwi¡zuje si¦ poprzez znalezienie liczby przystaj¡cej do 1 lub −1
modulo n.
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�wiczenie 26. Wyka», »e ostatni¡ cyfr¡ liczby 7256 jest 1.

Rozwi¡zanie 26. Znajd¹my jak¡± pot¦g¦ liczby 7, która ko«czy si¦ jedynk¡. Jak ªatwo sprawdzi¢,
74 = 2401, a wi¦c

74 ≡ 1 mod 10

i pot¦guj¡c stronami:
(74)64 ≡ 164 mod 10

7256 ≡ 1 mod 10,

czyli ostatni¡ cyfr¡ 7256 jest 1.

�wiczenie 27. Znajd¹ dwie ostatnie cyfry liczby 3410 bez u»ycia kalkulatora.

Rozwi¡zanie 27. Aby znale¹¢ dwie ostatnie cyfry liczby, posªu»ymy si¦ kongruencj¡ modulo 100.
Trzeba znale¹¢ kongruencj¦, która da si¦ ªatwo pot¦gowa¢. Niestety, 342 ≡ 56 mod 100, ale znacznie
lepiej wygl¡da kongruencja 343 ≡ 4 mod 100. St¡d

349 ≡ 43 mod 100,

a wi¦c
3410 ≡ 43 · 34 ≡ 2176 ≡ 76 mod 100,

zatem ostatnie dwie cyfry liczby 3410to 7 i 6.

�wiczenie 28. Wyznacz reszt¦ z dzielenia liczby 3100 przez 28.

Rozwi¡zanie 28. Podobnie jak poprzednio, szukamy pot¦gi liczby 3, która b¦dzie przystawa¢ do 28
modulo 1 lub −1. Mamy

33 ≡ −1 mod 28

i pot¦guj¡c stronami
399 ≡ (−1)33 ≡ −1 mod 28,

a zatem
3100 ≡ −3 mod 28,

wi¦c 3100 + 3 = 28k, gdzie k ∈ Z. Aby znale¹¢ reszt¦ z dzielenia, zapisujemy

3100 = 28k − 3 = 28(k − 1) + 28− 3 = 28(k − 1) + 25,

a poniewa» (k − 1) ∈ Z, to szukan¡ reszt¡ z dzielenia jest 25.

�wiczenie 29. Wyka», »e

(a) 13|536 − 1

(b) 13|270 + 370.

Rozwi¡zanie 29. (a) Szukamy pot¦gi liczby 5, która przystaje do 13 modulo 1 lub −1. Mamy

52 ≡ −1 mod 13,

czyli
(52)18 ≡ (−1)18 ≡ 1 mod 13,
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a st¡d
536 − 1 ≡ 0 mod 13,

zatem teza jest prawdziwa.
(b) Podobnie jak poprzednio znajdziemy jak¡± specjaln¡ wªasno±¢ ª¡cz¡c¡ 13 z liczbami 2 i 3.

Wida¢, »e
26 ≡ −1 mod 13.

Zatem
(26)11 ≡ −1 mod 13,

a poniewa»
24 ≡ 3 mod 13,

to mno»¡c dwie ostatnie kongruencje stronami otrzymujemy

270 ≡ −3 mod 13 (1)

Analogicznie post¦pujemy z pot¦g¡ trójki:

33 ≡ 1 mod 13

(33)23 ≡ 123 mod 13,

czyli
369 ≡ 1 mod 13.

Po przemno»eniu przez kongruencj¦:
3 ≡ 3 mod 13

otrzymujemy
370 ≡ 3 mod 13. (2)

Dodaj¡c stronami kongruencje (1) i (2) otrzymujemy, »e

270 + 370 ≡ 0 mod 13,

co dowodzi tezy.

�wiczenie 30. Wyka», »e je»eli liczby x, y, z ∈ Z speªniaj¡ równanie x2 + y2 = z2, to

(a) co najmniej jedna z liczba x i y jest podzielna przez 3.

(b) co najmniej jedna z liczba x i y jest podzielna przez 4.

(c) co najmniej jedna z liczba x,y i z jest podzielna przez 5.

Rozwi¡zanie 30. (a) Zauwa»my, »e

� je»eli n ≡ 0 mod 3, to n2 ≡ 0 mod 3

� je»eli n ≡ 1 mod 3, to n2 ≡ 1 mod 3

� je»eli n ≡ 2 mod 3, to n2 ≡ 1 mod 3
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St¡d wynika, »e n2 przy dzieleniu przez 3 daje reszt¦ 0 lub 1. Je»eli zaªo»ymy, »e »adna z liczb x oraz
y nie jest podzielna przez 3, to

z2 = x2 + y2 ≡ 2 mod 13,

co jest sprzeczne, bo kwadrat liczby caªkowitej nie mo»e przystawa¢ do 2 modulo 3.
(b) Posªu»ymy si¦ kongruencj¡ modulo 8. Wtedy

� je»eli n ≡ 0 mod 8, to n2 ≡ 0 mod 8

� je»eli n ≡ 1 mod 8, to n2 ≡ 1 mod 8

� je»eli n ≡ 2 mod 8, to n2 ≡ 4 mod 8

� je»eli n ≡ 3 mod 8, to n2 ≡ 1 mod 8

� je»eli n ≡ 4 mod 8, to n2 ≡ 0 mod 8

� je»eli n ≡ 5 mod 8, to n2 ≡ 1 mod 8

� je»eli n ≡ 6 mod 8, to n2 ≡ 4 mod 8

� je»eli n ≡ 7 mod 8, to n2 ≡ 1 mod 8

Je»eli zaªo»ymy, »e »adna z liczb x, y nie jest podzielna przez 4, to ich kwadraty daj¡ reszt¦ 1 lub 4
przy dzieleniu przez 8. Suma kwadratów tych liczb daje zatem reszt¦ 2, 5 lub 0 przy dzieleniu przez
8. Skoro to suma kwadratów te» ma by¢ kwadratem, zatem zachodzi ostatni przypadek. Wtedy ka»da
z liczb x, y musi by¢ podzielna przez 2 i niepodzielna przez 4. Zatem x = 2u i y = 2w, gdzie u i w s¡
nieparzyste. Wtedy równie» z jest parzyste: z = 2t. Mamy:

(2u)2 + (2w)2 = (2t)2

u2 + w2 = t2,

jednak liczby u i w s¡ nieparzyste, czyli ich kwadraty przystaj¡ do 1 modulo 8. St¡d t2 ≡ 2 mod 8,
co, jak pokazali±my wcze±niej, nie jest mo»liwe.

(c) Post¦puj¡c podobnie jak poprzednio pokazujemy, »e kwadraty liczb caªkowitych przystaj¡ do
0, 1 lub 4 modulo 5. Je»eli zatem »adna z liczb x, y nie jest podzielna przez 5, to suma ich kwadratów
mo»e przystawa¢ do 2 (co nie jest mo»liwe, skoro z2 jest kwadratem), 3 (tak samo) lub 0. St¡d z jest
podzielne przez 5.

4 Równania i nierówno±ci

W poprzednim zadaniu zaj¦li±my si¦ rozwi¡zywaniem pewnego równania w zbiorze liczb caªkowitych.
W tym rozdziale rozszerzymy to zagadnienie.

4.1 Równania i wzory skróconego mno»enia

W tym opracowaniu skupimy si¦ na rozwi¡zywaniu równa« z wykorzystaniem wzorów skróconego
mno»enia oraz na równaniach diofantycznych, czyli takich, które rozwi¡zuje si¦ jedynie w zbiorze liczb
caªkowitych.

�wiczenie 31. Wyka», »e:

(a) je»eli a2 + b2 = 2ab, to a = b.
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(b) je»eli a, b > 0 oraz a2 − b2 = 0, to a = b.

(c) je»eli a, b > 0 oraz a3 − a2b− ab2 + b3 = 0, to a = b.

Rozwi¡zanie 31. (a) Przenosimy 2ab na drug¡ stron¦ i korzystamy ze wzoru skróconego mno»enia:

a2 − 2ab+ b2 = 0

(a− b)2 = 0.

Poniewa» kwadrat liczby rzeczywistej jest zawsze nieujemny, to b¦dzie on równy 0 tylko wtedy, gdy
a− b = 0, czyli a = b.

(b) U»yjemy wzoru skróconego mno»enia na równo±ci z zaªo»enia:

a2 − b2 = 0

(a− b)(a+ b) = 0

a− b = 0 ∨ a+ b = 0

a = b ∨ a = −b.

Zauwa»my, »e poniewa» a, b > 0, to nie mo»e zaj±¢ przypadek a = −b. Musi zatem zachodzi¢ a = b.
(c) Spróbujemy pogrupowa¢ wyrazy na równo±ci z zaªo»enia:

a2(a− b)− b2(a− b) = 0

(a− b)(a2 − b2) = 0

(a− b)(a− b)(a+ b) = 0

(a− b)2(a+ b) = 0.

A zatem
a− b = 0 ∨ a+ b = 0

a = b ∨ a = −b

i znowu drugi z przypadków zaj±¢ nie mo»e, skoro a i b s¡ liczbami dodatnimi.

�wiczenie 32. Uzasadnij, »e je»eli dªugo±ci boków trójk¡ta speªniaj¡ zale»no±¢

a2 + b2 + c2 = ab+ bc+ ca,

to trójk¡t jest równoboczny.

Rozwi¡zanie 32. Wyra»enia po prawej stronie równo±ci: ab, bc i ca znajduj¡ si¦ we wzorach skróco-
nego mno»enia pomno»one przez 2. Pomnó»my wi¦c t¦ równo±¢ obustronnie:

2a2 + 2b2 + 2c2 = 2ab+ 2bc+ 2ca.

Przenosimy wszystko na stron¦ lew¡:

2a2 + 2b2 + 2c2 − 2ab− 2bc− 2ca = 0,

a nast¦pnie sprytnie grupujemy wyrazy:

(a2 − 2ab+ b2) + (b2 − 2bc+ c2) + (c2 − 2ac+ a2) = 0

(a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2 = 0.

Kwadraty liczb nieujemnych s¡ nieujemne, zatem, »eby ich suma byªa równa 0, musz¡ zaj±¢ równo±ci

a− b = 0 ∧ b− c = 0 ∧ c− a = 0,

a st¡d a = b = c, czyli trójk¡t jest równoboczny.
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4.2 Równania diofantyczne

Przypomnijmy, »e równaniami diofantycznymi nazywamy równania, które rozwi¡zujemy w zbiorze liczb
caªkowitych lub naturalnych. Nazwa tego typu równa« pochodzi od greckiego matematyka Diofantosa
(III w.n.e.). W kolejnych ¢wiczeniach b¦dziemy szukali wi¦c liczb caªkowitych speªniaj¡cych dane
równanie lub dowodzili, »e takie rozwi¡zanie istnie¢ nie mo»e.

�wiczenie 33. Rozwi¡» podane równania w zbiorze liczb caªkowitych:

(a) (x− 2)(y + 3) = 2

(b) xy + x = 2y + 7

Rozwi¡zanie 33. (a) Poniewa» x, y ∈ Z, zatem x − 2, y + 3 ∈ Z. Skoro iloczyn tych liczb ma by¢
równy 2, to ka»da z tych liczb musi by¢ caªkowitym dzielnikiem liczby 2. Mamy wi¦c nast¦puj¡ce
przypadki: {

x− 2 = 1

y + 3 = 2
∨

{
x− 2 = 2

y + 3 = 1
∨

{
x− 2 = −1

y + 3 = −2
∨

{
x− 2 = −2

y + 3 = −1
,

czyli {
x = 3

y = −1
∨

{
x = 4

y = −2
∨

{
x = 1

y = −5
∨

{
x = 0

y = −4
.

(b) Spróbujemy odpowiednio pogrupowa¢ wyra»enia:

xy + x− 2y − 7 = 0

(x− 2)y + x− 2− 5 = 0

(x− 2)(y + 1) = 5,

wi¦c podobnie jak poprzednio:{
x− 2 = 1

y + 1 = 5
∨

{
x− 2 = 5

y + 1 = 1
∨

{
x− 2 = −1

y + 1 = −5
∨

{
x− 2 = −5

y + 1 = −1
,

a st¡d {
x = 3

y = 4
∨

{
x = 7

y = 0
∨

{
x = 1

y = −6
∨

{
x = −3

y = −2
.

�wiczenie 34. Wyka», »e podane równanie nie maj¡ rozwi¡zania w zbiorze liczb caªkowitych:

(a) 2x+ 4y + 8z = 17

(b) x2 + y2 = 4z + 3

(c) x2 + 1 = 3y3

(d) x2 + y3 = 30.
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Rozwi¡zanie 34. (a) Widzimy, »e lew¡ stron¦ równania ªatwo mo»na przedstawi¢ w postaci 2(x +
2y + 4z). Liczba x + 2y + 4z musi by¢ liczb¡ caªkowit¡, a zatem lewa strona równania jest podzielna
przez 2. Prawa strona jest jednak nieparzysta. St¡d sprzeczno±¢.

(b) Liczba 4z + 3 przy dzieleniu przez 3 daje reszt¦ 4. Lewa strona jest natomiast sum¡ dwóch
kwadratów. Poka»emy, »e suma dwóch kwadratów nie mo»e dawa¢ reszty 3 z dzielenia przez 4.

W poni»szej tabelce przedstawimy mo»liwe kombinacje reszt z dzielenia liczb x, y, kwadratów tych
liczb oraz sumy tych kwadratów (informacje te mo»na ªatwo wykaza¢ algebraicznie albo korzystaj¡c z
wªasno±ci kongruencji). Dla skrócenia tabeli, rozpatrzymy tylko przypadki, kiedy reszta z dzielenia x
jest wi¦ksza równa reszcie z dzielenia y (mo»emy tak zrobi¢, bo przypadek, gdy np. x daje reszt¦ 3, a
y reszt¦ 2 b¦dzie analogiczny do przypadku, gdy x daje reszt¦ 2, a y reszt¦ 3).

x y x2 y2 x2 + y2

0 0 0 0 0
1 0 1 0 1
1 1 1 1 2
2 0 0 0 0
2 1 0 1 1
2 2 0 0 0
3 0 1 0 1
3 1 1 1 2
3 2 1 0 1
3 3 1 1 2

Jak wida¢ z ostatniej kolumny, nie jest mo»liwe, »eby reszt¡ z dzielenia liczby x2 + y2 byªa liczba
3. St¡d równanie nie ma rozwi¡za« w zbiorze liczb caªkowitych.

(c) Analogicznie jak poprzednio, liczba x2 nie mo»e dawa¢ reszty 2 z dzielenia przez 3, st¡d liczba
x2 + 1 nie jest podzielna przez 3, w przeciwie«stwie do 3y3.

(d) Posªu»ymy si¦ podobn¡ metod¡. Aby równanie

x2 + 2y3 = 30

miaªo rozwi¡zanie w liczbach caªkowitych, to suma kwadratu i sze±cianu musiaªaby dawa¢ reszt¦ 3 z
dzielenia przez 9. �atwo sprawdzi¢, »e kwadrat liczby caªkowitej mo»e przy dzieleniu przez 9 dawa¢
reszt¦ 0, 1, 4 lub 7. Sze±cian z kolei, mo»e da¢ jedynie reszt¦ 0,1 lub 8, wi¦c pomno»ony przez 2 da nam
reszty 0, 2 lub 7. Dodaj¡c poszczególne reszty, nie otrzymamy nigdy reszty równej 3. St¡d równanie
jest sprzeczne.

Jeszcze inn¡ metod¡ rozwi¡zywania równa« diofantycznych jest metoda niesko«czonego schodzenia.
Jest to metoda przydatna do pokazywania, »e równanie nie ma rozwi¡zania w zbiorze liczb naturalnych
dodatnich, a jej dziaªanie opiera si¦ na do±¢ oczywistym stwierdzeniu, »e w ka»dym niepustym podzbio-
rze liczb naturalnych dodatnich istnieje element najmniejszy. Poka»emy jej dziaªanie na poni»szych
przykªadach.

�wiczenie 35. Rozwi¡» równanie

(a) 8x4 + 4y4 + 2z4 = t4 w liczbach naturalnych dodatnich.

(b) x2 + y2 = 3z2 w liczbach naturalnych dodatnich.

Rozwi¡zanie 35. (a) Niech czwórka (x, y, z, t) b¦dzie rozwi¡zaniem naszego równania o najmniejszej
mo»liwej warto±ci x. Mo»emy to zaªo»y¢, bo ka»dy niepusty pozbiór zbioru liczb naturalnych posiada
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element najmniejszy. Je»eli czwórka (x, y, z, t) ma by¢ rozwi¡zaniem naszego równania, to t musi by¢
podzielne przez 2, czyli t = 2t1. St¡d

8x4 + 4y4 + 2z4 = 16t41/ : 2

4x4 + 2y4 + z4 = 8t41,

a st¡d z musi by¢ podzielne przez 2, czyli z = 2z1, gdzie z1 ∈ N. Mamy

4x4 + 2y4 + 16z41 = 8t41/ : 2

2x4 + y4 + 8z41 = 4t41.

St¡d y jest podzielne przez 2, czyli y = 2y1, gdzie y1 ∈ N. A zatem

2x4 + 16y41 + 8z41 = 4t41/ : 2

x4 + 8y41 + 4z41 = 2t41,

wi¦c 2|x, czyli x = 2x1. Ostatecznie,

16x4
1 + 8y41 + 4z41 = 2t41/ : 2

8x4
1 + 4y41 + 2z41 = t41,

a zatem czwórka liczb (x1, y1, z1, t1) te» jest rozwi¡zaniem naszego wyj±ciowego równania, przy czym
x1 < x. Zaªo»yli±my jednak, »e nie ma rozwi¡zania o mniejszej warto±ci x. Mamy wi¦c sprzeczno±¢ �
równanie nie ma rozwi¡za« w liczbach naturalnych dodatnich.

(b) Niech (x, y, z) b¦dzie trójk¡ speªniaj¡c¡ równanie, o najmniejszej mo»liwej warto±ci z. Wtedy
oczywi±cie x2+ y2 jest podzielne przez 3. Badaj¡c reszty z dzielenia kwadratów przez 3, otrzymujemy,
»e ka»da z liczb x, y musi by¢ podzielna przez 3, czyli x = 3x1 oraz y = 3y1, gdzie x1, y1 ∈ N. Wtedy
jednak

9x2
1 + 9y21 = 3z2/ : 3

3x2
1 + 3y21 = z2,

czyli z musi by¢ podzielne przez 3. Niech wi¦c z = z1 oraz

3x2
1 + 3y21 = 9z21/ : 3

x2
1 + y21 = 3z21 ,

a zatem trójka (x1, y1, z1) te» jest rozwi¡zaniem oraz z1 < z. Mamy wi¦c sprzeczno±¢ � równanie nie
ma rozwi¡za« w podanym zbiorze.

4.3 Nierówno±ci

Nierówno±ci b¦dziemy rozwi¡zywa¢ metod¡ przeksztaªce« równowa»nych, tzn. przeksztaªcaj¡c je tak,
»eby nie zmieni¢ zbioru ich rozwi¡za«. Pami¦tajmy, »e zawsze:

� mo»emy doda¢ lub odj¡¢ stronami t¦ sam¡ liczb¦;

� mo»emy pomno»y¢ obie strony przez liczb¦ dodatni¡;

� mo»emy pomno»y¢ obie strony przez liczb¦ ujemn¡, pami¦tamy wtedy jednak o zmianie znaku
nierówno±ci
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� mo»emy podnie±¢ nierówno±¢ obustronnie do kwadratu, o ile obie jej strony s¡ tego samego znaku.

�wiczenie 36. Udowodnij nierówno±ci:

(a) a2 + b2 ≥ 2ab

(b) a2 − ab+ b2 ≥ ab

(c)
a

1 + a2
≤ 1

2

(d) a2 + ab+ b2 ≥ 0

(e) a2 − ab+ b2 ≥ 0

(f) a2 + b2 + 1 ≥ ab+ a+ b.

Rozwi¡zanie 36. (a) Przenosimy wyra»enie 2ab na drug¡ stron¦ i zauwa»amy wzór skróconego mno-
»enia:

a2 − 2ab+ b2 ≥ 0

(a− b)2 ≥ 0.

Ostatnia nierówno±¢ jest prawdziwa, bo kwadrat liczby rzeczywistej jest nieujemny.
(c) Mno»ymy nierówno±¢ obustronnie przez 2(1 + a2). Nie zmieniamy znaku nierówno±ci, bo

2(1 + a2) > 0

dla dow. a.
2a ≤ 1 + a2

a2 − 2a+ 1 ≥ 0

(a− 1)2 ≥ 0

Ostatnia nierówno±¢ jest prawdziwa, bo kwadrat liczby rzeczywistej jest nieujemny.
(d) Pomnó»my nierówno±¢ obustronnie przez 2:

2a2 + 2ab+ 2b2 ≥ 0

a2 + 2ab+ b2 + a2 + b2 ≥ 0

(a+ b)2 + a2 + b2 ≥ 0.

Ostatnia nierówno±¢ jest prawdziwa, bo kwadratów liczb rzeczywistej jest nieujemny, a wi¦c ich suma
jest równie» wi¦ksza równa 0.

(f) Podobnie jak poprzednio, mno»ymy nierówno±¢ przez 2.

2a2 + 2b2 + 2 ≥ 2ab+ 2a+ 2b

2a2 + 2b2 + 2− 2ab− 2a− 2b ≥ 0

a2 − 2ab+ b2 + a2 − 2a+ 1 + b2 − 2b+ 1 ≥ 0

(a− b)2 + (a− 1)2 + (b− 1)2 ≥ 0

�wiczenie 37. Udowodnij, »e:

(a) je»eli a > 0, to a+ 1
a ≥ 2
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(b) je»eli a < 0, to a+ 1
a ≤ −2

(c) je»eli ab > 0, to a
b + b

a ≥ 2.

Rozwi¡zanie 37. (a) Nierówno±¢ mno»ymy obustronnie przez a (a > 0) :

a2 + 1 ≥ 2a

a2 − 2a+ 1 ≥ 0

(a− 1)2 ≥ 0,

co jest prawd¡, bo kwadrat ka»dej liczby rzeczywistej jest nieujemny.
(b) Tak samo jak poprzednio, mno»ymy nierówno±¢ przez a. Teraz jednak a jest ujemne, wi¦c

pami¦tamy o zmianie znaku na przeciwny.

a2 + 1 ≥ −2a

a2 + 2a+ 1 ≥ 0

(a+ 1)2 ≥ 0

Ostatnie nierówno±¢ jest prawdziwa, bo kwadrat liczby rzeczystej jest nieujemny.
(c) Mno»ymy obustronnie przez ab (ab > 0) :

a2 + b2 ≥ 2ab

a2 − 2ab+ b2 ≥ 0

(a− b)2 ≥ 0,

co jest prawd¡, bo kwadrat liczby rzeczywistej jest nieujemny.

Do dowodzenia wielu nierówno±ci mo»na u»y¢ tzw. nierówno±ci mi¦dzy ±rednimi. Je»eli a, b > 0 oraz:

�

√
a2 + b2

2
oznacza ±redni¡ kwadratow¡ liczb a i b;

�

a+ b

2
oznacza ±redni¡ arytmetyczn¡ liczb a i b;

�

√
ab oznacza ±redni¡ geometryczn¡ liczb a i b;

�

2ab

a+ b
oznacza ±redni¡ harmoniczn¡ liczb a i b,

to prawdziwe okazuje si¦ nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie. Dla a, b > 0: √
a2 + b2

2
≥ a+ b

2
≥

√
ab ≥ 2ab

a+ b
.

Podane twierdzenie mo»na uogólni¢ równie» na przypadek wielu niewaidomych.

Twierdzenie. Dla a1, a2, a3, ..., an > 0 zachodz¡ nierówno±ci:

n

√
a21 + a22 + a23 + ...+ a2n

n
≥ a1 + a2 + a3 + ...+ an

n
≥ n

√
a1a2a3...an ≥ n

1
a1

+ 1
a2

+ 1
a3

+ ...+ 1
an

.
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�wiczenie 38. U»ywaj¡c nierówno±ci mi¦dzy ±rednimi, wyka» »e:

(a) je»eli a, b > 0, to (a+ b)(
1

a
+

1

b
) ≥ 4.

(b) je»eli a, b, c > 0, to (a+ b+ c)(
1

a
+

1

b
+

1

c
) ≥ 9.

(c) je»eli a, b, c > 0, to (a+ b)(b+ c)(c+ a) ≥ 8abc.

(d) je»eli a, b > 0 i a+ b = 1, to (1 +
1

a
)(1 +

1

b
) ≥ 9.

(e) je»eli a > 0, to a2021 + a2020 + a2019 + ...+
1

a2019
+

1

a2020
+

1

a2021
≥ 4043.

Rozwi¡zanie 38. (a) Wykonujemy mno»enie po lewej stronie:

1 +
a

b
+

b

a
+ 1 ≥ 4

a

b
+

b

a
≥ 2.

Zauwa»my, »e korzystaj¡c z zale»no±ci mi¦dzy ±redni¡ arytmetyczn¡ i geometryczn¡:

a
b + b

a

2
≥

√
a

b
· b
a
= 1,

a zatem
a

b
+

b

a
≥ 2,

co chcieli±my udowodni¢.
(b) Ponownie wykonujemy mno»enie:

1 +
a

b
+

a

c
+

b

a
+ 1 +

b

c
+

c

a
+

c

b
+ 1 ≥ 9(

a

b
+

b

a

)
+
(a
c
+

c

a

)
+

(
b

c
+

c

b

)
≥ 6.

Analogicznie jak w podpunkcie (a) pokazujemy, »e ka»de wyra»enie w nawiasach przyjmuje warto±¢
wi¦ksz¡ lub równ¡ 2. St¡d ich suma jest wi¦ksza lub równa 6, co nale»aªo udowodni¢.

(c) Wymna»amy i dzielimy przez abc > 0 :

a2b+ ab2 + a2c+ abc+ abc+ b2c+ ac2 + bc2 ≥ 8

a

c
+

b

c
+

a

b
+ 1 + 1 +

b

a
+

c

b
+

c

a
≥ 8.

St¡d (
a

b
+

b

a

)
+
(a
c
+

c

a

)
+

(
b

c
+

c

b

)
≥ 6,

co udowodnili±my ju» w poprzednim zadaniu.
(d) Wymna»amy lew¡ stron¦ nierówno±ci:

1 +
1

a
+

1

b
+

1

ab
≥ 9.
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Odejmujemy obustronnie 1 i sprowadzamy uªamki po lewej do wspólnego mianownika:

a+ b+ 1

ab
≥ 8.

Korzystamy z faktu, »e a+ b = 1 :
2

ab
≥ 8,

a st¡d

ab ≤ 1

4
.

Udowodnimy zatem, »e ab ≤ 1
4 . Skorzystamy z nierówno±ci mi¦dzy ±redni¡ arytmetyczn¡ i geome-

tryczn¡:
a+ b

2
≥

√
ab

1

2
≥

√
ab

1

4
≥ ab,

wi¦c teza zostaje udowodniona.
(e) Ze zwi¡zku mi¦dzy ±redni¡ arytmetyczn¡ i geometryczn¡:

a2021 + a2020 + a2019 + ...+ 1
a2019 + 1

a2020 + 1
a2021

4043
≥ 4043

√
a2021 · a2020 · a2019 · ... · 1

a2019
· 1

a2020
· 1

a2021
= 1,

a zatem

a2021 + a2020 + a2019 + ...+
1

a2019
+

1

a2020
+

1

a2021
≥ 4043.

�wiczenie 39. Wykorzystuj¡c opisane powy»ej metody, wyka», »e:

(a) Je»eli a, b, c > 0, to
a2

b
+

b2

c
+

c2

a
≥ a+ b+ c.

(b) Je»eli n ∈ N, liczby a1, a2, a3, ..., an s¡ dodatnie i sumuj¡ce si¦ do 1, to a21 + a22 + a23 + ...+ a2n ≥ 1

n
.

(c) Je»eli a, b > 0, to a3 + b3 ≥ a2b+ ab2.

(d) Je»eli x > 0, to x+
4

x2
≥ 3.

(e) Je»eli a, b, c i d s¡ takimi liczbami rzeczywistymi, »e c− d = a− b, to

(a− b)(c− d) + (a− c)(b− d) + (d− a)(b− c) ≥ 0.

Rozwi¡zanie 39. (a) Przeksztaªcamy nierówno±¢ w sposób równowa»ny:

a3c+ b3a+ c3b ≥ a2bc+ ab2c+ abc2

a3c+ b3a+ c3b− a2bc− ab2c− abc2 ≥ 0

a3c+ b3a+ c3b− 2a2bc− 2ab2c− 2abc2a2bc+ ab2c+ abc2 ≥ 0

a3c− 2a2bc+ ab2c+ b3a− 2ab2c+ abc2 + c3b− 2abc2 + a2bc ≥ 0
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ac(a2 − 2ab+ b2) + ab(b2 − 2bc+ c2) + bc(c2 − 2ac+ a2) ≥ 0

ac(a− b)2 + ab(b− c)2 + bc(c− a)2 ≥ 0,

co ko«czy dowód, bo a, b, c > 0.
(b) Wykorzystujemy nierówno±¢ mi¦dzy ±redni¡ kwadratow¡ i arytmetyczn¡ n liczb. Wtedy√

a21 + a22 + a23 + ...+ a2n
n

≥ a1 + a2 + a3 + ...+ an
n

=
1

n

a21 + a22 + a23 + ...+ a2n
n

≥ 1

n2

a21 + a22 + a23 + ...+ a2n ≥ 1

n
.

(c) Przeksztaªcamy tez¦ równowa»nie poprzez grupowanie wyrazów:

a3 + b3 ≥ a2b+ ab2

a3 + b3 − a2b− ab2 ≥ 0

a2(a− b) + b2(b− a) ≥ 0

(a2 − b2)(a− b) ≥ 0

(a− b)2(a+ b) ≥ 0,

co jest prawd¡, bo a, b > 0.
(d) Wykorzystujemy zale»no±¢ mi¦dzy ±redni¡ arytmetyczn¡ i geometryczn¡:

x+ 4
x2

3
=

x
2 + x

2 + 4
x2

3
≥ 3

√
x

2
· x
2
· 4

x2
= 1

i wystarczy pomno»y¢ przez 3, »eby otrzyma¢ tez¦.
(e) Przeksztaªcamy lew¡ stron¦ nierówno±ci:

(a− c)(b− d) + (d− a)(b− c) = ab− ad− bc+ cd+ bd− cd− ab+ ac

= ac− ad− bc+ bd = (a− b)(c− d).

Poniewa» c− d = a− b, zatem (a− b)(c− d) = (a− b)2. St¡d

(a− c)(b− d) = (a− b)2 ≥ 0,

co oczywi±cie jest prawd¡, bo kwadrat liczby rzeczywistej jest nieujemny.
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