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1 Czym sg mecze matematyczne?

Motywacja do stworzenia tego kota zainteresowan byty Wielkopolskie Mecze Matematyczne, ktére przez
kilka lat przyciagaly uwage gimnazjalistow i licealistow z catego powiatu. Jako druzyna Liceum $w.
Marii Magdaleny gosciliSmy u siebie dla przyktadu VIII LO w Poznaniu, VI LO w Poznaniu, Technikum
Komunikacji w Poznaniu, I LO w Gnieznie, IT LO w Wolsztynie. Za kazdym razem organizacja meczu
matematycznego byla mila odmiang dla calego srodowiska szkolnego i umozliwiata poznanie uczniow
i nauczycieli z innych szkét o podobnych zainteresowaniach. Wszystkie mecze byly pdézniej diugo
wspominane przez uczestnikow.

Mecze matematyczne sg bardzo ciekawym rodzajem aktywnosci matematycznej, w ktorej uczniowie
skutecznie ucza sie matematyki, rozwijaja swoja argumentacje oraz umiejetno$é poprawnej i zwiezlej
prezentacji swoich rozwigzan. Wéréd najwiekszych zalet meczéw matematycznych mozna wymienié:

e rozwijajanie umiejetnosci matematycznych

e ¢wicznie pracy w grupie

e ¢wiczenie umiejetnosdci prezentowania rozwigzan zadan przed wieksza grupa oséb
e rozwijanie pozytywnej rywalizacji miedzy uczniami

e dobra zabawe (wielu uczniéw, mimo czasem niesprzyjajacego wyniku meczu, bardzo pozytywnie
wypowiadalo sie na temat takiej aktywnosci matematycznej).

Celem zaje¢, oprocz nabycia pewnych aspektéw wiedzy konkursowej, jest oczywiscie przeprowadzenie
meczu matematycznego, jako podsumowania calych zajeé¢. Forma tego meczu bedzie zalezna od liczby
uczestnikéw zajeé¢ w danym dniu.

1.1 Regulamin meczu matematycznego

Druzyny maja 60 minut na opracowanie rozwigzan dziesieciu zadan. Po tej czesci zaczyna sie roz-
grywka (wlasciwa cze$é meczu). Jury przydziela druzynom etykiety A i B droga losowania. Przed
rozpoczeciem rozgrywki kapitanowie potwierdzaja znajomosé regulaminu meczu (ewentualnie jury wy-
jasnia watpliwosci). W czasie rozwigzywania zadan uczniowie nie moga sie kontaktowaé¢ z nikim z
zewnatrz. Nalezy dopilnowaé, aby uczestnicy meczu wylgczyli telefony komoérkowe. Dozwolone jest
jedynie uzywanie kalkulatoréw prostych i tzw. maturalnych tablic matematycznych. Jury moze wej$c¢
do sal, aby skontrolowaé przebieg przygotowarl.

Podczas rozgrywki druzyny zadaja sobie na przemian zadania. Druzyna, ktorej zadano zadanie,
moze je przyjac¢ lub odbié. Jezeli zadanie zostanie odbite, rozwigzuje je druzyna, ktéra je zadala.
Rozwiazanie zadania przedstawia na tablicy wybrany czlonek druzyny, nie kontaktujac sie z pozosta-
ltymi zawodnikami. Przedstawiajacy rozwiazanie moze korzystaé z notatek. Dobrze, aby caly zapis
rozwigzania pozostal na tablicy. Kazdy zawodnik moze prezentowaé rozwigzanie co najwyzej jednego
zadania.

Po zakonczeniu prezentacji rozwiazania i ewentualnym jej uzupelieniu przez kapitana druzyny
(lub przez wskazana przez niego osobe), glos moze zabra¢ kapitan druzyny przeciwnej (lub wskazana
przez niego osoba). Moze zglasza¢ uwagi, zastrzezenia, komentarze, prosi¢ prezentujacego rozwiazanie
o dodatkowe wyjasnienia, przedstawi¢ uproszczenie rozwigzania itp. Dodatkowe pytania moga tez
zadawac jurorzy.

Po zakonczeniu dyskusji jurorzy oceniaja tylko oryginalne rozwigzanie (tzn. nie biora pod uwage
komentarzy kapitana) w skali 0-10 (liczbami catkowitymi). Punkty odejmuje sie za wszystkie luki w
rozumowaniu. Oceniana jest formalna poprawnosé, sposob rozwigzania oraz jezyk prezentacji. Jesli
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rozwigzanie jest poprawne, ale zmudne, zawile i daje sie istotnie uprosci¢ — stanowi to podstawe do
odjecia punktow.

Zadanie uznane za nierozwigzane ocenia sie w skali 0-5, a rozwigzane — w skali 6-10. W wypadku
braku jednomyg§lnosci jury ocena przyznang druzynie za rozwigzanie zadania jest $rednia arytmetyczna
ocen cztonkow jury zaokraglona do najblizszej potowy punktu (w gore). W przypadku zadania nieodbi-
tego, ocenionego przez Jury na 6-8 punktéw, druzyna przeciwna otrzymuje dodatkowe 2 punkty, jesli
zglosita w swoich uwagach istotne zastrzezenia (lub przedstawila istotnie krotszy lub tatwiejszy sposob
rozwiazania). Jesli usterki wskazal wczesniej kapitan druzyny rozwiazujacej zadanie, to przeciwnicy
nie maja mozliwosci przejecia punktéw ,za uwagi’.

Druzyna, ktéra rozwiazywala zadanie wskazane przez przeciwnikow, otrzymuje tyle punktéw, ile
wynosila ocena jej rozwiazania (punktacja 0-10). W przypadku zadania odbitego liczba n punktow
przyznanych za rozwiazanie wynika ze wzoru n = 2(p — 5), gdzie p jest ocena rozwigzania zadania.

2 Elementy kombinatoryki

2.1 Regula mnozenia

Zalozmy, ze w szafie mamy 4 rozne swetry oraz 6 roéznych par spodni. Zastanéwmy sie, na ile spo-
sob6w mozemy sie ubra¢. Dla kazdego swetra mamy 6 mozliwosci doboru spodni. Liczba wszystkich
mozliwo$ci jest zatem réwna

64+6+6+6=4-6=24.

W powyzszych rozwazaniach wykorzystalismy tzw. regute mnozenia.
Twierdzenie. Przypu$émy, zZe wynik pewnego dziatania zalezy od kolejno podejmowanych decyzji.

Jezeli przy podejmowaniu pierwszej decyzji mamy do wyboru n, mozliwosci, drugiej ny mozliwosci itd.,
a ostatniej ny, mozliwosci, to tgczna liczba wynikow, ktére mozemy otrzymaé jest rowna

ny-ng - ... -Ng.

Cwiczenie 1. W sali lekcyjnej znajduja sie 4 dwuosobowe tawki. Na ile sposobéw mozemy przydzieli¢
6 uczniom: 2 dziewczynkom i 4 chltopakom miejsca w tej sali, jezeli

(a) nie ma zadnych dodatkowych warunkow dotyczacych usadzenia uczniow?
(b) dziewczynki maja siedzie¢ w jednej tawce?
(c) dziewczynki maja nie siedzie¢ w jednej tawce?

)
)
)
)

(d) kazda dziewczynka ma siedzieé¢ z chtopcem i nikt ma nie siedzie¢ sam?

Rozwiazanie 1. (a) Pierwszej osobie mozna przydzieli¢ jedno z o$miu miejsc, drugiej — jedno z
siedmiu itd., a ostatniej — jedno z 3 pozostalych wolnych miejsc. Korzystajac z reguly mnozenia,
otrzymujemy:

8-7-6-...-3=20160.

(b) Wybieramy najpierw tawke, w ktorej usiada dziewczynki. Mozemy ja wybraé na 4 sposoby. W
tawce dziewczynki moga usiasé na 2 rézne sposoby. Chlopcy z kolei moga wybra¢ miejscana 6-5-4-3
rézne sposoby. Wynik zatem to

4-2-6-5-4-3=2880.

(c) Od wszystkich mozliwych sposobéw usadzenia odejmujemy usadzenia, ktore zliczylismy w pod-
punkcie (b). Mamy zatem 20160 — 2880 = 17280.
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(d) Dziewczynka wybiera jedno z o$miu miejsc, a obok niej wybieramy na 4 sposoby chlopca.
Kolejna dziewczynka i siedzacy obok niej chlopiec moga usiaé¢ na 6-3 sposobdéw. Pozostato 2 chlopcow.
Pierwszy z nich wybiera jedno z wolnych 4 miejsc. Drugi chlopiec nie ma wyboru — musi usig$¢ na
miejscu obok niego. Wynik to

8-4-6-3-4=2304

Cwiczenie 2. Znaki alfabetu Braille’a to uktad wypuklych kropek wybranych z podstawowego uktadu
6 kropek. Ile roznych znakow mozna utworzy¢ w tym systemie?

Rozwiazanie 2. Tworzac znak alfabetu Braille’a, decydujemy o kazdej kropce, czy bedzie wypukla
czy nie. Dla kazdej z 6 kropek mamy wiec 2 mozliwosci, wiec wynik to

26 — 64.

Cwiczenie 3. Znaki alfabetu Morse’a sa zbudowane z ustawionych obok siebie kropek lub kresek.
Lacznie kropek lub kresek w kazdym znaku moze by¢ od 1 do 4. Ile znakéw mozna w ten sposéb
utworzyc¢?

Rozwigzanie 3. Zliczamy osobno znaki sktadajace sie z jednej kropki lub kreski, z dwoch kropek lub
kresek, trzech i tak dalej.

Dla jednego znaku mamy dwie mozliwosci: kropke lub kreske.

Dla dwoéch znakéw otrzymujemy 2 - 2 = 4.

Dla trzech znakéw otrzymujemy 2 -2 -2 = 8.

Dla czterech znakéw otrzymujemy 2 -2 -2 -2 = 16.

Po zsumowaniu wszystkich przypadkéw otrzymujemy 2 + 4 4+ 8 + 16 = 30.

Cwiczenie 4. Liczbe nazywamy palindronomiczna, gdy ten sam efekt otrzymamy czytajac te liczbe
od lewej i od prawej strony (np. 5225, 123454321). Oblicz, ile jest palindronomicznych liczb:

(a) pieciocyfrowych.
(b) szesciocyfrowych i ztozonych tylko z cyfr 1, 21 3.
(c) siedmiocyfrowych i ztozonych tylko z cyfr 0, 1, 21 3.

Rozwiazanie 4. (a) W liczbie pieciocyfrowej mozemy wybraé tylko pierwsza cyfre (na 9 sposobow),
druga cyfre (na 10 sposobow) i trzecia cyfre (na 10 sposobéw). Pozostale cyfry sa wyznaczone przez
cyfry wybrane juz wczesniej. Wynik to 9-10 - 10 = 900.

(b) Tym razem wybieramy tylko pierwsze trzy cyfry. Kazda z tych cyfr wybieramy na 3 sposoby.
Mamy zatem 3 - 3 -3 = 27 r6znych liczb palindronomicznych spelniajacych warunki zadania.

(c) Wybieramy pierwsze cztery cyfry. Pierwsza z nich wybieramy na 3 sposoby, a kazda kolejna na
4 sposoby. Odpowiedz to zatem 3-4-4 -4 = 192.

Cwiczenie 5. 7 dowolnej liczby jednakowych, biatych lub czarnych, papierowych kwadratéw o boku
1 uktadamy duzy kwadrat o boku 4. Ile mozemy otrzymac:

(a) wszystkich wzorow?
(b) wzordéw o pionowej osi symetrii?
(¢) wzordéw o pionowej i poziomej osi symetrii?

(d) wzoréw o ukos$nej osi symetrii — poprowadzonej od lewej gory do prawego dotu?
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Rozwiazanie 5. (a) Dla kazdego z 16 kwadratéw mamy 2 mozliwosci. Stad liczba wzoréw to 216.

(b) Skoro wzor ma mieé pionowa o§ symetrii, wybieramy tylko elementy na lewo od tej osi (wtedy
te na prawo beda juz jednoznacznie wyznaczone). Mamy wiec 8 kwadratéw, czyli 28 mozliwosci.

(c) Podobnie jak w podpunkcie (b), mamy tylko 4 kwadraty, ktérych kolor mozemy wybraé (pozo-
stale dwanascie kwadratow bedzie jednoznacznie wyznaczone w zaleznosci od tych czterech). Mamy
wiec 2¢ mozliwosci.

(d) Na ukosnej osi symetrii mamy 4 kwadraty - kazdy z nich moze by¢ w dowolnym kolorze.
Wybieramy jeszcze kolor dla kwadratéw znajdujacych sie pod przekatna — 6. Lacznie mamy zatem
do wyboru 10 kwadratéw. Wynik to 210,

n(n+1)
—

Rozwigzanie 6. Zalézmy, ze chcemy policzy¢, ile usciskéw dloni wymieni ze soba n 4+ 1 oséb na
pewnym spotkaniu. Aby otrzymaé lewa strone réwnosci, rozumujemy nastepujaco: pierwsza osoba
musi sie przywita¢ z kazda z pozostatych n oséb, druga juz z n — 1 osobami, trzecia z n — 2 itd.
Przedostatnia osoba przywita sie juz tylko z jedna osoba, a ostatnia — z nikim (bo wszyscy sie juz z
nig przywitali). Stad liczba powitan to 1 4+2+ 3+ ... + n.

Aby otrzymaé prawa strone, wybieramy dowolng z n+ 1 oséb. Moze sie ona przywitac¢ z dowolng z
pozostatych n osob. Liczba przywitan to zatem n(n + 1), ale w ten sposéb kazde przywitanie liczymy
dwukrotnie (np. osoba 1 wita sie z osoba 2, a nastepnie liczymy sytuacje, gdy 2 wita sie z 1). Wynik
wiec dzielimy przez 2. Stad, lewa i prawa strona réwnosci pozwalajg na zliczanie tych samych obiektow.
Zatem, lewa strona musi by¢ réwna prawe;j.

Cwiczenie 6. Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej zachodzi wzor 1 + 2+ 3+ ... +n =

Cwiczenie 7. Wykorzystaj udowodniony powyzej wzér do wykazania, ze 1 +34+5+...4+(2n—1) = n?.
Rozwigzanie 7. Lewa strone przedstawiamy w ponizszej postaci:

14345+ 4+@n-1)=21-1)+2-2-1)+(2-3-1)+..+(2n—1) =
20+2434+...4n)—-1-1-1—...—1=

=n(n+1) —n=n

2.2 Zasada wlaczen i wylaczen

Do rozwiazywania wielu zadan zwigzanych ze zliczaniem elementéw mozna uzy¢ tzw. zasady wilaczen
i wylaczen, ktora podaje regute na obliczanie liczby elementow nalezacych do sumy zbioréw (czyli np.
|AU B|).

Dla dwoch zbioréw A i B wzor wyglada nastepujaco:

|[AUB| = |A]+|B| - |AN B,
a dla trzech zbioréow A, Bi C :
[AUBUC| = |A|+|B|+|C|—|ANB|—|BNC|—|CNAl+]|ANnBNC|.
Sprobuj podaé analogiczny wzoér dla czterech zbioréow A, B, C'i D.

Cwiczenie 8. Kazdy uczen w klasie gra w siatkoéwke lub w koszykowke. W siatkowke gra 25 uczniow,
w koszykowke gra 20 uczniow, a w obie gry jednoczesnie gra 15 uczniéw. Ilu uczniow jest w tej klasie?

Rozwiazanie 8. Korzystamy ze wzoru na liczbe elementéw sumy dwoch zbiorow:

ISUK|=[S|+[K|-[SN K],
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gdzie S oznacza zbidér uczniéw grajacych w siatkowke, a K — zbioér uczniow grajacych w koszykowke.
Wtedy |S| =25, |[K| =201 |SN K| =15, a zatem

|SU K| = 25420 — 15 = 30.

Cwiczenie 9. W klasie liczacej 30 osob, 18 os6b uczy sie jezyka wloskiego, 15 uczy sie jezyka hisz-
panskiego, a 13 jezyka portugalskiego. Wérdd nich 8 uczniéw uczy sie jednocze$nie wloskiego i hisz-
panskiego, 10 wloskiego i portugalskiego, 5 uczy sie jednocze$nie hiszpanskiego i portugalskiego, a 1
osoba uczy sie wszystkich trzech jezykow. Ilu uczniéw tej klasy nie uczy sie zadnego z tych jezykow?

Rozwigzanie 9. Analogicznie jak poprzednio, niech:
W — zbiér uczniéw uczacych sie wloskiego
H — zbiér uczniéw uczacych sie hiszpanskiego
P — zbiér uczniéw uczacych sie portugalskiego
Wtedy |(W| =18, |H| =15, |P| =131 |WnNH| =8, WNP| =10, |HNP| =5oraz |WNHNP| =1.
Stad
WUHUP|=18+154+13—-8—-10—-5+1 = 24,

a zatem 30 — 24 = 6 oséb w tej klasie nie uczy sie zadnego z tych jezykow.

Cwiczenie 10. Tle liczb trzycyfrowych na ostatniej cyfrze ma piatke, szostke lub siodemke? Na
podstawie tego zadania, zastanow sie, kiedy |AU BUC| = |A| + |B| +|C|.

Rozwiazanie 10. Oznaczmy nastepujace zbiory:

A — zbior liczb trzycyfrowych koriczacych sie piatka

B — zbiér liczb trzycyfrowych konczacych sie szostka

C — zbior liczb trzycyfrowych konczacych sie siodemka

Mamy wtedy |A| =9-10-1 = 90 (pierwsza cyfre wybieramy na 9 sposobéw, druga na 10, ostatnia
cyfra musi by¢ piatka). Podobnie |B| = |C|=9-10-1 =90

Kazda para powyzszych zbioréw ma pusta cze$¢ wspo6lna. Stad

|AUBUC| = |A| + |B| +|C| = 90 + 90 + 90 = 270.

Wynika stad, ze aby zachodzita réwnosé |[AU B U C| = |A| + |B| + |C], zadne dwa ze zbioréw A, B i
C' nie moga mieé czesci wspolne;j.

Cwiczenie 11. Ile liczb dwucyfrowych ma w swoim zapisie dziesietnym co najmniej 1 6semke?

Rozwigzanie 11. WprowadZzmy oznaczenia:

A— zbiér liczb dwucyfrowych z 6semka na cyfrze dziesiatek

B— zbior liczb dwucyfrowych z 6semka na cyfrze jednosci

Aby rozwigzaé zadanie, szukamy liczby elementéw zbioru A U B. Korzystajac z zasady wlaczen i
wyltaczen mamy:

|[AUB|=|A|+|B|—|ANB|.
Obliczamy:
|A]=1-10 = 10,
poniewaz cyfre dziesiatek mozemy wybra¢ na 1 sposéb (musi byé nia ésemka), a cyfra jednosci moze
by¢ dowolna cyfra.
|B|=9-1=9,

poniewaz cyfre dziesiatek mozemy wybra¢ na 9 sposobéw (na pierwszym miejscu nie moze by¢ 0), a
cyfra jednosci musi by¢ ésemka (jedna mozliwosé). Ponadto

ANB|=1-1=1,
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bo mamy 1 mozliwosé na cyfre dziesiatek i 1 mozliwos¢ na cyfre jednosci (szukang liczba jest oczywiscie
88). Stad
|[AUB|=10+9—-1=18.

Cwiczenie 12. Tle liczb trzycyfrowych ma w swoim zapisie dziesietnym co najmniej 1 6semke?

Rozwigzanie 12. Podobnie jak poprzednio, wprowadZmy oznaczenia:

A— zbidr liczb trzycyfrowych z 6semka na cyfrze setek

B— zbior liczb trzycyfrowych z 6semka na cyfrze dziesiatek

C— zbiér liczb trzycyfrowych z 6semka na cyfrze jednosci

Aby rozwigzaé zadanie, szukamy liczby elementéw zbioru AU BUC. Korzystajac z zasady wlaczen
i wylaczen mamy:

[AUBUC| =|A|+|B|+|C|-|ANB|—|BNC|—|CNAl+]|AnBNC|.
Obliczamy:
|A|=1-10-10 =100
|IB|=9-1-10=90
|IC|=9-10-1=90
|[ANB|=1-1-10=10
IBNC|=9-1-1=9
ICNAl=1-10-1=10
|[ANBNC|=1-1-1=1,

zatem
|AUBUC’|:100+90+9071079710+1:252.

Cwiczenie 13. W pewnej restauracji mamy mozliwo$é zamowienia 4 réznych przystawek (w tym
kanapki z tososiem), 8 zup (w tym rosolu), 7 dan gtéownych (w tym pierogow) i 5 deseréw (w tym
gofrow). Ile réznych czterodaniowych positkéw mozna zjesé w tej restauracji, jezeli zakladamy, ze
chcemy:

(a) zjesc rosol, pierogi lub gofry?
(b) zjesé rosot lub nie zjesé gofrow?
(c) zje$¢ kanapke z tososiem i roso6t lub rosoét i pierogi?

Rozwiazanie 13. Przyjmijmy standardowe oznaczenia:
| K|— liczba czterodaniowych zestawow zawierajacych kanapke z tososiem
| R|— liczba czterodaniowych zestawow zawierajacych rosot
| P|— liczba czterodaniowych zestawow zawierajacych pierogi
|G|— liczba czterodaniowych zestawow zawierajacych gofry

(a) Szukamy liczby elementow zbioru RU P U G. Z zasady wlaczen i wylaczen:

[RUPUG|=|R|+|P|+|G|—|RNP|—-|PNG|—|GNR|+|RNPNG|=
=140 + 160 + 224 — 20 — 32 — 28 + 4 = 448.
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(b) Szukamy liczby elementéw zbioru RU ~ G. Mamy
IRU~G|=|R|+|~G|—|RN~ G| =140 + 1120 — 112 = 1148,

poniewaz | ~ G| =4-8-7-4oraz |[RN~G|=4-1-7-4.
(c) Szukamy liczby elementow zbioru (K N R) U (RN P). Mamy oczywiscie
(KNR)U(RNP)|=|KNR[+|RNP|-|KNRNP|=
=35+20—5 = 50.

3 Podzielnosé

3.1 Liczby pierwsze
Ponizej podajemy (chyba) najwazniejsze twierdzenie dotyczace liczb pierwszych.
Twierdzenie. Liczb pierwszych jest nieskoriczenie wiele.

Dowdd. Zalézmy, ze liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele, powiedzmy, ze sa to liczby p1, p2, ps3, ..., Pn-
Wtedy liczba

P1-p2-P3- - pnt1
nie jest podzielna przez zadng z liczb p1, p2, p3, ---, Pn, & zatem musi by¢ liczba pierwsza. Stad zaloze-

nie, ze liczb pierwszych jest skonczenie wiele doprowadzito nas do sprzecznosci. Zatem musi ich by¢
nieskonczenie wiele. O

Kazda liczbe naturalng mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu poteg liczb pierwszych, np:
600 = 2% - 3. 5%
Za pomoca tego rozkladu mozna znalez¢ liczbe dzielnikow kazdej liczby naturalnej n.

Cwiczenie 14. Udowodnij, ze jezeli liczba n € N ma nastepujace przedstawienie w postaci rozktadu
na czynniki pierwsze:

k

n=pr'py?pst..pp* (P, p2, Pk €P, a1, ag,...,ap € N,

to liczba jej naturalnych dzielnikow jest rowna (a; + 1)(ag + 1)(as + 1)...(ag + 1).

Rozwiazanie 14. Rozpatrzmy czynnik pierwszy p;. W rozktadzie pojawia sie on a;— krotnie, zatem
w szukanym dzielniku moze pojawi¢ sie 0 razy, raz, dwa razy, ... ,«; razy. Mamy zatem (a; + 1)
sposob6w na wybér wykltadnika liczby p; w naszym dzielniku. Analogicznie, na (ag + 1) wybieramy
wyktadnik dla liczby po; na (a3 + 1) wybieramy wyktadnik dla liczby ps itd. Korzystajac z reguly
mnozenia, tatwo stwierdzamy, ze wszystkie k£ wykladnikéw mozemy wybraé¢ na

(a1 + 1)(ag + 1) (a3 + 1)...(ax + 1)

roznych sposobéw. A poniewaz kazdy uklad wykladnikéw tworzy inny dzielnik liczby n, to liczba
naturalna dzielnikow liczby n jest rowna (cq + 1)(a2 + 1)(ag + 1)...(a + 1).

Cwiczenie 15. Wykorzystaj wzor udowodniony w poprzednim zadaniu do znalezienia liczby calkowi-
tych dzielnikéw liczby n.

Rozwiazanie 15. Kazdy ze znalezionych dzielnikéw moze by¢ dodatni lub ujemny. Stad liczba cal-
kowitych dzielnikow to 2 - (a; + 1)(ag + 1)(as + 1)...(ax + 1).
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Cwiczenie 16. Wykorzystaj wzoér udowodniony w zadaniu 1 do odpowiedzi na ponizsze pytania:
(a) ile nieparzystych dzielnikow ma liczba 26 - 3% .53 .7.115?
(b) ile dzielnikow podzielnych przez 5 ma liczba 88664422007
(wskazoéwka: 8866442200= 23 -52-7%.11-233 - 353)

Rozwiazanie 16. (a) Skoro szukamy nieparzystych dzielnikow, to nie moze w rozkltadzie tego dzielnika
pojawi¢ sie liczba 2. Wyktladnik liczby mozemy wybraé juz na 5 sposobow (w rozktadzie moze pojawié
sie 0, 1, 2, 31ub 4 trojki). Postepujac analogicznie dla piatki, siodemki i jedenastki, liczba nieparzystych
dzielnikéw bedzie rowna

5-4-2-4=160

(b) Skoro dzielnik ma by¢ podzielny przez 5, to w jego rozkladzie na czynniki pierwsze moze sie
pojawi¢ jedna lub dwie pigtki (mamy 2 mozliwosci). Korzystajac z udowodniego wzoru otrzymujemy
szukana liczbe dzielnikéw:

4.2-3-2-2-2=192.

Cwiczenie 17. Wiadomo, ze liczby p, ¢ oraz r sa liczbami pierwszymi wiekszymi od 2. Udowodnij,
ze liczba p + ¢ jest liczba ztozona.

Rozwiazanie 17. Zauwazmy, ze poniewaz podane w tresci zadania liczby sa pierwsze i wieksze od 2,
stad sa nieparzyste. Zatem ich suma jest parzysta i wieksza od 2. Zatem jest liczba zlozona.

Cwiczenie 18. Wiadomo, 7e liczby p, g oraz r sg liczbami pierwszymi wiekszymi od 2. Tle naturalnych
dzielnikow ma liczba pq? A ile liczba pgr?

Rozwigzanie 18. Liczba pg ma 4 dzielniki naturalne: p, g, pg oraz oczywiscie 1. Dla liczby pqr
dzielnikow jest 8 (warto zauwazy¢, ze dzielnikow jest tyle, ile podzbioréw zbioru 3—elementowego).

Cwiczenie 19. Wiadomo, ze liczby p, ¢ oraz r sa liczbami pierwszymi wiekszymi od 2. Wykaz, ze
rownanie pgr = 5(p + ¢ + r) nie ma rozwiazania.

Rozwigzanie 19. 3. Widzimy, ze wyrazenie po prawej stronie rownania jest podzielne przez 5. Wy-
razenie po lewej stronie rownosci jest iloczynem trzech liczb pierwszych, a zatem bedzie ono podzielne
przez 5 tylko wtedy, gdy jedna z liczb p, g lub r bedzie réwna 5. Niech wiec p = 5. Otrzymujemy
réwnanie postaci:

5qr =5(5+q+7r)

qr=5+q+r,

czyli
qr —q—1r =95.

Wykorzystamy teraz ,sprytne” grupowanie wyrazéw poprzez dodanie obustronne liczby 1:
gr—q—r+1=6
gir—1)—(r—1)=6

(g—1(r—1)=6.
Poniewaz 6 =16 = 2 - 3, zachodzi¢ moga jedynie ponizsze przypadki:

—-1=1 —1=6 —1=2 —-1=3
p v p v p v p ,
q—1=6 g—1=1 qg—1=3 q—1=2
stad juz latwo otrzymujemy szukane liczby. Sato 2, 715 (zauwazmy, ze w dwoch ostatnich przypadkach
jedna ze zmiennych nie jest liczba pierwsza).
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Cwiczenie. Ponizej przedstawiono program w programie Python, ktory dla wprowadzonej liczby n
wypisuje “True”, jezeli liczba jest pierwsza oraz “False”, jezeli liczba nie jest pierwsza.

def czy_;:ierwﬁ:a{n}:
or 1 in rangs (2, n):
ifn % i == 0:

return False

return True

Sprobuj wywnioskowaé, w jaki sposob dziata ten algorytm (wskazowka: w 2. linijce jest zaprogra-
mowana petla, w ktoérej zmienna i przyjmuje wartosci 2, 3, ..., n. W programie Python znak % oznacza
reszte z dzielenia.

Cwiczenie 20. Przedstawiony w powyzszym zadaniu algorytm nie jest efektywny (tzn. nie jest to
najszybszy algorytm rozwiazujacy zadany problem). Zastanow sie, czy petla w linijce 2 na pewno musi
przebiega¢ wszystkie liczby naturalne z zakresu (2, n).

Rozwiazanie 20. Petla nie musi przebiegaé wszystkich liczb naturalnych z przedziatu (2, n), wystar-
czy, aby przebiegala liczby z zakresu (2, /n). Jezeli bowiem liczba ma dzielnik wiekszy on /n, to musi
mie¢ réwniez dzielnik mniejszy od /n, ktéry juz znajduje si¢ w podanym przedziale.

3.2 Cechy podzielnosci

Do dowodzenia podzielnosci wykorzystujemy oczywiscie cechy podzielnosci. Warto zapamietaé, ze
wszystkie cechy podzielnosci, sa rownowaznosciami, czyli, ze zawieraja spdjnik logiczny “wtedy i tylko
wtedy, gdy”. Dla przyktadu: ,liczba jest podzielna przez 2 wtedy i tylko wtedy, gdy jej cyfra jednosci
jest 0, 2, 4, 6 lub §”.

Aby udowodnié¢ ceche podzielnosci, czyli rownowaznos¢, nalezy pamietac, ze

reqe@=>9N(q=Dp),

czyli, ze nalezy udowodni¢ twierdzenie ,w dwie strony” (implikacje prosta oraz odwrotna).
Udowodnimy ceche podzielnosci przez 4 dla liczb trzycyfrowych.

Twierdzenie. Liczba trzycyfrowa jest podzielna przez 4 wtedy i tylko wtedy, gdy liczba utworzona z
dwdch ostatnich cyfr tej liczby jest podzielna przez 4.

Dowdd. (=) Niech z bedzie liczba trzycyfrowa podzielng przez 4. Oznacza to, ze
x = 100a + 10b + ¢,

gdzie a, b, c € {0,1,2, ..., }, a # 1 (dlaczego?).
Wtedy 4|100¢, bo ¢ € Z, a zatem, zeby x bylo podzielne przez 4, czwérka musi by¢ dzielnikem 10b+c.
Liczba 106 + ¢ jest liczba utworzona z ostatnich dwoéch cyfr liczby z, a zatem teza jest udowodniona.
(<) Zalozmy, ze x jest liczba, ktorej ostatnie dwie cyfry tworza liczbe podzielng przez 4. Podobnie
jak poprzednio, dowolng liczbe trzycyfrowa zapiszemy w postaci

r = 100a + 10b + ¢,

a zatem x jest suma dwoch liczb podzielnych przez 4 (100a oraz 10b + ¢). Musi wiec by¢ podzielny
przez 4. O
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Cwiczenie. Udowodnij kilka wybranych cech podzielnosci, np. przez 2 lub 5 (to latwiejsze) lub przez
319 (to bedzie trudniejsze) dla liczb trzycyfrowych.

Znajomo#$¢ cech podzielnosci wykorzystaé do rozwiazywania zadan zwiazanych konkursowych. Pierw-
sze z podanych zadan moze rozwiazaé takze uczen uczacy sie matematyki na poziomie podstawowym.
Wystarczy jedynie, zeby znal wzory skréconego mnozenia przypomniane ponize;j.

Wzory skroconego mnozenia:

e (a+0b)?=a%+ 2ab+ b?> — wzoér na kwadrat sumy
e (a—b)? =a? — 2ab + b* — wzoér na kwadrat roznicy
e a? —b* = (a—b)(a+b) — wzér na kwadrat réznicy

Cwiczenie 21. Przy dzieleniu liczb a, b i ¢ przez 5 otrzymujemy odpowiednio reszty 1, 21 3. Wykaz,
ze suma kwadratow tych liczb daje reszte 4 z dzielenia przez 5.

Rozwigzanie 21. Z zalozen otrzymujemy, ze

a=5k+1
b=>50+2
c=5m+3

dla pewnych liczb catkowitych k, I, m € Z. Po podstawieniu:

a? +b% +c2 = (5k + 1) + (51 + 2)2 + (5m + 3)% = 5(5k? + 51> + 5m? + 2k + 41 + 6m + 2) + 4,
a poniewaz 5k% + 512 4+ 5m? 4 2k + 4l + 6m + 2 € Z, zatem teza jest prawdziwa.

Ponizej podajemy przyktady kilku innych prostych zadan oraz kilku bardziej ztozonych.
Cwiczenie 22. Liczby naturalne spetniaja rownosé 56a = 65b. Wykaz, ze liczba a + b jest zlozona.
Rozwigzanie 22. Zauwazmy, ze

56(a + b) = 56a + 56b = 65b + 56b = 121b.
Stad, poniewaz, NW D(56,121) = 1, to a + b jest podzielne przez 121.
Cwiczenie 23. Wykaz, 7e jezeli a jest liczba naturalna, to a® — a jest podzielne przez 6.

3

Rozwiazanie 23. Wykorzystamy rozktad wyrazenia a®> — a na czynniki:

a® —a=ala®—-1)=ala—1)(a+1),
co oznacza, ze a® — a jest iloczynem trzech kolejnych liczba calkowitych. Wérdd tych trzech kolejnych
liczb catkowitych musi by¢ jedna podzielna przez 3 i co najmniej jedna podzielna przez 2. Stad wynika
teza.

Cwiczenie 24. Wyznacz wszystkie liczby naturalne n, dla ktorych liczba n* + 4 jest pierwsza.
Rozwiazanie 24. W rozwigzaniu wykorzystamy rozkltad wyrazenia na czynniki:
nt4d=nt 440> +4—4n? = (n*+2)? — (2n)* = (n? —2n +2)(n® + 2n + 2).

Poniewaz n? —2n+42 < n? 4 2n+ 2, to aby n* + 4 byla liczba pierwsza, musi zajié, ze n? —2n+2 =1,
czyli n = 1. Wtedy n* +4 = 5, czyli 1 jest szukang wartoscig n. Dla pozostatych liczb naturalnych
wyrazenie n* + 4 jest iloczynem dwoch liczb naturalnych wickszych od 1, a zatem jest liczba ztozona.

W powyzszym rozwigzaniu zastosowalismy szczegdlny przypadek tzw. tozsamosci Sophie-Germain.
Wyglada ona nastepujaco:

a* 4+ 4b* = (a® — 2ab + 2b%)(a® + 2ab + 2b?).
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Cwiczenie 25. Wykaz, ze liczba 22002 4 52000 jest liczbg zlozona.
Rozwigzanie 25. Skorzystamy z tozsamosci Sophie-Germain:
52000 4 92002 _ (51000)2 4 4 (91000y2 _
— (51000 _ 5300 9501 4 91001y (51000 4 5500 9501 | 91001y

i latwo zauwazamy, ze oba czynniki sg wieksze od 1.

3.3 Kongruencje
Do rozwiazywania zadan dotyczacych podzielnoéci oraz reszt z dzielenia mozemy uzy¢ kongruencji.

Definicja. Méwimy, ze
a=b mod n,

co czytamy “a przystaje do b modulo n”, jezeli n|(a — b).
Dla przyktadu, 3=3 mod 6,7=3 mod 2, —8 = —18 mod 10.

Cwiczenie. Udowodnij, ze relacja przystawania do siebie modulo n jest relacja:
1. zwrotna, czyli a = a mod n,
2. symetrycznag, czylia =b mod n < b=a mod n,
3. przechodnia, czyli z faktu, ze a =b mod n oraz b =c¢ mod n wynika, ze a = ¢ mod n.

Przy rozwiazywaniu zadan bedziemy bardzo czesto korzystaé¢ z dziatan, ktére mozemy wykonywaé
na kongruencjach. Sa to dodawanie, odejmowanie i mnozenie obustronnie kongruencji tego samego

typu.
Twierdzenie. Jezelia =b mod n orazc=d mod n, to
1.a+c=b+d mod n
2.a—c=b—-—d mod n
3. a-c=b-d mod n
Dowdd. Udowodnimy ostatnia wlasnosé. Jak tatwo sprawdzi¢, n|[(a — b)c + b(c — d)]. Mamy:
(a—=Db)c+b(c—d) =ac—bec+ bc — bd = ac — bd,
a zatem rowniez n|(ac — bd), czylia-c=b-d mod n. O
Whiosek. Jezelia=b mod n, to a* =b* mod n, gdzie k € Z.

Warto powiedzie¢ uczniom, ze kongruencji w ogolnosci nie mozemy dzieli¢ stronami. Prawdziwe
jest bowiem jedynie nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie. Jezeli NWD(c, k,a,b) =1, to z faktu, ze a = b mod k wynika, ze

Rozwiazemy teraz kilka zadan wykorzystujac wlasnosci kongruencji. Zauwazmy, ze zazwyczaj
zadania wykorzystujace kongruencje rozwigzuje sie poprzez znalezienie liczby przystajacej do 1 lub —1
modulo n.
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Cwiczenie 26. Wykaz, ze ostatnig cyfra liczby 72°¢ jest 1.

Rozwiazanie 26. Znajdzmy jakas potege liczby 7, ktora konczy sie jedynka. Jak tatwo sprawdzié,
74 = 2401, a wiec
7=1 mod 10

i potegujac stronami:
(7H%* =15 mod 10

7256 =1 mod 10,

czyli ostatnig cyfrag 726

jest 1.
Cwiczenie 27. Znajdz dwie ostatnie cyfry liczby 340 bez uzycia kalkulatora.

Rozwiazanie 27. Aby znalez¢ dwie ostatnie cyfry liczby, postuzymy sie kongruencjg modulo 100.
Trzeba znalezé kongruencje, ktoéra da sie tatwo potegowaé. Niestety, 342 = 56 mod 100, ale znacznie
lepiej wyglada kongruencja 342 =4 mod 100. Stad

34° =43 mod 100,

a wiec

3410 =43.34=2176 =76 mod 100,
zatem ostatnie dwie cyfry liczby 34'%to 7 i 6.

3100

Cwiczenie 28. Wyznacz reszte z dzielenia liczby przez 28.

Rozwigzanie 28. Podobnie jak poprzednio, szukamy potegi liczby 3, ktéra bedzie przystawaé do 28
modulo 1 lub —1. Mamy
3>=—-1 mod 28

i potegujac stronami
39 =(-1)¥ = -1 mod 28,

a zatem
3100 = _3 mod 28,

wiec 3190 4 3 = 28k, gdzie k € Z. Aby znalezé reszte z dzielenia, zapisujemy
3100 = 28k —3=28(k —1) +28 — 3 =28(k — 1) + 25,

a poniewaz (k — 1) € Z, to szukang reszta z dzielenia jest 25.
Cwiczenie 29. Wykaz, 7e

(a) 13536 —1

(b) 13]270 4 370,
Rozwiazanie 29. (a) Szukamy potegi liczby 5, ktora przystaje do 13 modulo 1 lub —1. Mamy

52=—-1 mod 13,

czyli
(5)8 = (=1)"® =1 mod 13,
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a stad
5% _-1=0 mod 13,

zatem teza jest prawdziwa.
(b) Podobnie jak poprzednio znajdziemy jaka$ specjalng wlasnos¢ taczaca 13 z liczbami 2 i 3.
Widag, ze
20=_-1 mod 13.

Zatem
(29" = -1 mod 13,

a poniewaz
24 =3 mod 13,

to mnozac dwie ostatnie kongruencje stronami otrzymujemy
20 =3 mod 13 (1)
Analogicznie postepujemy z potega trojki:
3=1 mod 13
(332 =1%%  mod 13,

czyli
39 =1 mod 13.

Po przemnozeniu przez kongruencje:
3=3 mod 13

otrzymujemy
3°=3 mod 13. (2)

Dodajac stronami kongruencje (1) i (2) otrzymujemy, ze
270430 =0 mod 13,
co dowodzi tezy.

Cwiczenie 30. Wykaz, ze jezeli liczby z,y, z € Z spelniaja rownanie x2 4 32 = 22

, to
(a) co najmniej jedna z liczba x i y jest podzielna przez 3.
(b) co najmniej jedna z liczba z i y jest podzielna przez 4.

(¢) co najmniej jedna z liczba x,y i z jest podzielna przez 5.
Rozwiazanie 30. (a) Zauwazmy, ze
e jezelin =0 mod 3, to n? =0 mod 3
e jezelin =1 mod 3, ton? =1 mod 3

e jezelin =2 mod 3, ton? =1 mod 3
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Stad wynika, ze n? przy dzieleniu przez 3 daje reszte 0 lub 1. Jezeli zatozymy, ze zadna z liczb = oraz
y nie jest podzielna przez 3, to
22 =22+y>=2 mod 13,

co jest sprzeczne, bo kwadrat liczby calkowitej nie moze przystawaé¢ do 2 modulo 3.
(b) Postuzymy sie kongruencja modulo 8. Wtedy

e jezelin =0 mod 8, to n? =0 mod 8
e jezelin =1 mod 8, ton? =1 mod 8
e jezelin =2 mod 8, to n? =4 mod 8
e jezelin =3 mod 8, ton? =1 mod 8
e jezelin =4 mod 8, to n? =0 mod 8
e jezelin =5 mod 8, ton? =1 mod 8
e jezelin =6 mod 8, to n? =4 mod 8

e jezelin =7 mod 8, ton? =1 mod 8

Jezeli zalozymy, ze zadna z liczb x, y nie jest podzielna przez 4, to ich kwadraty daja reszte 1 lub 4
przy dzieleniu przez 8. Suma kwadratéw tych liczb daje zatem reszte 2, 5 lub 0 przy dzieleniu przez
8. Skoro to suma kwadratéw tez ma by¢ kwadratem, zatem zachodzi ostatni przypadek. Wtedy kazda
z liczb x, y musi by¢ podzielna przez 2 i niepodzielna przez 4. Zatem z = 2u i y = 2w, gdzie v i w s3
nieparzyste. Wtedy rowniez z jest parzyste: z = 2t. Mamy:

(2u)? + (2w)? = (2t)?
u? +w? = t2,

jednak liczby u i w sg nieparzyste, czyli ich kwadraty przystaja do 1 modulo 8. Stad t2 = 2 mod 8,
co, jak pokazaliSmy wczesniej, nie jest mozliwe.

(c) Postepujac podobnie jak poprzednio pokazujemy, ze kwadraty liczb catkowitych przystaja do
0, 1 lub 4 modulo 5. Jezeli zatem zadna z liczb x, y nie jest podzielna przez 5, to suma ich kwadratéw
moze przystawaé do 2 (co nie jest mozliwe, skoro 2?2 jest kwadratem), 3 (tak samo) lub 0. Stad z jest
podzielne przez 5.

4 Rownania i niero6wnosci

W poprzednim zadaniu zajeliSémy sie rozwigzywaniem pewnego réwnania w zbiorze liczb catkowitych.
W tym rozdziale rozszerzymy to zagadnienie.

4.1 Roéwnania i wzory skré6conego mnozenia

W tym opracowaniu skupimy sie na rozwigzywaniu réwnan z wykorzystaniem wzoréw skréconego
mnozenia oraz na réwnaniach diofantycznych, czyli takich, ktére rozwigzuje sie jedynie w zbiorze liczb
catkowitych.

Cwiczenie 31. Wykaz, ze:

(a) jezeli a® + b* = 2ab, to a = b.
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(b) jezeli a,b > 0 oraz a®> — b?> =0, to a = b.
(c) jezeli a,b> 0 oraz a® — a’b —ab® +b> =0, to a =b.
Rozwiazanie 31. (a) Przenosimy 2ab na druga strone i korzystamy ze wzoru skroconego mnozenia:
a? —2ab+b*=0
(a —b)*> =0.
Poniewaz kwadrat liczby rzeczywistej jest zawsze nieujemny, to bedzie on réwny 0 tylko wtedy, gdy

a—b=0, czyli a =0.
(b) Uzyjemy wzoru skroconego mnozenia na réwnosci z zaltozenia:

a2 —b>=0
(a=Db)(a+b)=0
a—b=0V a+b=0
a=bV a=-b.

Zauwazmy, ze poniewaz a,b > 0, to nie moze zaj$¢ przypadek a = —b. Musi zatem zachodzi¢ a = b.
(c) Sprobujemy pogrupowaé¢ wyrazy na réwnosci z zalozenia:

a*(a—b) —b*(a—b) =0
(a—Db)(a®> —1b*) =0
(a—b)(a—Db)(a+b)=0
(a—b)2(a+b)=0.

A zatem
a—b=0V a+b=0

a=bV a=-b
i znowu drugi z przypadkéw zaj$é nie moze, skoro a i b sg liczbami dodatnimi.
Cwiczenie 32. Uzasadnij, ze jezeli dtugosci bokow trojkata spelniaja zaleznosé
a® + b2+ =ab+be+ ca,
to trojkat jest rownoboczny.

Rozwigzanie 32. Wyrazenia po prawej stronie réwnosci: ab, bc i ca znajduja sie we wzorach skroco-
nego mnozenia pomnozone przez 2. Pomnézmy wiec te réwnosé obustronnie:

242 4 20 4 2¢? = 2ab + 2bc + 2ca.

Przenosimy wszystko na strone lewa:
242 + 2b% + 2¢? — 2ab — 2be — 2ca = 0,
a nastepnie sprytnie grupujemy wyrazy:
(a® — 2ab+ b*) + (b* — 2bc + ) + (¢* — 2ac + a®) = 0

(a=b2+(b—-c)?+(c—a)?=0.

Kwadraty liczb nieujemnych sa nieujemne, zatem, zeby ich suma byla réwna 0, musza zajs¢ rownosci
a—b=0ANb—c=0Ac—a=0,

a stad a = b = ¢, czyli trojkat jest réwnoboczny.
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4.2 Roéwnania diofantyczne

Przypomnijmy, ze réwnaniami diofantycznymi nazywamy réwnania, ktore rozwiazujemy w zbiorze liczb
catkowitych lub naturalnych. Nazwa tego typu réwnan pochodzi od greckiego matematyka Diofantosa
(III w.n.e.). W kolejnych ¢éwiczeniach bedziemy szukali wiec liczb catkowitych spelniajacych dane
réwnanie lub dowodzili, ze takie rozwigzanie istnie¢ nie moze.

Cwiczenie 33. Rozwiaz podane rownania w zbiorze liczb catkowitych:
(@) (z-2)(y+3)=2
(b) zy+z=2y+7

Rozwiazanie 33. (a) Poniewaz z,y € Z, zatem = — 2,y + 3 € Z. Skoro iloczyn tych liczb ma by¢
réwny 2, to kazda z tych liczb musi byé catkowitym dzielnikiem liczby 2. Mamy wiec nastepujace

przypadki:
r—2=1 r—2=2 r—2=-1 r—2=-2
\ V \% ,
y+3=2 y+3=1 y+3=-2 y+3=-1

V \% \%

(b) Sprobujemy odpowiednio pogrupowaé wyrazenia:

czyli

zy+r—2y—7=0
(x—2)y+2—-2-5=0
(z—=2)(y+1) =5,

wiec podobnie jak poprzednio:

a stad

Cwiczenie 34. Wykaz, ze podane rownanie nie maja rozwiazania w zbiorze liczb caltkowitych:
(a) 2z+4y+8z=17

(b) 22 +y? =42+3

(c) 2 4+1=3y3

(d) 2+ y* = 30.
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Rozwiazanie 34. (a) Widzimy, ze lewa strone réownania latwo mozna przedstawi¢ w postaci 2(z +
2y + 4z). Liczba x + 2y + 4z musi by¢ liczba catkowita, a zatem lewa strona rownania jest podzielna
przez 2. Prawa strona jest jednak nieparzysta. Stad sprzecznosc.

(b) Liczba 4z + 3 przy dzieleniu przez 3 daje reszte 4. Lewa strona jest natomiast suma dwoch
kwadratéw. Pokazemy, ze suma dwoch kwadratéw nie moze dawaé reszty 3 z dzielenia przez 4.

W ponizszej tabelce przedstawimy mozliwe kombinacje reszt z dzielenia liczb x, y, kwadratéw tych
liczb oraz sumy tych kwadratow (informacje te mozna tatwo wykazaé algebraicznie albo korzystajac z
wlasnosci kongruencji). Dla skrocenia tabeli, rozpatrzymy tylko przypadki, kiedy reszta z dzielenia x
jest wieksza réwna reszcie z dzielenia y (mozemy tak zrobi¢, bo przypadek, gdy np. = daje reszte 3, a
y reszte 2 bedzie analogiczny do przypadku, gdy x daje reszte 2, a y reszte 3).

[N~}
&)

2

[N~}

T |y |x Y e +y
0]0] 0 0 0
1(10] 1 0 1
111]1 1 2
210] 0710 0
21110 1 1
21210 0 0
31011 0 1
31111 1 2
3121 0 1
3131 1 2

Jak wida¢ z ostatniej kolumny, nie jest mozliwe, zeby reszta z dzielenia liczby x? + y? byta liczba
3. Stad réwnanie nie ma rozwigzan w zbiorze liczb catkowitych.

(¢) Analogicznie jak poprzednio, liczba 2 nie moze dawac reszty 2 z dzielenia przez 3, stad liczba
22 + 1 nie jest podzielna przez 3, w przeciwienstwie do 3y>.

(d) Postuzymy sie podobna metoda. Aby réwnanie

z? + 2% =30

mialo rozwigzanie w liczbach caltkowitych, to suma kwadratu i szeScianu musiataby dawaé reszte 3 z
dzielenia przez 9. Latwo sprawdzié¢, ze kwadrat liczby caltkowitej moze przy dzieleniu przez 9 dawac
reszte 0, 1, 4 lub 7. SzeScian z kolei, moze da¢ jedynie reszte 0,1 lub 8, wiec pomnozony przez 2 da nam
reszty 0, 2 lub 7. Dodajac poszczegdlne reszty, nie otrzymamy nigdy reszty réwnej 3. Stad réwnanie
jest sprzeczne.

Jeszcze inng metoda rozwigzywania rownarn diofantycznych jest metoda nieskoniczonego schodzenia.
Jest to metoda przydatna do pokazywania, ze réwnanie nie ma rozwiazania w zbiorze liczb naturalnych
dodatnich, a jej dzialanie opiera si¢ na dos$é¢ oczywistym stwierdzeniu, ze w kazdym niepustym podzbio-
rze liczb naturalnych dodatnich istnieje element najmniejszy. Pokazemy jej dzialanie na ponizszych
przykladach.

Cwiczenie 35. Rozwiaz rownanie
(a) 8zt + 4y* + 22% = t* w liczbach naturalnych dodatnich.
(b) 2? + y* = 322 w liczbach naturalnych dodatnich.

Rozwiazanie 35. (a) Niech czworka (z,y, z,t) bedzie rozwiazaniem naszego rownania o najmniejszej
mozliwej wartosci z. Mozemy to zalozy¢, bo kazdy niepusty pozbiér zbioru liczb naturalnych posiada
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element najmniejszy. Jezeli czworka (z,y, z,t) ma by¢ rozwigzaniem naszego rownania, to ¢ musi by¢
podzielne przez 2, czyli t = 2t;. Stad

8zt 4+ 4y* + 22 = 161/ : 2
4ot 4 2y + 21 = 8t}
a stad z musi by¢ podzielne przez 2, czyli z = 2z, gdzie z; € N. Mamy
4ot + 2y* + 1627 = 8t/ : 2
20t 4yt + 821 = 4]
Stad y jest podzielne przez 2, czyli y = 2y;, gdzie y; € N. A zatem

20" + 16y; + 821 = 4t1/ : 2

at + 8yl +4z) = 2t

wiec 2|z, czyli x = 2z1. Ostatecznie,
1627 + Syt + 421 = 2t1/ : 2
8x1 + 4y + 221 =t

a zatem czworka liczb (1,41, 21,t1) tez jest rozwiazaniem naszego wyj$ciowego rownania, przy czym
x1 < x. ZalozyliSmy jednak, ze nie ma rozwigzania o mniejszej wartosci x. Mamy wiec sprzecznosé —
réwnanie nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych dodatnich.

(b) Niech (x,y, z) bedzie trojka spelniajaca rownanie, o najmniejszej mozliwej wartosci z. Wtedy
oczywiécie 22 + 12 jest podzielne przez 3. Badajac reszty z dzielenia kwadratéw przez 3, otrzymujemy,
ze kazda z liczb x,y musi by¢ podzielna przez 3, czyli x = 3z, oraz y = 3y, gdzie z1,y1 € N. Wtedy
jednak

922 4 9y? =322/ : 3
2

327 + 3y} = 2%,

czyli z musi by¢ podzielne przez 3. Niech wiec z = z; oraz
327 4+ 3y? =922/ :3
2 2 2

ry] +y1 = 321,
a zatem trojka (x1,y1, 21) tez jest rozwigzaniem oraz z; < z. Mamy wiec sprzeczno$¢ — rownanie nie
ma rozwigzan w podanym zbiorze.
4.3 Nieréwnosci

Nieréwnosci bedziemy rozwiazywaé¢ metoda przeksztatcen réwnowaznych, tzn. przeksztalcajac je tak,
zeby nie zmieni¢ zbioru ich rozwiazan. Pamietajmy, ze zawsze:

e mozemy doda¢ lub odjaé stronami te samg liczbe;

e mozemy pomnozy¢ obie strony przez liczbe dodatnia;

e mozemy pomnozy¢ obie strony przez liczbe ujemna, pamietamy wtedy jednak o zmianie znaku
nieré6wnosci
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e mozemy podnie$é¢ nieréwnosé obustronnie do kwadratu, o ile obie jej strony sa tego samego znaku.
Cwiczenie 36. Udowodnij nieré6wnosci:
(a) a®+ b* > 2ab
(b) a? —ab+ b > ab

a 1
< Z
1+a%2 — 2

(d) a®+ab+b>>0

(e) a? —ab+b>>0
(f) a®>+v>+1>ab+a+b.
Rozwiazanie 36. (a) Przenosimy wyrazenie 2ab na druga strone i zauwazamy wzor skroconego mno-
zenia:
a? —2ab+ 06> >0
(a—Db)?>0.

Ostatnia nieré6wnosé¢ jest prawdziwa, bo kwadrat liczby rzeczywistej jest nieujemny.
(c) Mnozymy nieréwno$¢ obustronnie przez 2(1 + a?). Nie zmieniamy znaku nieréwnosci, bo

2(1+a*) >0

dla dow. a.
2a§1+a2
a’—=2a+1>0
(a—1)2>0

Ostatnia nieré6wnos¢ jest prawdziwa, bo kwadrat liczby rzeczywistej jest nieujemny.
(d) Pomnozmy nieréwnosé obustronnie przez 2:

242 + 2ab+ 26> > 0
a?+2ab+b*+a®>+b>>0
(a+b)?+a*+b*>0.

Ostatnia nier6wnosé jest prawdziwa, bo kwadratéw liczb rzeczywistej jest nieujemny, a wiec ich suma
jest rowniez wieksza réowna 0.
(f) Podobnie jak poprzednio, mnozymy nier6wno$é¢ przez 2.

2a* + 26 + 2 > 2ab + 2a + 2b
2a% + 2b* + 2 — 2ab — 2a — 2b > 0
a®—2ab+b? +a* —2a+1+b>—2b+1>0
(a=b)?*+(a—1)2+(b-1)2>0
Cwiczenie 37. Udowodnij, ze:

(a) jezelia >0, to a+ 2 >2
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(b) jezelia < 0,toa+ 1 < -2
(c) jezeli ab >0, to & + £ >2.
Rozwiazanie 37. (a) Nier6wnos$¢ mnozymy obustronnie przez a (a > 0) :
a®+1 > 2a
a>—2a+1>0
(a—1)*>0,

co jest prawda, bo kwadrat kazdej liczby rzeczywistej jest nieujemny.
(b) Tak samo jak poprzednio, mnozymy nieréwnos$¢ przez a. Teraz jednak a jest ujemne, wiec
pamietamy o zmianie znaku na przeciwny.

a2+12—2a
a?4+2a+1>0
(a+1)*>>0

Ostatnie nieréwnosé jest prawdziwa, bo kwadrat liczby rzeczystej jest nieujemny.
(¢) Mnozymy obustronnie przez ab (ab > 0) :

a® + b% > 2ab
a®> —2ab+b* >0
(CL - b)2 Z Oa
co jest prawda, bo kwadrat liczby rzeczywistej jest nieujemny.

Do dowodzenia wielu nieréwnosci mozna uzy¢ tzw. nieréwnosci miedzy $rednimi. Jezeli a,b > 0 oraz:

2+b2

a . . .
oznacza $rednig kwadratows liczb a i b;

oznacza $rednig arytmetyczna liczb a i b;

e +/ab oznacza Srednig geometryczna liczb a i b;

2ab
a+b

to prawdziwe okazuje sie nastepujace twierdzenie.

oznacza $rednig harmoniczng liczb a i b,

Twierdzenie. Dla a, b > 0:

Podane twierdzenie mozna uogdlni¢ réwniez na przypadek wielu niewaidomych.

Twierdzenie. Dla aq,as,as,...,a, > 0 zachodzq nierdwnosci:

2 2 2 2

n|Q a a a a ¢ a ¢ n

\/1+2+3+ R R o PR 1
n n a+g+g+...+a.
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Cwiczenie 38. Uzywajac nieréwnosci miedzy srednimi, wykaz ze:

(a) jezeli a, b> 0, to (a+ b)(é + %) > 4.

(b) jezeli a, b, ¢ > 0, to (a—i—b—i—c)(é + % + %) >9.

(c) jezeli a, b, ¢ > 0, to (a+ b)(b+ c)(c+ a) > 8abe.

(d) jezelia,b>0ia+b=1,to (1+2)(1+%) > 9.

R 2021 | 2020 | 2019 1 1 1
(e) jezeli a > 0, to a“*** +a™" + 0" + ... + 3019 + 2020 + 2021 > 4043.

Rozwiazanie 38. (a) Wykonujemy mnozenie po lewej stronie:
b
I+ 242 4+1>4
b «a

a b
— 4+ - > 2.
b+a*

Zauwazmy, ze korzystajac z zaleznodci miedzy $redniag arytmetyczng i geometryczna:

a zatem

co chcieliSmy udowodnié.
(b) Ponownie wykonujemy mnozenie:
a

b

a b a ¢ b ¢
-+ - —I—(*+*)+ -+ -] >6.
b a c a c b
Analogicznie jak w podpunkcie (a) pokazujemy, ze kazde wyrazenie w nawiasach przyjmuje wartosé

wieksza lub réowna 2. Stad ich suma jest wieksza lub réwna 6, co nalezalo udowodnié.
(¢) Wymnazamy i dzielimy przez abc > 0 :

a b b ¢ ¢
1+ -+ —F+-+1dt-+-+-+1>9
c a c a b

a’b + ab® + a%c + abc + abe + b%c + ac® + b? > 8
b «a

a b ¢ ¢
— -1+l -+ - 28
c ¢ b a b a

a b a ¢ b ¢
== +(~wﬁ+ -+ ) >6,
b a c a c b
co udowodnili$my juz w poprzednim zadaniu.
(d) Wymnazamy lewa strone nieréwnosci:

Stad

1 1 1
1+-+-+—2>09.
JraijJrab_
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Odejmujemy obustronnie 1 i sprowadzamy utamki po lewej do wspolnego mianownika:

atbrl. g

ab
Korzystamy z faktu, ze a+b=1:

2

Z >3,

ab —
a stad

b < L

a -

— 4

Udowodnimy zatem, ze ab < i. Skorzystamy z nieréwnoéci miedzy $rednia arytmetyczng i geome-

4
tryczna:

> Vab

N~ N

> ab,

N

wiec teza zostaje udowodniona.
(e) Ze zwiazku miedzy $rednig arytmetyczna i geometrycznag:

1 1 1
"7 2019 42020 © ;2021

2021 2020 2019 1 1 1
a7 FaT T AT At geor T geow + groer 4°4§/a2021 . q2020 . 2019 .

=1
4043 - ’

a zatem
1 1 1

2021 , 2020 , 2019
a ta ta +.t 42019 + 42020 + 2021 > 4043.

Cwiczenie 39. Wykorzystujac opisane powyzej metody, wykaz, ze:
a® b 2

(a) Jezeli a,b,c> 0, to ?+7+7 >a+b+ec.

c a

1
(b) Jezelin € N, liczby a1, az, as, ..., a, sa dodatnie i sumujace sie do 1, to a? + a3 + a3 + ... + a2 > —.

3

(c) Jezeli a,b > 0, to a® +b> > a?b + ab®.
(d) Jezeli z >0, to x + j—Z > 3.
(e) Jezeli a,b,ci d sa takimi liczbami rzeczywistymi, ze ¢ —d = a — b, to
(a=b)c=d)+(a—c)b=d)+ (d—a)(b—c) > 0.
Rozwiazanie 39. (a) Przeksztalcamy nier6wnos¢ w sposéb réwnowazny:
a®c+ b2a + Ab > a’be + ab’c + abc?

adc+ b3a + b — a®be — ab’c — abc® > 0
a®c+ b3a + b — 2a%be — 2ab’c — 2abcta’be + ab’c + abc® > 0
ac — 2a%be + ab’c + ba — 2ab*c + abc® + b — 2abc® + a®be > 0
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Fundusze Rzeczpospolita

Europejskie Rzecet SAMORZAD WOJEWODZTWA Unia Europejska
Program Regionalny -

WIELKOPOLSKIEGO Europejski Fundusz Spoteczny

ac(a® — 2ab + b?) + ab(b? — 2bc + ¢2) + be(c? — 2ac + a?) > 0
ac(a —b)* 4+ ab(b — ¢)? + be(c — a)? > 0,

co koriczy dowod, bo a, b, c > 0.
(b) Wykorzystujemy nier6wnosé¢ miedzy $rednia kwadratowa i arytmetyczna n liczb. Wtedy

\/a%—i—a%—ﬁ—ag—i—...—i—a%>a1+a2+a3+...—|—an 1
n - n n
ﬁ+@+ﬁ+mﬂﬁ>i
n — n?

a%—i—a%—&—ai—i—...—l—ai > —.
(c) Przeksztatcamy teze rownowaznie poprzez grupowanie wyrazow:
a® + b > a?b + ab?
A+ —a’b—ab®> >0
a*(a —b) +b*(b—a) >0
(a® —b*)(a—1b) >0
(a—b)*(a+1b) >0,
co jest prawda, bo a,b > 0.

(d) Wykorzystujemy zalezno$¢ miedzy srednia arytmetyczng i geometryczna:

Chk R Rl -
3 3 =

3

4
a?

=1

|8
N8

i wystarczy pomnozy¢ przez 3, zeby otrzymac teze.
(e) Przeksztatcamy lewa strone nieréwnosci:

(a—c)b—d)+(d—a)(b—c) =ab—ad —bc+ cd+bd — cd — ab+ ac
=ac—ad—bc+bd = (a—0b)(c—d).

Poniewaz ¢ —d = a — b, zatem (a — b)(c —d) = (a — b)?. Stad
(a—c)(b—d) = (a—1b)%*>0,

co oczywiscie jest prawda, bo kwadrat liczby rzeczywistej jest nieujemny.
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