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Skrypt 1.

Zajecia 1. Wprowadzenie do programu GeoGebra.

Modut nr 1
Geometria elementarna

Skrypt 2.

Zajecia 1. Konstrukcje prostej réwnolegtej oraz prostopadtej do danej prostej,
przechodzacej przez dany punkt, z wykorzystaniem podstawowych obiektéw oraz
narzedzi GeoGebry.

Zajecia 2. Konstrukcje dwusiecznej kata oraz symetralnej odcinka, ze
stosowaniem podstawowych obiektéw oraz narzedzi GeoGebry. Rozwigzywanie
zadan z wykorzystaniem utworzonych apletow.

Skrypt 3.

Zajecia 3. llustracje twierdzen: o dwdch prostych réwnolegtych przecietych
trzecig prosta oraz katow w kole. Rozwigzywanie zadan ze stosowaniem
utworzonych apletéw.

Skrypt 4.

Zajecia 4. Konstrukcje wybranych wielokgtow foremnych (tréjkat rownoboczny,
kwadrat, sze$ciokat foremny, dziesieciokat foremny, pieciokat foremny).
Rozwigzywanie zadan ze stosowaniem utworzonych apletéw.

Skrypt 5.

Zajecia 5. llustracje odcinkdw i linii w tréjkacie oraz twierdzen o wysokosciach,
srodkowych bokdédw w tréjkacie. Rozwigzywanie zadan ze stosowaniem
utworzonych apletdw.

Zajecia 6. llustracje twierdzen o dwusiecznych katéw wewnetrznych oraz
symetralnych bokéw w trdjkacie. Okrgg wpisany w tréjkat i okrag opisany na
tréjkacie. Rozwigzywanie zadan ze stosowaniem utworzonych apletéw.

Modut nr 2
Algebra

Skrypt 6.

Zajecia 7.Zapoznanie z ustawieniem parametréw ukfadu wspétrzednych.
Utworzenie apletu przedstawiajagcego wykresy kilku funkcji (y = x,y = |x|,

y = i, y=x%y=x3 y=+x,y=2%y=log,x). tamana, ktéra jest 2
wykresem funkcji. Rozwigzywanie zadan z wykorzystaniem utworzonych apletow.
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Zajecia 8. Funkcja liniowa, funkcja kwadratowa — utworzenie apletéw.
Odczytywanie wtasnosci funkcji oraz rozwigzywanie zadan ze stosowaniem
zbudowanych apletéw.

Zajecia 9. Proporcjonalnos¢ odwrotna, funkcja homograficzna — utworzenie
apletow. Odczytywanie wtasnosci funkcji oraz rozwigzywanie zadan ze
stosowaniem skonstruowanych apletéw.

Skrypt 7.

Zajecia 10. Przesuniecie rownolegte wykresu funkcji (tamana, funkcja liniowa,
funkcja kwadratowa) o wektor. Rozwigzywanie zadan ze stosowaniem
utworzonych apletéw.

Zajecia 11. Przesuniecie réwnolegte wykresu proporcjonalnosci odwrotnej oraz
funkcji wyktadniczej o wektor.

Przeksztatcenia wykresu funkcji liniowej w symetrii wzgledem osi ukfadu
wspotrzednych oraz w symetrii wzgledem poczatku tego uktadu.

Rozwigzywanie zadan z wykorzystaniem utworzonych apletéw.

Zajecia 12. Przeksztatcenia symetryczne wykresu funkcji kwadratowe;.

Utworzenie apletu przedstawiajacego wykres funkcji y = |f(x)|, gdzie f jest
funkcja z listy funkcji. 2
Rozwigzywanie zadan ze stosowaniem skonstruowanych apletéw.

Skrypt 8.

Zajecia 13. Interpretacja uktadow rownan liniowych z dwiema niewiadomymi.
Interpretacja geometryczna nieréwnosci liniowych z dwiema niewiadomymi.

Rozwigzywanie zadan ze stosowaniem utworzonych apletéw. 2

Zajecia 14. Ukfady nieréwnosci liniowych z dwiema niewiadomymi — tworzenie

apletéw. Rozwigzywanie zadan ze stosowaniem utworzonych apletow. 1

Zajecia 14. Tworzenie wiasnych apletéw. 1

Zajecia 15. Tworzenie wtasnych apletow oraz ich prezentacja. 5
taczna liczba godzin 30
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GeaGebra

Math Calculators

Skrypt 1.

o Wstep

e Wprowadzenie do GeoGebry

Projekt ,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan” wspoéffinansowany przez Unig
Europejska z Europejskiego Funduszu Spotecznego
w ramach Wielkopolskiego Regionalnego Programu Operacyjnego na lata 2014-2020



SAMORZAD WOJEWODZTWA Unia Europejska :. .'.
WIELKOPOLSKIEGD Europejski Fundusz Spoteczny Bk

Fundusze
Europejskie
Program Regionalny

Wstep

. GeoGebra jest bezptatnym oprogramowaniem do nauczania matematyki, ktére moze byc¢
wykorzystywane na kazdym poziomie edukacji (takze do samodzielnego uczenia sie). Mocnymi

stronami tego oprogramowania sa:

e dostepnosc w jezyku polskim,

e mozliwos¢ zainstalowania na rdznych systemach operacyjnych (np. Windows, Linux, ...)
i uzywania na komputerach czy smartfonach,

e dynamiczne konstrukcje geometryczne, rysowanie wykreséw, obliczanie dtugosci odcinkdw,
miar katéw, mozliwosci arkusza kalkulacyjnego, przedstawianie obiektéw w postaci graficznej,
algebraicznej lub w komérkach arkusza kalkulacyjnego,

e faczenie réznych dziatéw matematyki,

e wspomaganie twdrczego myslenia oraz rozwijanie kreatywnej postawy uczniow,

e zwiekszanie atrakcyjnosci zajeé.

Il. Obecnie sg dostepne dwie wersje GeoGebry: Geogebra klasyczna (wersja 5; nie bedzie rozwijana,
lecz wykryte btedy bedg poprawiane) oraz Geogebra Math Calculators (wersja 6; wersja dostepna

na komputery, tablety, smartfony oraz rézne systemy operacyjne).
Wersja webowa (online, uniwersalna) jest dostepna na stronie:

https://www.geogebra.org/apps

Wersja instalacyjna (offline, na rézne systemy i urzagdzenia) jest dostepna na stronie:

https://www.geogebra.org/download

lll. Zatozenie konta na stronie GeoGebry
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Wprowadzenie do GeoGebry

l. Interfejs uzytkownika
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Il. Polecenia zawarte w Menu:

e Plik (tworzenie nowego pliku, zapisywanie, otwieranie istniejgcego, udostepnanie, drukowanie)

e Edycja (cofnij, pondw, kopiuj, wklej, zaznacz wszystko)

e Widok (wybér widokdw (zaznaczenie/odznaczenie), wyswietlanie Protokotu konstrukcji, Paska
nawigacji)

e Opcje (rozmiar czcionki, sposdb etykietowania obiektéw)

¢ Narzedzia (tworzenie nowych narzedzi, modyfikowanie paska narzedzi)

e Logowanie do platformy GeoGebra Materials

. Menu Widoku Grafiki pozwala ukry¢ lub wyswietli¢ osie uktadu wspétrzednych, dokonaé wyboru

rodzaju siatki badzZ jej braku, skalowa¢ ekran. Zestaw narzedzi (dostepnych na pasku narzedzi)
zmienia sie w zaleznosci od widoku, ktéry jest otwarty i aktywny. Sg one pogrupowane tematycznie.
Klikajgc myszg, narzedzie aktywuje sie. To narzedzie jest zaznaczone granatowg ramkga, a pomoc do

niego jest wyswietlana na szarym tle w dolnej czesci okna.

IV. Klawiatura wirtualna skfada sie z czterech paneli:

e liczby i symbole matematyczne
e funkcje: trygonometryczne, logarytmiczne, wyktadnicze oraz pochodne, catki
e litery i symbole, operatory logiczne i matematyczne

o litery greckie

Przycisk eee rozwija liste wszystkich funkcji matematycznych oraz liste polecen, ktore sg dostepne

W programie.

V. Zapisywanie plikéw GeoGebry

e W ,,chmurze”: Menu — Plik — Zapisz; plik jest domyslnie zapisany jako prywatny. Plik mozna
udostepni¢ innym uzytkownikom. Mozna tego dokona¢ poprzez zmiane dostepnosci pliku na
Udostepniony (poprzez link) bagdz Publiczny (plik dostepny dla wszystkich).

e Na wtasnym dysku lub nosniku: Menu — Zapisz jako (nazwa oraz rozszerzenie .ggb).
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VI. Przyktad

Tréjkat rownoramienny ABC, okrag wpisany w ten trojkat

Instrukcia:

Uruchom program GeoGebra.

Wytacz: Osie, Siatke i Widok Algebry.

Z Menu wybierz: Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty
Wstaw odcinek AB

Wstaw symetralng odcinka AB

Wskaz dowolny punkt C, ktory nalezy do symetralnej odcinka AB

Wstaw odcinek AC oraz odcinek BC (powstat tréjkat réwnoramienny ABC).

Zaznacz punkt przeciecia odcinka AB oraz symetralnej odcinka AB. Nazwij go D.

w 0 N o L A N e

Wstaw dwusieczng kata CAB.

10. Zaznacz punkt przeciecia symetralnej odcinka AB oraz dwusiecznej kata CAB. Nazwij go E.
11. Wstaw okrag o srodku w punkcie E, przechodzacy przez punkt D.
12. Sformatuj obiekty zgodnie ze wskazéwkami:
a) Ustaw styl odcinka AB na linie przerywang, grubos¢ 4.
b) Zmien nazwe odcinka AC na a (prawy klawisz myszy) i ustaw styl etykiety Nazwa i wartos¢.
c) Ustaw kolor linii okregu na czerwony, grubos¢ linii okregu na 8, przezroczystosé kota na 25%.

d) Zmien nazwe srodka okregu na S.

NS RCIEPANEE .
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e) Ukryj prostg AS.

Na powyzszym rysunku po prawej stronie (na dole) znajduja sie trzy przyciski, ktére sg przydatne

przy wykonywaniu konstrukcji:
@, Przybliz
@ Oddal

07 Petny Ekran
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GeaGebra

Math Calculators

Skrypt 2.

e Konstrukcja prostej rownolegtej do danej prostej,
przechodzacej przez dany punkt (lezgcy poza dang prosta)

e Konstrukcja prostej prostopadtej do danej prostej,
przechodzgcej przez dany punkt (lezgcy poza dang prostg)

e Konstrukcja dwusiecznej kata
® Konstrukcja symetralnej odcinka

® Zadania
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Uwaga: W menu Widok warto uruchomié¢ Protokét konstrukcji (utatwia kontrole nad
wykonywang pracg) oraz we wtasciwosciach Widoku Grafiki w zaktadce Podstawowe

— Pasek nawigacji (umozliwia odtworzenie kolejnych etapéw konstrukgc;ji).

I. Konstrukcje z wykorzystaniem podstawowych obiektow (punkt, prosta, okrag)

1. Konstrukcja prostej rownolegtej do danej prostej, przechodzacej przez dany punkt

Instrukcia:

Uruchom program GeoGebra.
Wytacz: Osie, Siatke i Widok Algebry.
Z Menu wybierz: Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty

Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt

1. Wstaw prostg AB.
2.  Wstaw punkt C.
3. Wstaw okrag o srodku w punkcie A i promieniu rownym |AC]|.
4. Zaznacz punkty przeciecia prostej AB i okregu o srodku w punkcie A. Nazwij je D oraz E.
5. Wstaw okrag o srodku w punkcie E i promieniu rownym |AC]|.
6. Wstaw okrag o srodku w punkcie C i promieniu réwnym |AC|.
7. Zaznacz punkty przeciecia okregu o srodku w punkcie E z okregiem o srodku C. Nazwij je F, G.
8. Wstaw prosta CG.
9. Uzasadnij poprawnos¢ konstrukcji.
10. Sformatuj obiekty:

a) Kliknij prawym przyciskiem myszy w punkty: D, E, F, G i odznacz Pokaz obiekt.

b) Ustaw grubos¢ prostej AB na 8. Zmien styl punktéw A i B, kolor czarny.

¢) Zmien nazwe prostej CG na a (kliknij prawym klawiszem i otwoérz Wtasciwosci — Pokaz
etykiete: Nazwa (wpisz a)) oraz ustaw grubosé linii na 10, kolor czerwony. Zmien styl punktu

C, kolor czarny.
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d) Ukryj okregi.

2. Konstrukcja prostej prostopadtej do danej prostej, przechodzacej przez dany punkt

nielezacy na danej prostej

Instrukcja:

Uruchom program GeoGebra.

Wytgcz: Osie, Siatke i Widok Algebry.

Z Menu wybierz: Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty
Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt

1. Wstaw punkt A.
2.  Wstaw prostg BC. Zmien jej nazwe na f (prawy klawisz myszy i ustaw etykiete Nazwa). Kliknij

prawym przyciskiem myszy w punkty B, C i odznacz Pokaz obiekt. Ustaw grubos¢ prostej f na 8.
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3. Wstaw okrag o $Srodku w punkcie A i takim promieniu AD (punkt D lezy na prostej f), by przeciat
prostg f w dwdch punktach. Nazwij je E oraz F. Ustaw grubo$¢ linii okregu na 5, kolor niebieski.
Zmien nazwe odcinka AD na r (prawy klawisz myszy i ustaw etykiete Nazwa). Ukryj punkt D.

4. Wstaw dwa okregi o Srodku w punkcie E oraz o srodku w punkcie F i promieniu réwnym |EF|.
Ustaw styl linii okregdw na linie przerywana, grubos¢ 5.

5. Zaznacz punkty przeciecia okregdéw o srodkach w punktach E oraz F. Nazwij je G, H.

6. Wstaw prostg przechodzacg przez punkty A i G. Zmien nazwe prostej AG na k (prawy klawisz
myszy i ustaw etykiete Nazwa). Ustaw grubo$¢ linii na 8, kolor czerwony.

7. Uzasadnij poprawnos¢ konstrukcji.

3. Konstrukcja dwusiecznej kata

Instrukcja:

Uruchom program GeoGebra.

Wytgcz: Osie, Siatke i Widok Algebry.
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Z Menu wybierz: Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty
Ustawienia — Zaokraglenie — 0 miejsca po przecinku

Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt

1. Wstaw kat ABC (| XABC|=a) i we wiasnosciach podstawowych ustaw etykiete Kat pomiedzy: 0°
i 360°. Ustaw grubos$¢ ramion kata na 8, kolor czarny. Odznacz Pokaz etykiete.

2. Wstaw okragg o srodku w punkcie B i promieniu AB. Ustaw styl linii okregu na przerywany,
grubosé na 5, kolor czarny. Kliknij prawym przyciskiem myszy w linie okregu i wigcz etykiete
Pokaz etykiete. Okrgg ma nazwe c.

3. Zaznacz punkt przeciecia okregu c z ramieniem BC. Nazwij go D.

4. Wstaw dwa okregi o promieniu rownym |AB|: jeden o Srodku w punkcie A, a drugi —w punkcie
D. Ustaw styl linii okregéw na przerywany, grubosé na 5, kolor zielony. Wiacz etykiete Pokaz
etykiete (prawy klawisz myszy). Nazwy okregéw: d, e.

5. Zaznacz punkty przeciecia okregéw d, e w punktach E, F. Punkt B = E, wiec ukryj punkt E (prawy
przycisk myszy i odznacz Pokaz obiekt).

6. Wstaw potprostg BF i ustaw jej styl na linie ciggta, grubosé na 10, kolor czerwony.

7. Wstaw katy: FBD i ABD i we wtasnosciach podstawowych ustaw Pokaz etykiety: Nazwa
i warto$¢ (XFBD = [,4ABF =), Kat pomiedzy: 0° i 180°, Przezroczystos¢ prostej 70,
Wielkos¢ 65 dla kata i 100 dla kata .

8. Uzasadnij poprawnos¢ konstrukgji.
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4. Konstrukcja symetralnej odcinka

Instrukcia:

Uruchom program GeoGebra.
Wytacz: Osie, Siatke i Widok Algebry.

Z Menu wybierz: Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty

Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt
1. Wstaw odcinek AB i ustaw jego grubos¢ na 8, kolor niebieski.

2. Wstaw dwa okregi o srodkach w punkcie A oraz w punkcie B i promieniu r = |AB|. Ustaw styl ich

linii na przerywang, grubos$¢ na 5, kolor czarny.
3. Zaznacz punkty przeciecia tych okregdw: punkt C, punkt D.
4. Wstaw prostg CD i ustaw jej styl na linie ciggta, grubos¢ na 10, kolor czerwony.

5. Wstaw punkt E przeciecia odcinka AB i prostej CD. Ustal styl punktu E, grubo$é na 5, kolor

czerwony. Zmien nazwe punktu E na S (prawy klawisz myszy i ustaw etykiete Nazwa).

6. Uzasadnij poprawnosc¢ konstrukcji.
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Il. Konstrukcje z wykorzystaniem narzedzi GeoGebry

1. Konstrukcja prostej rownolegtej do danej prostej, przechodzacej przez dany punkt

Instrukcia:
Uruchom program GeoGebra.
Wytgcz: Osie, Siatke i Widok Algebry.

Z Menu wybierz: Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty

Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt

1. Wstaw prostg AB i ustaw jej grubos¢ na 8, kolor czarny. Ukryj punkty A i B (prawy klawisz myszy
i odznacz Pokaz obiekt). Zmien nazwe prostej (prawy klawisz myszy i witgcz Pokaz etykiete):
prosta f.

2.  Wstaw punkt C.

3. Wstaw prostg rownolegtg do prostej f, przechodzacej przez punkt C.

2. Konstrukcja prostej prostopadtej do danej prostej, przechodzacej przez dany punkt

nielezacy na danej prostej

Instrukcija: (I sposéb)

Uruchom program GeoGebra.

Wytgcz: Osie, Siatke i Widok Algebry.

Z Menu wybierz: Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty

Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt
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1. Wstaw prostg AB i ustaw jej grubos$¢ na 8, kolor czarny. Ukryj punkty A i B (prawy klawisz myszy
i odznacz Pokaz obiekt). Zmien nazwe prostej (prawy klawisz myszy i otwérz Wtasciwosci —
Pokaz etykiete: Nazwa (wpisz a)).

2.  Wstaw punkt C.

3. Wstaw prostg prostopadtg do prostej a, przechodzacej przez punkt C.

Instrukcija: (Il sposéb)

Uruchom program GeoGebra.

Wytgcz: Osie, Siatke i Widok Algebry.

Z Menu wybierz: Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty

Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt

1. Wstaw prostg AB i ustaw jej grubos$¢ na 8, kolor czarny. Ukryj punkty A i B (prawy klawisz myszy
i odznacz Pokaz obiekt). Zmien nazwe prostej (prawy klawisz myszy i otwérz Ustawienia —
Pokaz etykiete: Nazwa (wpisz a)).

2.  Wstaw punkt Ci wyznacz jego obraz w symetrii wzgledem osi a (punkt C’).

3.  Wstaw prostg CC'.

4. Uzasadnij poprawnos¢ konstrukgji.
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3. Konstrukcja dwusiecznej kata

Instrukcja:

Uruchom program GeoGebra.

Wytacz: Osie, Siatke i Widok Algebry.

Z Menu wybierz: Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty
Ustawienia — Zaokraglenie — 0 miejsca po przecinku

Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt

1.  Wstaw kat ABC (| <ABC|=a) i we wiasnosciach podstawowych ustaw etykiete Kat pomiedzy:
0°i360°. Ustaw grubos¢ ramion kata na 8, kolor czarny. Odznacz Pokaz etykiete.

2.  Wstaw dwusieczng kata ABC i ustaw jej grubosé na 8, kolor czerwony.

3.  Wstaw katy: ABD i DBC i we wtasnosciach podstawowych ustaw Pokaz etykiety: Nazwa
i wartos¢ (XABD = f,4<DBC = y), Kat pomiedzy: 0° i 180°, Przezroczystos¢ prostej 70,
Wielkos¢ 60 dla kata i 75 dla kata y.
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4. Konstrukcja symetralnej odcinka

Instrukcia:

Uruchom program GeoGebra.

Wytacz: Osie, Siatke i Widok Algebry.

Z Menu wybierz: Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty
Ustawienia — Zaokraglenie — 0 miejsca po przecinku
Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt

1.  Wstaw odcinek AB. Ustaw grubosc¢ odcinka na 8, kolor niebieski.

2.  Wstaw symetralng odcinka AB. Ustal jej styl linii na ciggta, grubos$¢ na 8, kolor czerwony.

3.  Wstaw kat DCA i i we wtasnosciach podstawowych ustaw: Pokaz etykiete Wartosé, styl:

wielkos$¢ 60, grubos$¢ na 5. Ukryj punkt D (prawy klawisz myszy i odznacz Pokaz obiekt).
4.  Wstaw odcinki AC i BC; kolor niebieski, grubos¢ na 8 i w ich wtasnosciach podstawowych

ustaw: Pokaz etykiete Wartos¢.

90°
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Zadania

1.

N oo &

Skonstruuj prostg prostopadta do danej prostej, przechodzacej przez punkt P lezgcy na tej
prostej, z wykorzystaniem podstawowych obiektédw (punkt, prosta, okrag).

Uzasadnij, ze kazdy punkt dwusiecznej kata jest rownoodlegty od ramion kata.

Uzasadnij, ze kazdy punkt kata wypuktego réwnoodlegty od ramion kata, lezy na dwusiecznej
tego kata.

Wyznacz prostg réwnoodlegta od dwdch prostych rownolegtych.

W jakim troéjkacie jedna z symetralnych boku tego tréjkata zawiera jego wysokosé?

W jakim tréjkacie kazda z symetralnych boku tego tréjkata zawiera jego wysokosé?

Oblicz miary katéw ostrych tréjkata prostokatnego, wiedzac ze symetralna przeciwprostokatne;j
przechodzi przez wierzchotek kata prostego.

W tréjkacie ABC (|«C| =90°) symetralna przeciwprostokatnej AB przecina dtuzsza
przyprostokatng AC. Oblicz dtugos$é¢ boku AC, jesli przeciwprostokatna ma dtugos¢ 30 cm,

a odcinek symetralnej boku AC, zawarty w tym trdéjkacie, ma dtugos¢ 8 cm.
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Math Calculators

Skrypt 3.

e Dwie proste przeciete trzecig prosta
e Katy w kole

e Zadania
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I. Dwie proste przeciete trzecig prosta. Zadania

Dwie rézne proste a, b (rownolegte badZz nieréwnolegte) przeciete trzecig prostg ¢ odpowiednio

w punktach A, B tworzg po cztery katy wypukte.

Katy odpowiadajace: aie, fik,diwyil

Katy naprzemianlegte: §iu,y i € (zewnetrzne), a i A, § i k (wewnetrzne)

Twierdzenie

Jezeli dwie proste rownolegte sg przeciete trzecig prosta, to katy naprzemianlegte zewnetrzne

(naprzemianlegte wewnetrzne i odpowiadajace) sg rowne.

Instrukcija:

Uruchom program GeoGebra.

Wiacz Widok Grafiki i Widok Algebry. Wytgcz: Osie, Siatke.

Z Menu wybierz: Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty
Ustawienia — Zaokraglenia: 0 miejsca po przecinku
Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt

1. Wstaw prostg AB (prosta a) oraz prostg do niej réwnolegtg (prosta b), przechodzaca przez punkt

C (C ¢ a). W ustawieniach prostych ustal ich kolor i styl.
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2. Wstaw prostg DE (prosta c), przecinajacg proste a, b. Ustal jej kolor i styl.
3. Wyznacz punkty przeciecia prostych: a i c (punkt G), b i ¢ (punkt F). Ustal ich kolor i styl.
4. Wstaw punkt H, nalezacy do prostej b.

5. Utwoérz katy: <DGA, <EFH, <FGB, <GFC. W ustawieniach Podstawowe ustaw etykiete: Nazwa
i Wartos¢ oraz Kat pomiedzy: 0° i 180°. Ustal kolor, Wielkos$¢ (70), Wypetnienie (Standard) dla
kazdego kata.

6. Ukryj: punkty A, B, C, H, nazwy punktéw F i G.

L a
@ W y = 129°

° A @\
b

oE

Katy naprzemianlegte zewnetrzne
aif

Katy naprzemianlegte wewnetrzne

Yiod
Katy odpowiadajace
aid Piy

Projekt ,,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan” wspétfinansowany przez Unie
Europejska z Europejskiego Funduszu Spotecznego
w ramach Wielkopolskiego Regionalnego Programu Operacyjnego na lata 2014-2020



SAMORZAD WOJEWODZTWA Unia Europejska .'. ".
WIELKOPOLSKIEGO Europejski Fundusz Spoteczny Lo

Fundusze
Europejskie
Program Regionalny

Twierdzenie odwrotne

Jezeli katy naprzemianlegte zewnetrzne (badz naprzemianlegte wewnetrzne, badz odpowiadajace)

sg rowne, to dwie proste przeciete trzecig prostg sg rdwnolegte.

Zadania

1. Na ponizszych rysunkach proste a, b sg rownolegte. Korzystajac z informacji podanych na rysunku,

oblicz miary katéw: a, B, y.

a) b)

c) d)

142
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2. Korzystajac z informacji podanych na rysunku, oblicz miary katow a, 3. Proste a, b sg réwnolegte.

3. Sprawdyz, czy proste a, b sg réwnolegte. Odpowiedz uzasadnij.

a) b)

</ a ,,

108°

4. Sprawdz, czy odcinki AS oraz BC sg réownolegte. OdpowiedZ uzasadnij.
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Il. Katy w kole. Zadania

Twierdzenie

Miara kata srodkowego jest dwa razy wieksza od miary kata wpisanego opartego na tym samym

tuku.

Instrukcija:

Uruchom program GeoGebra.

Witacz Widok Grafiki i Widok Algebry. Wytgcz: Osie, Siatke.

Z Menu wybierz: Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty

Ustawienia — Zaokraglenia: 2 miejsca po przecinku
Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt

. Wstaw okragg o srodku S i promieniu 6 oraz punkty A, B nalezace do tego okregu. Dla punktéw

A, B, S ustaw kolor czerwony, wielko$¢ punktu — 4.

. Wstaw tuk okregu (S, B, A) (przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara). Ustal jego kolor (szary)

i styl (grubos¢ linii - 5).
. Na tuku (S, B, A) wstaw punkt C (kolor czerwony, wielkos¢ punktu - 4).
. Wstaw tuk okregu (S, A, B) i ustal jego kolor (czarny) i styl (grubos¢ linii - 8).

. Wstaw odcinki SA, SB (kolor czarny, grubos¢ linii - 8) oraz odcinki CA, CB (kolor czerwony,
grubos¢ linii - 8).
. Utwérz katy: <ASB, XACB i w ustawieniach Podstawowe ustaw etykiete: Nazwa, kolor,

Wielkos¢ (70) dla kazdego kata.

. Wstaw Tekst: “o = 75.98°”, “3 = 151.96°” (kolor zielony, Tekst — Maty, czcionka pogrubiona),

przeciggajgc z Widoku Algebry. Wigcz etykiete Osadz Obiekt.

. Wstaw Tekst: “B = 2a”’. Tekst: Srednia, czcionka pogrubiona, wigczona formuta LaTeX. Wigcz

etykiete Osadz Obiekt.
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B =2«
o = 67.79

3 = 135.58

Twierdzenie

Katy wpisane, oparte na tym samym tuku, sg rowne.

Instrukcia:

Uruchom program GeoGebra.

Witgcz Widok Grafiki i Widok Algebry. Wytgcz: Osie, Siatke.

Z Menu wybierz: Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty
Ustawienia — Zaokraglenia: 1 miejsca po przecinku
Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt

1. Wstaw okrag o Srodku w punkcie S, przechodzacy przez punkt B oraz punkt A, ktéry nalezy do

tego okregu. Punkty S, A, B: kolor czarny, wielkos¢ punktu — 4.
2. Wstaw tuk okregu (S, A, B) i ustal jego kolor (czarny) i styl (grubosc¢ linii - 8).
3. Wstaw tuk okregu (S, B, A). Ustal jego kolor (szary) i styl (grubosé linii - 8).

4. Wstaw punkty C, D, E (kolor czarny, wielkos¢ punktu - 4), nalezgce do tuku (S, B, A) — kolor szary,
grubos¢ linii — 8.
5. Wstaw odcinki: CA i CB (kolor fioletowy, grubos¢ linii - 8), DA i DB (kolor rézowy, grubos¢ linii -

8), AE i EB (kolor niebieski, grubos¢ linii - 8).

6. Wstaw katy: XACB, <ADB,<XAEB i w ustawieniach Podstawowe ustaw etykiete: Wartos¢,
Wielkos¢ (60) dla kazdego kata.

7. Wstaw odcinki AS i BS (kolor czarny, styl — linia przerywana, grubos¢ linii - 5) oraz <ASB (ustaw

etykiete: Wartos¢, wielkosé - 60).
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@ C = Punkt(e) A
— (-75,47) b
@ D = Punkt(e)
— (-4.7,5.9) ®
E = Punkt(e) :
@
— (-12,43) ®

f = Odcinek(C, A
@ (CA)

— 4

g = Odcinek(C, B)
@

— 82

h = Odcinek(D, A)
@

— 63

i = Odcinek(D, B)

~ 73

~ = Odcinek(A, E)

.01

Twierdzenie

Kat wpisany oparty na pétokregu jest prosty.

Instrukcia:

Uruchom program GeoGebra.

Wiacz Widok Grafiki i Widok Algebry. Wytgcz: Osie, Siatke.

Z Menu wybierz: Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty
Ustawienia — Zaokraglenia: 1 miejsca po przecinku

Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt

L.p. Nazwa Opis Rezultat
1. | PunktB Wstaw punkt B Punkt B
2. | PunktS Wstaw punkt S Punkt S
3. | Prosta BS Wstaw prostg BS Prosta f

Wstaw okrag przechodzacy przez punkt B,

. B . , .
4 Okrag (5,B) ktdrego Srodkiem jest punkt S Okrag c
5. | Przeciecie (f, ) Wsta'\w pu.nkty przeciecia prostej f i okregu c; Punkt A
ukryj etykiete punktu A;
6. | Odcinek AB Ukryj prosta f i wstaw odcinek AB Odcinek d
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7. | tuk (S,A,B) Wstaw fuk okregu (S,A,B) tuk e

8. | tuk(S,B,A) Wstaw tuk okregu (S,B,A) tuk g

9. | Kat ASB Wstaw kat ASB a = 180°
10. | Punkt C Wstaw punkt C nalezacy do tuku g Punkt C
11. | Odcinek AC Wstaw odcinek AC Odcinek h
12. | Odcinek CB Wstaw odcinek CB Odcinek i
13. | Kat ACB Wstaw kat ACB B =90°

B A OO 4N (4
Bl A % N

@ B=(8803) :
C

@ s5-(2403 : @

f: Prosta(B,S) :
O .

— Ox-64y =-19
® c : Okrag(S,B) ;

— (x-24F + (y-03) =412 S

: A > B

® Przecigcie(c, f) . 180°

— A = (88 03)
© - aA=(403 :
® e : LukOkregu(S, A, B) ;

— 20.2
o g : LukOkregu(S, B, A) :

C
S

— 20.2

Zadania
1. Oblicz miary katéw wewnetrznych
tréjkata ABC.
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2. Oblicz miary katéw wewnetrznych czworokgta ABCD.

a) b)

)

3. Dane sg okregi o(S; r) i o(T; r), ktdre przecinajg sie w punktach A oraz C. Oblicz miare kata SCB.

Projekt ,,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan” wspétfinansowany przez Unie
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Math Calculators

Skrypt 4.

e Konstrukcje wybranych wielokgtéow foremnych

e Zadania
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Konstrukcje wybranych wielokatéw foremnych. Zadania

1. Na ptaszczyznie dany jest odcinek o dtugosci f. Zbuduj tréjkat réwnoboczny, ktérego wysokosc

jest réwna danemu odcinkowi.

Instrukcia:

Uruchom program GeoGebra.

Wtacz Widok Grafiki i Widok Algebry. Wytgcz: Osie, Siatke.

Z Menu wybierz: Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty

Ustawienia — Zaokraglenia: 2 miejsca po przecinku

Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt

L.p. Nazwa Opis Rezultat
1. | Odcinek (C,D) Wstaw odcinek CD Odcinek f
2. | Prostopadta (D,f) Wstaw prostg prostopadtg do odcinka f, Prosta g

przechodzacg przez punkt D
Wstaw kat o mierze 30°, ktérego wierzchotkiem
3. | Kat (D,C,D’") jest punkt C, a odcinek CD zawiera sie w ramieniu | Kat o
tego kata
, Wstaw pétprosty o poczatku w punkcie C, ,
4. | Pot D’ . P&t h
Otprosta (C,D’) przechodzacy przez punkt D’; ukryj punkt D’ ofprosta
5. | Przeciecie (g,h) Wstaw punkt przeciecia prostej g z potprostg h Punkt A
Wstaw kat o mierze 30°(po drugiej stronie
6. | Kat (D’1,C,D) odcinka CD), ktérego wierzchotkiem jest punkt C, | Kat
a odcinek CD zawiera sie w ramieniu tego kata
, , Wstaw pétprosty o poczatku w punkcie C, , .
7. | Potprosta (C,04) przechodzacg przez punkt D’s; ukryj punkt D1 Potprosta
8. | Przeciecie (g,i) Wstaw punkt przeciecia prostej g z potprostg i Punkt B
9. | Odcinek (C,B) Wstaw odcinek CB Odcinek j
10. | Odcinek (A,B) Wstaw odcinek AB Odcinek k
11. | Odcinek (C,A) Wstaw odcinek CA Odcinek |
12. | Tekst Wstaw tekst: Tekstl=""f = 12" f=12

Uwaga: Ustaw kolor oraz styl: odcinkow, punktow oraz tekstu.

Projekt ,,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan” wspétfinansowany przez Unie
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a)f=12 -

= Odcinek(D, C)
- 12
® g : Prostopadta(D, f)
— -0.16x - 12y = -31.43
o D' = Obrét(D, —(30°),C)
— (-13.86, 4.41)
® Kat(D',C,D)
— 30"
® h : Pétprosta(C, D)
— 10.31x - 6.14y = -170.02

A = Przecigcie(g, h
® gcie(g: h)

— (-1481, 2.81) 1386

o D} = Obré6t(D, 30°,C)

b) f — dowolne (dodatnie) O 0 - 0D,
— (028, 0.95)

® °- Kat(D, C,D')
- 30°

h : Pétprosta(C,D’
) (C,D)
— 10.94x + 5.82y = 8.57

A = Przecigcie(g, h
) )
— (1.18,-0.75)

O b= Obréi(D,~(30),C) :
— (-12.11,137)

@ f="XdiCD)
— 30°

: 14.31 A
® i : Pétprosta(C, D) :

Konstrukcja tréjkata rownobocznego po ukryciu prostej i dwéch poétprostych.

O D= 00,300 :
— (022, 1.24)

@ ©=Kab.oD) :
— 30°

h : Pétprosta(C, D’ :
O (C,D)
— 10.62x + 6.4y = 10.29

A = Przecigcie(g, h
O gcie(g, h)
— (1.21, -0.41)

O Di=Ows(D,~(30°),0) :

— (1217, 1)

@ A= raicD) :
- B 14.31
i: Pétprosta(C, DY) :

O I

Projekt ,,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan” wspétfinansowany przez Unie
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2. Na ptaszczyznie dany jest odcinek. Skonstruuj taki kwadrat, by konce danego odcinka byty

wierzchotkami tego kwadratu.

Instrukcia:

Uruchom program GeoGebra.

Wtacz Widok Grafiki i Widok Algebry. Wytgcz: Osie, Siatke.

Z Menu wybierz: Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty

a) Zaktadamy, ze dane punkty to kolejne wierzchotki kwadratu (A, B).

L.p. Nazwa Opis Rezultat
1. | Odcinek (A,B) Wstaw odcinek AB Odcinek f
w t inka f
2. | Prostopadta (A f) staw prostg prostopadta do odcinka f, Prosta g
przechodzaca przez punkt A
Wstaw okrag przechodzacy przez punkt B,
3. | Ok A,B Ok
rag (A,B) ktérego srodkiem jest punkt A a8 ¢
4. | Przeciecie (c,g) Wstaw punkty przeciecia okregu c i prostej g Punkty: D, D1
Prostopadta Wstaw prostg prostopadta do prostej g,
5. Prosta h
(D,g) przechodzacg przez punkt D
Prostopadta Wstaw prostg prostopadta do prostej g, .
6. Prostai
(D1,8) przechodzacg przez punkt D1
7. | Prostopadta (B.f) Wstaw prostg prostopadta do odcinka f, Prosta
przechodzgcy przez punkt B
8. | Przeciecie (h,j) Wstaw punkt przeciecia prostej h z prosta j Punkt C
9. | Przeciecie (i,]) Wstaw punkt przeciecia prostej i z prostg j Punkt C;
10. YX'E'E";; Wstaw wielokat ABCD Kwadrat ABCD
Wielokat . Kwadrat
11. BC:D
(AB,C1.D1) Wstaw wielokat ABC1D; ABC.D;

Uwaga: Ustaw kolor i styl bokow kwadratu oraz jego wierzchotkéw.

Projekt ,,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan” wspétfinansowany przez Unie
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@ g : Prostopadta(A,f)

— -Ox =42 Pl - ~ =
” ~
H 7 N
c : Okrag(A, B) : / \
O 1 \
—-(X+5)2+(y+3)2:87 1 A & ¢ B
. \
. : L
Przecigcie(c, g) : \ /
O i N .
— D, =(-5-12) ~ -7
c
o — D = (-4, 6) D, 1

Konstrukcja po ukryciu prostych i okregu.

— g : Prostopadta(A,f)

— -Ox = 42 D C

c: Okrag(A,B) :
O

— (x+5)2+(y+3)32=87
. A L—L B
Przeciecie(c, g)
@)
— D, = (-5, -12)

© - D=(406) D C,

b) Zaktadamy, ze dane punkty nie sg kolejnymi wierzchotkami kwadratu (A, C).

L.p. Nazwa Opis Rezultat
1. | Prosta (A,C) Wstaw prostg przechodzacg przez punkty A, C Prosta f
2. | Srodek (A,C) Wstaw Srodek odcinka AC Punkt S

Wstaw prostg prostopadty do proste;j f,

3. | Prost dta (S,f Prost
rostopadta (S,f) przechodzacy przez punkt S rostag
Wstaw okrag przechodzacy przez punkt C,

4, | Ok S,C , , . . Ok

rag (5,C) ktdrego srodkiem jest punkt S ra6 ¢
5. | Przeciecie (c,g) Wstaw punkty przeciecia okregu c i prostej g Punkty: B,D
6. YX!;IEI,(S; Wstaw wielokat ABCD Czworokat g1

Uwaga: Ustaw kolor i styl bokow kwadratu oraz jego wierzchotkéw.

Projekt ,,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan” wspétfinansowany przez Unie
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S = PunktSrodkowy(A, C)

— (4,-2)

g : Prostopadta(S, f)

— -10x - 4y — -33

c: Okrag(s, Q) A

— (x-4) + (y + 2 = 30

Przeciecie(c, g)

3. Dany jest odcinek PR. Skonstruuj szesciokat foremny, w ktérym odlegtosé przeciwlegtych jego

bokdw jest réwna dtugosci odcinka PR.
Instrukcja:
Uruchom program GeoGebra.
Wiacz Widok Grafiki i Widok Algebry. Wytgcz: Osie, Siatke.

Z Menu wybierz: Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty

L.p. Nazwa Opis Rezultat
1. | Odcinek (P,R) Wstaw odcinek, ktérego koficami sg punkty P, R Odcinek g
2. | Prostopadta (R g) Wstaw prostg prostopadta do odcinka g, Prosta h
przechodzgcy przez punkt R

3. | Srodek (P,R) Wstaw srodek odcinka PR Punkt S

, Wstaw kat o mierze 30°, ktérego jedno z ramion

4. | Kat(RSR) zawiera odcinek SR Kat o

5. | Potprosta (S,R) Wstaw po’fpro'sta o poczatku S, przechodzaca PStprosta i
przez punkt R

6. | Przeciecie (h.i) Wsta.lw punkt'przeueua prostej h i pétprostej i; Punkt A
ukryj punkt R
Wstaw kat o mierze 30°, ktérego jedno z ramion

7. | Kat (R’1,S,R) zawiera odcinek SR (zgodnie z ruchem wskazéwek | Kat 8
zegara)

. Wst 5t t tku S, hod ,

8. | Potprosta (S,R’1) Staw po prczs 4 0 poczatil >, przechoazacy Pétprosta f

przez punkt R’y

Projekt ,,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan” wspétfinansowany przez Unie
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L.p. Nazwa Opis Rezultat
9. | Przeciecie (fh) Wstz?w punkt'przeaeua prostej h i pétproste;j f; Punkt B
ukryj punkt R’1
10. | Réwnolegta (S,h) Wstaw prostq. rownolegtg do prostej h, Prosta
przechodzacej przez punkt S
Wstaw okrag przechodzacy przez punkt A,
11. | Okrag (S,A) ktérego Srodkiem jest punkt S Okrag c
12. | Przeciecie (c,j) Wstaw punkty przeciecia okregu c z prostg j Punkty C,D
13. | Symetria (A ) Wyznacz obraz punktu A w symetrii sSrodkowe] Punkt A’
wzgledem punktu S
14. | Symetria (B,S) Wyznacz obraz punktu B w symetrii srodkowej Punkt B
wzgledem punktu S
Wielokat Wstaw wielokat foremny o szesciu bokéw, , .
15 (A,B,C,A’,B’,D) ktdrego dtugos¢ jest rowna dtugosci odcinka AF Szesciokat

Uwaga: Ustaw kolor i styl odcinka PR oraz szesciokata foremnego. Mozna zmieni¢ nazwy

wierzchotkéw szesciokagta foremnego.

g = Odcinek(P,R)

h : Prostopadta(R, g)

— -8x = -11
. 2 B' YA
® S = PunktSrodkowy(P, R) L 4 "
— (-2,-1) :
: 1
O R’ = Obrét(R, 30°,S) ’ S 30° SR
P g : 1
— (1, 1) W |
: |
a = Kat(R,S,R') i
O |B
= 30° " 3
N Pétprasta(S, R') ;
— -2x+3y =2
.  J
® A = Przeciecie(h,1) : C

Projekt ,,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan” wspétfinansowany przez Unie
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4. Konstrukcja dziesieciokata foremnego i pieciokata foremnego (na podstawie opisu E. Koflera,

Z dziejow matematyki, Wiedza Powszechna, Warszawa 1962) .

Instrukcia:

Uruchom program GeoGebra.
Wtacz Widok Grafiki i Widok Algebry. Wytgcz: Osie, Siatke.

Z Menu wybierz: Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty

L.p. Nazwa Opis Rezultat

Wstaw okrag przechodzacy przez punkt P,

1. | Okrag (5,P) ktérego Srodkiem jest punkt S Okrag c
2. | Odcinek (S,P) Wstaw odcinek SP Odcinek f
3. | Prostopadta (5,f) Wstaw prostg prostopadta do odcinka f, Prosta g

przechodzacy przez punkt S
Wstaw punkty przeciecia okregu c i prostej g;
ukryj etykiete punktu C;

5. | Odcinek (S,A) Wstaw odcinek SA Odcinek h

6. | Srodek (S,P) Wstaw srodek odcinka SP Punkt S’
Wstaw okrag przechodzacy przez punkt P,

4. | Przeciecie (c,g) Punkty A, C;

7. | Okrag (S'P) ktérego Srodkiem jest punkt S’ Okrag d

8. | Odcinek (S',A) Wstaw odcinek S’A Odcinek i

9. | Przeciecie (d,i) Wstaw punkt przeciecia okregu d i odcinka i Punkt R
10. | Odcinek (A,R) Wstaw odcinek AR Odcinek j
11. | Okrag (AR) Wstaw okrag przechodzacy przez punkt R, Okrag e

ktorego srodkiem jest punkt A

Wstaw punkty przeciecia okregdéw c i e; ukryj
etykiete punktu C

Wstaw okrag przechodzacy przez punkt A,
ktérego srodkiem jest punkt B

Wstaw punkty przeciecia okregdw c i k; ukryj
etykiete punktu D1

Wstaw punkt E, ktéry jest obrazem punktu B w
symetrii wzgledem f

Wstaw obraz punktu C w symetrii osiowej
wzgledem f

12. | Przeciecie (c,e) Punkty B, C,

13. | Okrag (B,A) Okrag k

14. | Przeciecie (c,k) Punkty D1, C

15. | Symetria (B,f) Punkt E

16. | Symetria (C,f) Punkt D

Projekt ,,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan” wspétfinansowany przez Unie
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tamana
17. Wstaw famang ABCDEC;; C1=F tamanall
(AB,C,D,E,C) 2 ’

Wstaw obraz tamanej | w symetrii osiowej

18. | Symetria (l,g) Dziesieciokat

wzgledem g
19. xlzlzk;tc) Wstaw wielokat ACEE’'C’ Pieciokat
o i = Odcinek(A,S') :

— 6

® Przeciecie(d, i)
— R=(-44)

O j = Odcinek(A,R)

= 4

e : Okrag(A,R)

— (x+6)2+(y-7)2=13
Przeciecie(c, e)

O
— B=(-9,6)

@ - =039

Uwaga: Ustaw kolor i styl odcinka AR, dziesieciokata foremnego oraz pieciokata foremnego. Mozna

zmieni¢ nazwy wierzchotkdw dziesieciokata foremnego.

Zadania

1. Wyznacz miare kgta wewnetrznego:
a) pieciokagta foremnego,

b) szesciokata formnego,

c) dziesieciokata foremnego,

d) dwunastokata foremnego.

Projekt ,,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan” wspétfinansowany przez Unie
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2. Znajdz wielokat foremny, ktérego miara stopniowa kata wewnetrznego jest liczbg naturalna:

a) parzystg (5 przyktadow),

b) nieparzystg (3 przyktady).

3. Dany jest szesciokat foremny. Wyznacz miare kata miedzy:

a) przekatnymi, ktére wychodzg z jednego wierzchotka,

b) dwiema najkrétszymi przekgtnymi.

4. Wykaz, ze przekatne w pieciokacie foremnym sg réwne.

5. Dany jest dziesieciokat foremny. Wyznacz miare kata miedzy dwiema najkrétszymi przekatnymi.

6. Narysuj pieciokgt foremny i szesciokat foremny, a nastepnie - wszystkie przekagtne w obu
wielokatach. W pieciokgcie foremnym powstanie gwiazda o pieciu ramionach, a w szesciokacie

foremnym — o sze$ciu ramionach. Oblicz miary katéw wewnetrznych kazdej z gwiazd.

Projekt ,,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan” wspétfinansowany przez Unie
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GeaGebra

Math Calculators

Skrypt 5.

e Odcinkiilinie w trojkacie
e |lustracje twierdzen o:
- wysokosciach tréjkata
- srodkowych trdjkata
- dwusiecznych katéw wewnetrznych tréjkata
- symetralnych bokdw trdjkata
e Okrag wpisany w trojkat
e Okrag opisany na tréjkacie

e Zadania

Projekt ,,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan” wspétfinansowany przez Unie
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llustracje. Zadania

1. Odcinki i linie w tréjkacie

Instrukcja:

Uruchom program GeoGebra.

Wtacz Widok Grafiki i Widok Algebry. Wytacz: Osie, Siatke.

Z Menu wybierz: Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty

Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt

L.p. Nazwa Opis Rezultat
Trojkat t1
. . Odcinek BC—a
1. | Wielokat(A, B, C) | Wstaw wielokat A,B,C Odcinek AC — b
Odcinek AB - ¢
2. | Srodek(A, B) Wstaw srodek odcinka AB Punkt D
3. | Prostopadta (D,c) Wstaw prostg prostopadta do boku c, Prosta f
przechodzacy przez punkt D
4. | Tekst Wstaw tekst: tekstl = “symetralna” Symetralna
5. | Odcinek(C, D) Wstaw odcinek CD Odcinek g
6. | Tekst Wstaw tekst: tekst2 = “Srodkowa” Srodkowa
D i A
7. B)wu5|eczna( G Dwusieczna kata ACB Prosta h
w k ieci jh inkiem AB;
8. | Przeciecie(h, c) StZ-:IW punkt przeciecia prostej h z odcinkiem AB; punkt E
ukryj prostg h
, Wst 5t t tk kcie C, , .
9. | Potprosta(C, E) Staw polprosta o poczatkiw punkcie Potprosta i
przechodzacg przez punkt E
10. | Kat(A, C, E) Wstaw kat ACE (o), pokaz jego wartos¢ Miara kata
11. | Kat(E, C, B) Wstaw kat ACE (o), pokaz jego wartos¢ Miara kata
i B
12. | Prosta (C, ¢) Wstaw prostg prostopadta do odcinka AB, Prostaj
przechodzgcy przez punkt C
13. | Przeciecie(c, j) Wstaw'punkt przeciecia odcinka c z prosta j; ukryj Punkt F
prosta j
14. | Odcinek (C, F) Wstaw odcinek CF Odcinek k
15. | Tekst Wstaw tekst: tekst3 = “dwusieczna” Dwusieczna
16. | Tekst Wstaw tekst: tekst4 = “wysokos¢” Wysokos¢
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Srodkowa

wysokosé symelralna

dwusleczna

2. Twierdzenie o wysokosciach trojkata

Kazdy tréojkat ma trzy wysokosci. Proste, ktore zawierajg wysokosci trojkata, przecinajg sie

w jednym punkcie (ortocentrum trojkata).

Instrukcia:

Uruchom program GeoGebra.

Wiacz Widok Grafiki i Widok Algebry. Wytgcz: Osie, Siatke.

Z Menu wybierz: Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty
Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt

a) trdjkat ostrokatny
e Wstaw tréjkat ostrokatny ABC (Wielokat o Statym Ksztatcie)
e Wstaw prostg prostopadts f do boku BC, przechodzacg przez punkt A
e Wstaw punkt przeciecia D prostej prostopadtej f z odcinkiem BC
e Wstaw odcinek AD (wysokos¢ tréjkata); ukryj prostg prostopadta f
e Analogicznie wyznacz wysokosci poprowadzone z wierzchotka B oraz wierzchotka C

e Wstaw punkt przeciecia wysokosci tego tréjkata (punkt P)
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b) tréjkat prostokatny

o Wstaw trdjkat prostokatny ABC (np. wstaw: dwie proste prostopadte, prostg przecinajgca
te proste oraz punkty przeciecia prostych A, B, C; wstaw odcinki AB, BC, AC; ukryj proste)

e \Wstaw prostg prostopadtg h do boku BC, przechodzgcg przez punkt A

e Wstaw punkt przeciecia D prostej prostopadtej h z odcinkiem BC

e Wstaw odcinek AD (wysokos¢ trojkata); ukryj prostg prostopadta h

e Zaznacz pozostate wysokosci oraz ortocentrum tego tréjkata (punkt A=P)
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c) trojkat rozwartokatny

e Wstaw tréjkat rozwartokatny ABC (Wielokat o Statym Ksztatcie)

e Wstaw prostg prostopadta f do boku BC, przechodzacg przez punkt A

e Wstaw punkt przeciecia D prostej prostopadte] f z odcinkiem BC

e Wstaw odcinek AD (wysokos¢ trojkata); ukryj prostg prostopadta f

e Analogicznie wyznacz wysokosci poprowadzone z wierzchotka B oraz wierzchotka C

e Wstaw punkt przeciecia wysokosci tego tréjkata (punkt P)

Zadania
1. Wysoko$¢ trdjkata réwnobocznego jest rowna h. Wyznacz pole i obwdd tego tréjkata.

2. Wyznacz dtugos¢ boku tréjkata rdwnobocznego wiedzac, ze wysokos¢ tego trojkata jest o 3 cm

krétsza od jego boku.

3. W trdjkacie prostokgtnym poprowadzono wysokos¢ z wierzchotka kata prostego. Oblicz dtugosé

tej wysokosci, korzystajac z informacji podanych na rysunku.

a) b)

3V2
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4. W tréjkacie prostokatnym ABC przeciwprostokatna AB ma dtugosé¢ 15 cm, a wysokos$¢ CD ,
poprowadzona z wierzchotka kata prostego — 5v2 cm. Oblicz dtugosci odcinkéw, na ktére punkt
D podzielit przeciwprostokatna.

5. W trdjkacie ABC dtugosci bokéw wynosza: |AB|= 10, |BC|= 5, |AC|= 4V6, a wysokosé

poprowadzona z wierzchotka A — 8. Jaka dtugos¢ majg wysokosci poprowadzone z wierzchotka
B, C?
6. Obwdd tréjkata jest rowny 48 cm, a jego wysokosci wynoszg: 8 cm, 91—3 cm, 16§ cm. Oblicz

dtugosci bokéw tego tréjkata.

7. W tréjkacie rownoramiennym ABC boki majg dtugosci: |AC|= |BC|= 12, |AB|= 18. Wyznacz

dtugos¢ wysokosci poprowadzonej z wierzchotka A.

8. Obwadd tréjkata réwnoramiennego ABC (|AC|= |BC|) wynosi 36 dm, a wysokos¢ poprowadzona

z wierzchotka C ma dtugos¢ 12 dm. Jaka dtugos¢ ma wysokos¢ poprowadzona z wierzchotka A?

9. Jakg dtugos¢ majg wysokosci tréjkata, ktérego boki wynosza: 17, 25, 28?

3. Twierdzenie o srodkowych tréjkata

Kazdy trojkat ma trzy érodkowe. Srodkowe tréjkata przecinajg sie w jednym punkcie, ktory dzieli

kazda z nich w stosunku 2 : 1. Punkt przeciecia Srodkowych nazywa sie srodkiem ciezkosci trojkata.

Instrukcia:

Uruchom program GeoGebra.
Wiacz Widok Grafiki i Widok Algebry. Wytgcz: Osie, Siatke.
Z Menu wybierz: Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty

Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt
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e Wstaw trdjkat ABC
e Wstaw srodek odcinka: BC, AC, AB
e Wstaw odcinki: AD, BE, CF
e Wstaw punkt przeciecia odcinka AD i BE
o Wstaw tekst: 2x, x, 2y, vy, 22,2, X,y,ZE€ R,

C
z,y,z € Ry
A = B
Uwaga:
1. Tréjkat rownoramienny 2. Tréjkat rownoboczny
c
C
Wysokos$ci i $rodkowe
pokrywajaq sie
h=s
A B
A D B F

Projekt ,,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan” wspétfinansowany przez Unie
Europejska z Europejskiego Funduszu Spotecznego
w ramach Wielkopolskiego Regionalnego Programu Operacyjnego na lata 2014-2020



SAMORZAD WOJEWODZTWA Unia Europejska
WIECKOROLSKIEGD, Europejski Fundusz Spoteczny

Fundusze
Europejskie
Program Regionalny

3. Tréjkat prostokatny

cCt
|AS| = % |BC| Konstrukcija trdéjkata prostokatnego
3 W Polu Wprowadzania wstawiono punkty:
A=(0,0), B=(5,0), C=(0,3)
A > B
Zadania

1. Oblicz dtugosc¢ srodkowych tréjkata, korzystajgc z informacji podanych na rysunku.

a) C b) c
o . 30 .
1 B

2. W tréjkacie rownoramiennym ABC podstawa AB ma dfugos¢ 32 cm, a srodkowa AE — 30 cm.

=2}

Oblicz dtugos$é srodkowe]j CD oraz ramienia tego trojkata.

3. W trdjkacie prostokatnym przyprostokatne maja diugoéé¢ 2v2 i 4+/3. Oblicz odlegtos¢

wierzchotka kata prostego od srodka ciezkosci w tym tréjkacie.

4. Oblicz obwdd tréjkata réwnoramiennego ABC, w ktérym Srodkowe AE i BD sg prostopadte, a ich

dtugos¢ wynosi 12cm.

5. W trodjkacie ABC podstawa AB jest rdwna 60 cm, wysokos¢ CD — 12 cm, a srodkowa CE

poprowadzona do podstawy — 13 cm. Oblicz dtugosci bokow tego tréjkata.

6. Punkt E jest dowolnym punktem srodkowej CD trdojkata ABC. Wykaz, ze pole tréjkata AEC jest
rowne polu trdjkata BEC.
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7. Na rysunku ponizej przedstawiono fragment parku, w ktérym alejki AC i AB przecinajg sie pod
katem prostym. Oblicz dtugos¢ drogi spacerowej CS wiedzac, ze |AC| = 50 m, |AE| = 65 m.

Wynik podaj z doktadnoscig do 0,1 metra.
C

8. Odcinek CD jest srodkowa boku AB w tréjkacie ABC. Oblicz miare kata ACB, jesli |CD|= |DB].

9. W trdéjkacie réwnoramiennym ABC, w ktérym |AC|= |BC| i ktérego obwdd wynosi 50,
poprowadzono srodkowe AD i BE. Oblicz dtugosci bokéw tréjkata ABC wiedzac, ze obwdd
tréjkata ABE jest o 8 wiekszy od obwodu tréjkata ACD.

(A. Sniezek, P.Tecza, Zbidr zadari z geometrii ptaszczyzny dla szkét srednich, WSiP, Warszawa 1998)

10. Srodkowe AD, BE, CF tréjkata ABC podzielity ten trdjkat na sze$¢ tréjkatéw (rysunek ponizej).
Oblicz pole tréjkata ABC, jesli P1 = 10 (P1 — pole tréjkata nr 1).
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4. Twierdzenie o dwusiecznej kata wewnetrznego w tréjkacie

W dowolnym tréjkacie ABC, w ktorym CD jest dwusieczng kata wewnetrznego tego trojkata,

., ., |AC]  |BC]
zachodzi rownos$¢: — = —.
|AD|  |DB|

Instrukcia:

Uruchom program GeoGebra.
Wtacz Widok Grafiki i Widok Algebry. Wytgcz: Osie, Siatke.
Z Menu wybierz: Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty

Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt

Wstaw trdjkat ABC

Wstaw dwusieczng kata wewnetrznego ACB

Wstaw katy ACD i DCB oraz tekst: a, o

A
Wstaw tekst lacl _ 1Bcl
|AD| ~ |DB|

Zadania

1. W trdjkacie prostokatnym ABC przyprostokgtne AC, BC majg dfugosci 8 cmi 15 cm. Oblicz dtugosci

odcinkow, na jakie dwusieczna kata prostego tego tréjkata dzieli jego przeciwprostokatna.

2. Dtugosci bokéw tréjkata ABC wynoszg: |AB|= 10 cm, |BC|= 11 cm, |AC|= 13 cm. Oblicz dtugosci

odcinkdw, na ktére dwusieczne katéw tego trdjkata dzielg przeciwlegte boki.

3. Wiadomo, ze w trojkacie ABC dtugos¢ boku AB wynosi 6 cm, a boku BC — 9 cm oraz jeden
z odcinkéw, na ktére dwusieczna kata ABC dzieli bok AC, jest rowny jednemu z danych bokdw.

Wyznacz dtugosé trzeciego boku trdjkata ABC.

4. Obwdd trojkata ABC wynosi 19 cm, a dwusieczna kata wewnetrznego CAB przecina bok BC

w punkcie P takim, ze |BP|=5cm, a | PC|= 2 cm. Wyznacz dtugosci bokdw tréjkata ABC.

5. W trdéjkacie prostokatnym dwusieczna kata prostego dzieli przeciwprostokatng tego trojkata na

odcinki o dtugosciach 5 cm i 7 cm. Oblicz obwdd tego tréjkata.
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5. Twierdzenie o dwusiecznych katow wewnetrznych tréjkata

W dowolnym trdjkacie dwusieczne katow przecinaja sie w jednym punkcie, ktory jest srodkiem

okregu wpisanego w ten trojkat.

Instrukcja:

Uruchom program GeoGebra.

Wtacz Widok Grafiki i Widok Algebry. Wytgcz: Osie, Siatke.

Z Menu wybierz: Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty
Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt

e Wstaw trdjkat ABC
e Wstaw dwusieczne katéw wewnetrznych tréjkata

e Wstaw punkt S przeciecia dwusiecznych
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Instrukcja:

Uruchom program GeoGebra.

Witacz Widok Grafiki i Widok Algebry. Wytgcz: Osie, Siatke.

Z Menu wybierz: Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty
Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt

e Wstaw trdjkat ABC

e Wstaw dwusieczne katéw wewnetrznych tréjkata

e Wstaw punkt S przeciecia dwusiecznych

e Wstaw odcinki SE, SF, SG, ktére sg prostopadte odpowiednio do bokdw tréjkata: AB, BC, AC
e Wstaw okrgg o $rodku S i promieniu réwnym dtugosci odcinka SE

e Wstaw tekst: a,a, 5,6,98,6,r, 1,1

Uwaga: Z twierdzenia o odcinkach stycznych wynika, ze: |AE|= |AG|, |BE|= |BF|, |CF|=|CG|
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Okrag wpisany w tréjkat rownoboczny

Okrag wpisany w tréjkat rownoramienny Okrag wpisany w trojkat prostokatny
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Zadania

1.

2.

Oblicz pole i obwdd okregu wpisanego w tréjkat réwnoboczny o boku dtugosci 10 dm.

Promien okregu wpisanego w tréjkat rownoboczny jest réwny 6 cm. Oblicz wysokos¢ oraz pole

tego trojkata.

. Oblicz promien okregu wpisanego w trojkat:

a) réwnoramienny o bokach dtugosci 10 cm, 13 cm, 13 cm,

b) prostokatny o przyprostokatnych dtugosci 2 cm, 4+/2 cm,

c) o bokach dtugosci 13 dm, 14 dm, 15 dm.

. W tréjkat réwnoramienny ABC, w ktorym dtugosci bokéw wynosza: |AB|= 18, |AC|= |BC|=15,

wpisano okrag. Oblicz dtugos$¢ promienia oraz odlegtosci srodka tego okregu od wierzchotkow

tréjkata ABC.

. W tréjkacie prostokgtnym ABC miara ZACB jest réwna 90°, dtugos¢ przeciwprostokatnej wynosi

25 cm, a jednej z przyprostokatnych — 7 cm. W ten tréjkat wpisano okrag. Oblicz dtugosci

odcinkow, na jakie punkty stycznosci podzielity boki tego tréjkata.

. Oblicz dtugosci przyprostokatnych tréjkata prostokatnego ABC, jesli przeciwprostokatna AB ma

dtugoé¢ 5v/2, a promieri okregu wpisanego w ten tréjkat jest réwny V2.

. Pole tréjkata rownoramiennego ABC wynosi 168 cm?, jego podstawa AB ma dtugos$é 14 cm,

a promien okregu wpisanego w ten trdjkat jest réwny 5,25 cm. Oblicz dtugos¢ ramienia tréjkata

ABC.
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6. Twierdzenie o symetralnych bokéw tréjkata

W dowolnym trdjkacie symetralne trzech bokdw przecinaja sie w jednym punkcie, ktdry jest

srodkiem okregu opisanego na tym tréjkacie.

Instrukcja:

Uruchom program GeoGebra.

Wtacz Widok Grafiki i Widok Algebry. Wytgcz: Osie, Siatke.

Z Menu wybierz: Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty
Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt

e Wstaw trdjkat ABC

e Wstaw symetralne bokow tréjkata i punkt S przeciecia symetralnych
e \Wstaw odcinki SA, SB, SC

e Wstaw okrgg o Srodku S i promieniu rownym dtugosci odcinka SA

e Wstaw tekst: R, R, R

|
I
I
I
v e
|
|
|
I
|

R |AB| - |BC| - |AC|
B 4P,
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Okrag opisany na trojkacie rownobocznym
Okrag opisany na trojkacie rwnoramiennym
S C
A B
A B
Okrag opisany na trojkacie prostokatnym Okrag opisany na trojkacie rozwartokgtnym
1
c R=|BC|
A \_/ |
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Zadania

1.

2.

Oblicz pole i obwdd okregu opisanego na tréjkacie rownobocznym o boku dtugosci 15 dm.

Promien okregu opisanego na tréjkacie rownobocznym jest rowny 9 cm. Oblicz wysokos¢ oraz

obwdd tego tréjkata.

. Oblicz promien okregu opisanego na trdjkacie:

a) réwnoramiennym o bok ach dtugosci 10 cm, 13 cm, 13 cm,
b) prostokatnym o przyprostokatnych dtugosci 2 cm, 4v2 cm,
c) prostokgtnym o przyprostokatnej dtugosci 8V2i przeciwlegtym do niej kacie o mierze 60°,

d) o bokach dtugosci 13 dm, 14 dm, 15 dm.

. W tréjkacie rownoramiennym ABC podstawa AB ma dtugos$é 18 cm, a ramiona AC i BC sg rowne

15 cm. Oblicz odlegtos¢ srodka okregu opisanego na tréjkacie ABC od jego ramienia.

. Promien okregu opisanego na trdjkacie rownobocznym jest o 6 cm krdtszy od jego wysokosci.

Oblicz dtugos$é boku tego trojkata.

. Oblicz dtugos¢ boku tréjkata réwnobocznego, w ktérym rdznica dtugosci promieni okregu

opisanego i wpisanego w ten trdjkat wynosi 5 cm.

. Na tréjkacie réwnoramiennym ABC opisano okrgg o promieniu 4 cm. Podstawa AB tego trdjkata

jest oparta na % okregu. Oblicz miary katéw tego tréjkata oraz jego pole.

Projekt ,,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan” wspétfinansowany przez Unie

Europejska z Europejskiego Funduszu Spotecznego
w ramach Wielkopolskiego Regionalnego Programu Operacyjnego na lata 2014-2020

17



/| SAMORZAD WOJEWODZTWA Unia Europejska
WELROPOLAREGG Europejski Fundusz Spoteczny

Fundusze
Europejskie
Program Regionalny

GeaGebra

Math Calculators

Skrypt 6.

e Wstep

e  Przyktady wykreséw funkcji. Zadania
e Funkgcja liniowa

e  Funkcja kwadratowa

e Proporcjonalnos¢ odwrotna

e Funkcja homograficzna

e Zadania
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I. Ustawienie parametréw uktadu wspoétrzednych
- X
Podstawowe 0OsX 0O8Y  Siatka b4
Wymiary o
xMin: -4.06794 xMax: 0.39717 @
yMin: -8.67719 yMax: 4.96002 Y
0sX : 0sY
1 1 o
Osie

# Pokaz Osie ¥ Pogrubiony
Kolor: . Styl prostej: —
Styl Etykiety: Serif

¥ Pogrubiony Kursywa

Pasek nawigacji etapow konstrukcji

Pokaz
v Przycisk odtwarzania
+ Przycisk otwarcia okna protokotu konstrukgcji

Inne

Kolor tfa:
Tooltips (dymki z komentarzem):  Automatyczny v
Pokaz Wspéirzedne Kursora Myszki

Styl kata prostego: | - v'\

S

0sX O08Y Siatka

Q 9

08X 0OsY Siatka

Q

Podstawowe Podstawowe

¥ Pokaz os OX
¥ Pokaz liczby na osi

Tylko wartosci dodatnie
¢ Odlegtosé: 1
Znacznik: [l -
Etykieta: X
Jednostka:
Przecigcie w: 0

Trzymaj sie krawedzi

¥ Wybdr dozwolony

¥ Pokaz 0os OY
Pokaz liczby na osi

Tylko wartosci dodatnie

>e 0 x

¥ Odlegtosé: 1

Znacznik: [ -

Etykieta: y

Jednostka:

Przeciecie w: 0
Trzymaj sie krawedzi

< Wybdr dozwolony

>e g x
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71y \i| @ Podstawowe O0sX 08Y Siatka X
@ Pokaz Siatke o
6
Przechwytywanie punktu: @
5 Automatycznie v A
Rodzaj siatki
4 Siatka gtéwna v
3 ¥ Odlegiosc:
x: 1 y: 1
2
Styl prostej
1 —
X Kolor: Pogrubiony
4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
-1

Il. Przyktady wykresow funkcji. Zadania
1. Przedstawienie kilku funkcji w jednym aplecie

Instrukcja:
Witgcz: Widok Algebry, Widok Grafiki (Osie, Siatke)
Z Menu wybierz: Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt

Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty
1. Utworz liste funkcji listal = {x, le,%,xz,x3,\/§, 2%, log, x}.

2. We wtasciwosciach obiektu listal w Opisie wpisz f(x)= oraz wybierz: Wyswietl jako lista

rozwijalna.

3. W Widoku Algebry wpisz polecenie: f(x)=Zaznaczony Element(listal).

[ _& fﬁf ‘. — @ Podstawowe  Kolor  Styl Zaawansowane
: Nazwa:
Q@ isar {x. [x[. = %% %% /%, 2% \ogz(x)} f u listal
x
: 7 Definicja:
® f(x) = ZaznaczonyElement(listal) : {x, abs(x), 1/x, ¥2, x3, sqrt(x), 2*x, log(2, x)}
- & Opis:
f(x)=
+ 5

¥ Pokaz obiekt

" Pokaz $lad

¥ Pokaz etykiete
Osadz obiekt
Obiekt pomocniczy

¥ Wyswietl jako lista rozwijalna

Projekt ,,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan” wspétfinansowany przez Unie
Europejska z Europejskiego Funduszu Spotecznego
w ramach Wielkopolskiego Regionalnego Programu Operacyjnego na lata 2014-2020



EUI'OPejS.kle WIELKOPOLSKIEGO Europejski Fundusz Spoteczny T
Program Regionalny x

(Aol . .
i Fundusze SAMORZAD WOJEWODZTWA Unia Europejska

Zadanie

1. Korzystajgc z wykresu funkcji, podaj:

a) jej dziedzine i zbidr wartosci,

b) wspodtrzedne punktéw, w ktérych wykres przecina osie uktadu wspoétrzednych (o ile istniejg),

c) najmniejszg i najwiekszg wartosc¢ funkgji (o ile istniejg).

2. Wykres funkcji —tamana
Instrukcja:
Wiacz: Widok Algebry, Widok Grafiki (Osie, Siatke)
Z Menu wybierz: Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt
Ustawienia — Zaokraglenia: 1 miejsca po przecinku
Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty

1. Wstaw famang ABCDE i ustaw jej grubosé na 8. Ukryj etykiety wszystkich punktéw i zmien ich

kolor na czarny. Zmien wielkos¢ punktéw B, C, D na 2 oraz styl (w razie potrzeby) punktéw A, E.

Uwaga: Mozna zmieniac ksztatt tamanej, przesuwajac jej wierzchotki. Wéwczas moze sie zdarzy¢,

ze otrzymamy wykres, ktéry nie bedzie wykresem funkcji.

2. Wstaw tekst: “To nie jest wykres funkcji” (enter), a nastepnie w Ustawieniach w zaktadce

Zaawansowane wpisz Warunek wyswietlania obiektu: =(X(A) < x(B) < x(C) < x(D) < x(E))

Zmien kolor tekstu na czerwony, mozna go pogrubic.
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@ A-(652362)
L]
@ B=(303-256)
7
@ C= (085 487)
To nie jest wykres funkcji
@ D=(457034) ¢
@ E- (357,200
f = Lamana(A, B.C,D,E)
®
- 30.22
®  To nie jest wykres funkei
+
10 9 -8 7 £ L] 1 2 3 4 L ]

3. Ustaw famang tak, by byta wykresem funkcji, miata miejsca zerowe oraz przecinata o$ OY.
Wyznacz punkty przeciecia tamanej z osiami uktadu wspétrzednych oraz kliknij w Widoku

Algebry : — Ustawienia — Pokaz etykiete: Warto$¢é.

E=(54) : (-7,3)
f = tamana(A,B,C,D,E}
— 245

(3, 1)

To nie jest wykres funkgji

Przecigcie(0$X, f) H -1z -1 -0 -9 -8 -7 h 5 )

— F—(-6,0) -
— G = (-35,0) H 2

H = Przecigcie(0SY,f) §

@ ©¢ 0 ©® o e e o o

— (0, 4)

Przyktad

Korzystajgc z wykresu funkcji (rysunek powyzej), poda;j:

a) dziedzine funkgji,

b) zbiér wartosci funkcji,

c) miejsca zerowe funkgji,
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d) zbidér wszystkich argumentéw, dla ktdérych funkcja przyjmuje wartosci dodatnie,

e) zbidr wszystkich argumentdw, dla ktorych funkcja przyjmuje wartosci niedodatnie,
f) czy funkcja jest réznowartosciowa

g) przedziaty monotonicznosci funkgji,

h) najwiekszg i najmniejszg wartosc¢ funkciji.

a)Df =(=7; 5) b) ZW; = (-3;5)

c) f(x) =0,jeslix € {—6; —3,5} d) f(x) >0 e xe(—7; —6) U (—3,5;5)
e) f(x) <0 o xe(—6; —3,5) f) funkcja f nie jest réznowartosciowa

8) | sposdb:

Jesli:

x € (—7;—5), to funkcja jest malejgca

x € (—5; —1), to funkcja jest rosngca

x € (—1; 3), to funkcja jest malejaca

x € (3; 5), to funkcja jest rosngca

[l sposéb:

| Funkcja jest malejaca w kazdym z przedziatéw: (—7; —5),{(—1; 3).

| Funkcja jest rosnaca w kazdym z przedziatéw: (—5; —1),(3; 5).

h) Najwieksza wartosc¢ funkgji f jest rowna 5, a najmniejsza wynosi (-3).
Zadanie

Zmien ksztatt wykresu funkgcji f i odczytaj wiasnosci tej funkcji z jej wykresu.
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3. Funkcja liniowa
Instrukcja:
Uruchom program GeoGebra

Witacz: Widok Algebry, Widok Grafiki (Osie, Siatke)

Unia Europejska

Europejski Fundusz Spoteczny

Z Menu wybierz: Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt

Ustawienia — Zaokraglenia: 1 miejsca po przecinku

Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty

1. Utwdrz suwaki a oraz b: zakres od -8 do 8, krok 0.1, szybkos¢ 0.5.

2. W Widoku Algebry wprowadz wzér funkcji f(x) = ax + b. Ustaw grubos¢ linii wykresu na 10, wiacz
etykiete Nazwa i wartos¢ (klik w Widoku Algebry w : badz prawy klawisz myszy na wykresie:

Ustawienia — zaktadka Podstawowe), a w Ustawieniach w zaktadce Zaawansowane, wprowadz

kolory dynamiczne: czerwony: a > 0, zielony: a = 0, niebieski: a < 0.

3. Wyznacz punkty przeciecia prostej z osiami uktadu wspétrzednych, np. klik w Widoku Algebry

w i — Ustawienia — Punkty Specjalne i zmien: Ustawienia — Pokaz etykiete: Wartos¢.

Uwaga: Uruchom animacje suwaka a, b.

KA AP OOL N 2

B A N -
a=-14 H
-8 @ NO) T
b=23 :

@ -8 [ CNO)

f(x) =ax+b
@
— —1l4x+23

A = Pierwiastek(f
® ()
— (1.6, 0)

(1.6, 0)

B = Przeciccie(f, 0SY) T 7T T 7
= rzecigcie(r, S
O]

— (0,23)

-2 -1 0

=

-2

Projekt ,,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan” wspétfinansowany przez Unie

Europejska z Europejskiego Funduszu Spotecznego
w ramach Wielkopolskiego Regionalnego Programu Operacyjnego na lata 2014-2020




Fundusze . .
< SAMORZAD WOJEWODZTWA Unia Europejska | " ™
E Erl:;gy':eRjeZi':::lny WIELKOPOLSKIEGO Europejski Fundusz Spoteczny Bk
R 7 P> @O &L N S
_ _ =22 Tv
B] A % & = p
SR =N .
. a=22 : b=4 5
8 ® 8 ® A g
b=4 :
® -8 ® 8 ®
f(x) = ax+b ;
@
., 22x+4
A = Pierwiastek(f) :
O 6 5 4 3 2 3 4
— (-1.8,0) 7 1 7 T
: -1
® B = Przeciecie(f, 0sY) :
— (0, 4) -2
+ Wprowadz... =
K| oA~ OO LN S
E] A& % : =N ~ i
a=0 : b=15 5
® ® 8 ®
5
b=15 H
@ -8 ® 8 ® 4
® f(x) =ax+b : 3
., 0x+15
2
A = Pierwiastek(f) : (07175
- 1
— niezdefiniowany flz) = 0z +15
® B = Przecigcie(f, OsY) : -5 -5 -4 -3 -2 1 0 1 2 3 4 5
— (0, 1.5) -1
+ Wprowadz...
-2

Zadania

1. Wyciagnij wnioski z obserwacji zmian wartosci na suwaku a.

2. Wyciagnij wnioski z obserwacji zmian wartosci na suwaku b.
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3. Ustal znaki wspotczynnikow a, b, by wykres funkcji liniowej przechodzit przez:

a) |1, iV éwiartke uktadu wspétrzednych,

b) 11, lIli IV ¢wiartke uktadu wspétrzednych.

4. Ustal znaki wspdtczynnikdw a, b, by funkcja liniowa:

a) miafa doktadnie jedno miejsce zerowe,

b) miata doktadnie jedno ujemne miejsce zerowe,

c) miata nieskoriczenie wiele miejsc zerowych,

d) nie miata miejsc zerowych.

5. Ustal znaki wspotczynnikdéw a, b, by funkcja liniowa przyjmowata wartosci nieujemne dla
x €ER.

6. Podaj wzér funkgcji liniowej, wiedzac ze:

a) funkcja jest rosngca oraz liczba 3 jest jej miejscem zerowym,

b) liczba -8 jest miejscem zerowym tej funkcji i jej wykres przecina oS OY w punkcie
o wspotrzednych (0, -20),

c) funkcja przyjmuje wartosci ujemne dla x < 12 i punkt A(5, —42) nalezy do wykresu tej funkcji.

7. Uzasadnij, ze nie istnieje funkcja liniowa, ktdra przyjmuje wartosci dodatnie dla x < —2 i jest

funkcja rosnaca.
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4. Funkcja kwadratowa
Instrukcja:
Uruchom program GeoGebra
Witacz: Widok Algebry, Widok Grafiki (Osie, Siatke)
Z Menu wybierz: Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt
Ustawienia — Zaokraglenia: 1 miejsca po przecinku
Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty

1. Utwdrz suwaki a, b oraz c: zakres od -5 do 5, krok 0.1, szybko$¢é 0.5. Wtacz etykiete Przypnij do
ekranu (prawy klik myszy).

2. W Widoku Algebry wprowadz wzér funkcji f(x) = ax? + bx +c. Ustaw grubo$é linii wykresu na 10,
wiacz etykiete: Nazwa. Przeciggnij wzor funkcji z Widoku Algebry do Widoku Grafiki. Ustaw go
pod suwakami, co utatwi obserwacje zmian wzoru funkcji oraz jej wykresu. Zmien kolor wzoru
na czerwony i pogrub go. Wtgcz etykiete Przypnij do ekranu. W Ustawieniach w zakfadce

Zaawansowane, wprowadz kolory dynamiczne: czerwony: a > 0, zielony: a = 0, niebieski: a < 0.

3. Wyznacz punkty specjalne paraboli (klik w Widoku Algebry w :), a nastepnie we wtasciwosciach

punktow przeciecia z osiami uktadu wspétrzednych oraz wierzchotka, zmieni: Ustawienia —

Pokaz etykiete: Wartos¢.

Uwaga: Uruchom animacje suwaka a, b, c (kazdego z osobna) i obserwuj zmiany wykresu funkcji

oraz wzoru funkcji.

DI SCHs IPANNEIE:

a=1.1

A/
e 1.4

b=
5 ® h@ ®
. b=-2.4
b=-24 ;
® _— .
-5 ® 5@ c=-1.3
- ‘Q .
c=-13 H
e . ° 5 6 f(x) = L1x*—24x—13

- fx) ax®+bx+c

— 11x®2-24x-13

& tekstl = “f(x) = 1.1x° —24x—13" °

o~ Pierwiastek(f)

-2
— A=(-040)

@ -~ B=(260) : 31 (11.-29)
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R od o~ OO & N 2 b

a=-1.1 = i I

= a=-1

@ 5 e— — ® I e . :

b=136 b=-3.6 (-1.6,47) 4
@ 5 el— ® c=138 4

e

c=18 :

@ 5 . 5 f(x) = —1.1x*> —3.6x+1.8
3 0,1.8)

flx) = ax’+bx+c '
o ™ ‘

— —11x"-36x+18 (37.0) (04,0)
©Q  tekstl = “f(x) = ~1.1x*—36x+16 T T T T T i S I S

-1

@ Pierwiastek(f) .

—~ A=(-370)
@ - B-(040 =

4. Dla wierzchotka paraboli (punkt C) wtacz Pokaz $lad. Nastepnie uruchom suwak b i obserwuj

zmiany na wykresie.

DFIZ S SN IPANEIE

B A % i =TV a=11 f
_ a=11 ; o 7
O b=-5
5 — — 50 .._._._._.. U
b=-5 H c=-08 \
s, T—
e 5 @— 5@
f(x) = 1.1x*—5x—0.8 "
c=-08 H
® B — 5@ :
N H 2
flx) = ax+bx+c

@

— 11x¥-5x-08

@ 2 H
©  tekstl = “f(x) = 1.1¥ —5x—08 T % % o % 5 9 =5 2 T 7
- Pierwiastek(f
Py (f)
~ A=(020)
@ —_B-@10
® C = Ekstremum(f)

—~ (23,-65)

D = Przecigcie(f, 04Y)

RLLTT

— (0, -0.38)

(2.3,-6.5)

Zadania
1. Wyciagnij wnioski z obserwacji zmian wartosci na suwaku a.
2. Wyciagnij wnioski z obserwacji zmian wartosci na suwaku b.
3. Wyciagnij wnioski z obserwacji zmian wartosci na suwaku c.

4. Wyciagnij wnioski z obserwacji zmian wartosci na suwakach a i b.
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Wykorzystaj aplet do rozwigzania ponizszych zadan:

1. Podaj przyktad wzoru funkcji kwadratowej f, jesli:

a) zbiorem wartosci funkcji jest przedziat (—oo; 4),

b) najwieksza wartos¢ funkcji jest réwna -1 dla argumentu 5,

c) liczby -6 i 14 sg miejscami zerowymi tej funkcji,

d) funkcja f jest rosngca w przedziale (—oo; 2) i malejgca w przedziale (2; +o0).
2. Zmien wartosci na suwakach, a nastepnie odczytaj z wykresu funkgji f:

a) przedziaty monotonicznosci funkcji,

b) réwnanie osi symetrii paraboli, ktora jest wykresem funkgji f,

c) wszystkie argumenty, dla ktérych wartosci tej funkcji sg ujemne,

d) rozwigzanie nieréwnosci f(x) 2 0,

e) najwiekszg i najmniejszg wartos¢ funkcji f w przedziale (—3;5),

f) liczbe rozwigzan réwnania f(x) = m, w zaleznosci od parametru m, jeslim < R.
3. Znajdz wzér funkcji kwadratowej f, wiedzac ze:

a) liczby 3 oraz -8 s3 jej miejscami zerowymi i punkt o wspoétrzednych (0, 5) nalezy do jej wykresu,

b) prosta o réwnaniu x = 1 jest osig symetrii paraboli, ktéra jest wykresem funkgji f, a liczba 3 —

miejscem zerowym funkcji f. Ponadto najmniejsza wartos¢ funkcji wynosi -9.

c) punkt o wspdtrzednych (-4, 7) jest wierzchotkiem paraboli, ktéra jest wykresem funkcji f oraz
punkt A(-2, 5).

4. a) Dla jakich wartoéci parametru k funkcja f opisana wzorem f(x) = —4x2 + x + 3k przecina 0$

OY w punkcie o wspétrzednych (0, -2)?

b) Funkcja f jest opisana wzorem f(x) = a(x — 5)2 + 1. Dla jakiej wartosci a funkcja f bedzie miata

dwa miejsca zerowe?
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5. Rozwiaz graficznie nastepujgce uktady réwnan:

y:x2+2x—8 y=—x2+3x+4
){Sx— =8 b){i ~3=
y= 2X—5=0

5. Proporcjonalnos$¢ odwrotna
Instrukcja:
Uruchom program GeoGebra
Wiacz: Widok Algebry, Widok Grafiki (Osie, Siatke)
Z Menu wybierz: Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt
Ustawienia — Zaokraglenia: 1 miejsca po przecinku

Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty

/| SAMORZAD WOJEWODZTWA Unia Europejska ." i k:
Europejski Fundusz Spoteczny ok

1. Utwoérz suwak a: zakres od -5 do 5, krok 0.1, szybkos¢ 0.5. Wtgcz etykiete Osadz obiekt (prawy

klik myszy).

2. W Widoku Algebry wprowadz wzoér funkcji f(x) = % Ustaw grubos¢ linii wykresu na 8, wtgcz

etykiete Nazwa i wartos¢, a w Ustawieniach w zaktadce Zaawansowane wpisz Warunek

wyswietlania obiektu: a< >0 (znaczy: a # 0) oraz wprowadz kolory dynamiczne: czerwony: a >0,

niebieski: a < 0.

3. Ponizej suwaka wstaw Tekst: ,Wybierz a rézne od 0” (ustal kolor tta, czcionki, pogrub czcionke),

wigcz etykiete Osadz obiekt.

il_ A/ | | | ‘-:-\L._.::IZS .

® a=23 : Wybierz a rozne od 0. s

5 ® 50

(B o @0 LN

f(x) = :

23

X 2

W  Wybierz a réine od 0 : !

Uwaga:

Uruchom animacje suwaka a.
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E _ A/ i a©= -zl.z i . Ty
a=-22 Wybierz a rézne od 0. 5
@ -5 [ ] 5 ®
4
a
f| = —
Gy =1 s
—22
- 2
® Wybierz a rézne od 0. : 1
+
o & -7 6 -5 -4 3 -2 4 0 1 2 3 4 5
=
-2
-3
-4
Zadania

1. Wyciagnij wnioski z obserwacji zmian wartosci na suwaku a.

2. Zmien warto$¢ na suwaku. Korzystajgc z wykresu funkcji f(x) = % podaj:

a) dziedzine i zbidr wartosci funkcji,

b) zbidr wszystkich argumentow, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosci ujemne,
c) przedziaty monotonicznosci funkgji,

d) rozwigzanie réwnania % = -2,5,

e) rozwigzanie nieréwnosci % > 3,2.
3. Punkt A(3, -4) nalezy do hiperboli, ktéra jest wykresem funkcji f(x) =%. Wyznacz

wspotczynnik a.
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6. Funkcja homograficzna
Instrukcja:
Uruchom program GeoGebra
Witacz: Widok Algebry, Widok Grafiki (Osie, Siatke)
Z Menu wybierz: Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt
Ustawienia — Zaokraglenia: 1 miejsca po przecinku
Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty
1. Utwdrz suwak a: zakres od -5 do 5, krok 0.1, szybkos¢ 0.5. Wiacz etykiete Osadz Obiekt.

2. W Widoku Algebry wprowadz wzér funkcji f(x) = % Ustaw grubos¢ linii wykresu na 8, kolor

zielony, a w Ustawieniach w zakfadce Zaawansowane wpisz Warunek wyswietlania obiektu:

a< >0 (znaczy: a 2 0).

3. Utwoérz suwaki p, q: zakres od -5 do 5, krok 0.1, szybkos$¢ 0.5. Wtacz etykiete Osadz Obiekt.

4. W Widoku Algebry wprowadz wzér funkgji f(x) = ﬁ + q. Ustaw grubos¢ linii wykresu na 8
oraz wprowadz kolory dynamiczne: czerwony: a > 0, niebieski: a < 0.

5. Wstaw réwnania prostych: x = p, y = g. Ustaw czerwony kolor linii, styl - linia przerywana oraz

ustaw Etykiete Wartosé.

6. Ponizej suwaka a wstaw Tekst: ,, Wybierz a rozne od 0” (ustal kolor czcionki i jg pogrub). Wiacz

etykiete Osadz Obiekt.

7. Przeciggnij wzér funkcji g z Widoku Algebry do Widoku Grafiki. Pogrub czcionke.
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Bl A i N a=12
2| - | ——
® -5 ® 5 ®
Wybierz a rézne od 0
flx) = 2 p=-25
(0 x ; ® ' 1 .
1.2
- = q=27
p=-25 3
O 5 5
® y=27
q=27 T
® ; o= 5 gx) = +27
® +2.5
()= —"—+a
x—p
O 1.2 27 =11 =10 =g =3 =
- x+2.5+ .
O eql: x = —25
O hiy=27
(1)} Wybierz a rézne od 0 :
(5] o, L2
tekst2 = “g(x) = Y
Zadania

1. Wyciggnij wnioski z obserwacji zmian wartosci na suwakach: a, p, q.

2. Zmien wartosci na suwakach. Korzystajac z wykresu funkcji g(x) = ﬁ + g, podaj:
a) dziedzine i zbidr wartosci funkcji,

b) przedziaty monotonicznosci funkcji,

c) wspotrzedne wspdlnego punktu hiperboli i osiy.

3. Dana jest funkcja g opisana wzorem g(x) = x?’: — 2, gdzie x # 3.

a) Podaj: dziedzine i zbidr wartosci funkcji, rownania asymptot wykresu funkcji.

b) Oblicz wspétrzedne punktéw, w ktérych wykres funkcji g przecina osie uktadu wspétrzednych.
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GeaGebrao

Math Calculators

Skrypt 7.

llustracje przeksztatcen wykreséw funkgc;ji
e Translacje wykreséw funkcji o wektor
e Przeksztatcenia symetryczne wykresow funkcji

e Zadania
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llustracje przeksztatcen wykresow funkcji. Zadania

I. Translacja wykresu funkcji f o wektor
1. Przesuniecie rownolegte wykresu funkcji (famana) o wektor
Instrukcja:
Wiacz: Widok Algebry, Widok Grafiki (Osie, Siatke)
Z Menu wybierz: Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt
Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty

1. Wstaw tamang ABCD i ustaw jej grubos$¢ na 8. Ukryj etykiety wszystkich punktow i zmien ich

kolor na czarny. Zmien wielkos¢ punktéw B, C na 2 oraz styl (w razie potrzeby) punktéw A, D.

2. Wstaw tekst: “To nie jest wykres funkcji” (enter), a nastepnie w Ustawieniach w zakfadce

Zaawansowane wpisz Warunek wyswietlania obiektu: =(x(A) < x(B) < x(C) < x(D))
Zmien kolor tekstu na czerwony, mozna go pogrubid.

3. Ustaw tamang tak, by byta wykresem funkgji (f).

4. Przesun wykres funkcji f o wektor EF = [2; 1]. Otrzymamy wykres funkcji f'. Zmien jego nazwe
na g oraz kolor wykresu na czerwony. Ukryj punkty E, F (prawy przycisk myszy i odznacz Pokaz

obiekt) i wyswietl nazwe wektora (u). Zmien kolor wektora na czerwony.

5. Przesun wykres funkcji f o wektor GH = [2; —4]. Otrzymamy wykres funkcji f;'. Zmien jego
nazwe na h oraz kolor wykresu na niebieski. Ukryj punkty G, H (prawy przycisk myszy i odznacz

Pokaz obiekt) i wyswietl nazwe wektora (v). Zmien kolor wektora na niebieski.

= - 4
O G6=(11,3) : / 3
O H=(91) i p .
v = Wektor(G, H) : h
@ ( 9 -13 -1z =11 =10 \-9 -8 -7 £ -§ ]4 Z -1 V\/
()

@ A} = Przesunigcie(A.v)

b

— (-2,-6)
O B} = Przesunigcie(B.v)
— (-0.31, -0.81)

[P T Y Y Y R
L os b L L LT

@ C — Preesunisci(C)

. (4 A\
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Zadania
1. Podaj dziedziny funkcji: f, g, h. Co zauwazytes?
2. Podaj zbiory wartosci funkcji: f, g, h. Co zauwazytes?

3. Wykres funkcji g otrzymamy po przesunieciu rownolegtym wykresu funkcji f o wektor . Podaj

wspotrzedne wektora U, jesli:
a)g(x) =f(x—5) b)g(x) = f(x) +8 gx)=f(x+3)-1
dgx)=f(x—6)—6 e)g(x) =f(x+12) + 2021 f)gx) = f(x —23)

4. Przedziat liczbowy (—20; —3) jest dziedzing funkcji f, a przedziat (—4; 11) jest jej zbiorem

wartosci. Podaj dziedzine i zbidr wartosci funkgji g, jesli:
a)gx) =f(x—=7) -2 b) g(x) = f(x +12) c)g(x) = f(x) + 10
5. Funkcja f maleje w przedziale (2; 6). Podaj przedziat, w ktérym funkcja g jest malejaca, jesli:
a)g(x) = f(x) — 12 b)g(x) = f(x +4) + 24 c)g(x) =f(x—-9)
6. Miejscem zerowym funkcji f jest tylko liczba -1. Podaj miejsce zerowe funkcji g, jesli:

a) g(x) = f(x +13) b) g(x) = f(x = 5)

2. Przesuniecie réwnolegte wykresu funkcji liniowej o wektor
Instrukcja:
Wiacz: Widok Algebry, Widok Grafiki (Osie, Siatke)
Z Menu wybierz: Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt
Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty
1. Utworz suwaki a oraz b: zakres od -5 do 5, krok 0.1. We wtasnosciach odznacz Osadz Obiekt.

2. W Widoku Algebry wprowadz wzér funkcji f(x) = ax + b. Ustaw grubos¢ linii wykresu na 8, wtgcz

etykiete Nazwa.

3. Utwoérz suwaki p oraz q: zakres od -5 do 5, krok 0.1. We wtasnosciach odznacz Osadz Obiekt.
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4. W Widoku Algebry wprowadz wzdr funkcji g(x) = f(x — p) + . Ustaw grubos¢ linii wykresu na 8,
kolor czerwony.

5. Przeciggnij wzoér funkcji g z Widoku Algebry do Widoku Grafiki. Odznacz Osadz Obiekt, pogrub

czcionke, zmien kolor na czerwony.

E AL OO L \ 2P
® a=-2 H a=-2 y
N ® ° O b=35 g f s
b=35 P e—
® -5 L 50 o p©=3|5
: =1 3
f(x) =ax+b : 9
(@) " " @
. —2x+35 2
p=-35 :
@ -5 o 5 ® !
O q =1 : -12 -1 -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 1 3 4 5
.5 o 5 ®
® g(x) = f(x—p)+a
. —2(x+35)+35+1 g(x) = —2(x+35)+35+1
-3
@ tekstl = “g(x) = —2 (x+3.5)
-4
+
Zadanie

Podaj wzér funkgcji liniowej f oraz wspdtrzedne wektora U, a nastepnie napisz wzor funkcji g, ktérej
wykres powstat z przesuniecia réwnolegtego wykresu funkcji f o wektor u. Zmierh wartosci na

suwakach i sprawdz, czy otrzymates$ poprawny wzdr funkcji g.

3. Przesuniecie rownolegte wykresu funkcji kwadratowej o wektor
a)
Instrukcja:
Witacz: Widok Algebry, Widok Grafiki (Osie, Siatke)
Z Menu wybierz: Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt
Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty

1. W Widoku Algebry utwérz funkcje f opisang wzorem f(x) = x? + 2x — 3. Ustaw kolor linii

wykresu na zielony, grubos$¢ na 8, wtacz etykiete Nazwa.
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2. Utwodrz suwaki p oraz g: zakres od -5 do 5, krok 0.1. We wtasnosciach odznacz Osadz Obiekt.
3. W Widoku Algebry wprowadz wzor funkcji g(x) = f(x — p) + q. Ustaw grubos¢ linii wykresu na 8,

kolor czerwony, wiacz etykiete Nazwa.

4. Dla funkcji g kliknij Punkty Specjalne. Schowaj punkty (wystarczy klikng¢ w kétko w Widoku
Algebry, w pierwszej kolumnie): A, B (pierwiastki), D (przeciecie wykresu funkcji g z osig QY).

Ustal styl punktu C na 4 i odznacz Pokaz etykiete.

5. Dla funkcji f kliknij Punkty Specjalne. Schowaj punkty: E, F (pierwiastki), H (przeciecie wykresu
funkcji f z osig OY). Ustal styl punktu G na 4 i odznacz Pokaz etykiete.

6. Utwérz wektor GC = 1. Ustaw jego grubosé na 5, kolor czarny.

7. Wstaw Tekst: 1 i umie$é go pod wektorem (korzystamy z formuty LaTex ). Ustaw tekst na Maty,

styl czcionki na pogrubiong, kolor czarny.

8. Przeciggnij wzor funkcji g z Widoku Algebry do Widoku Grafiki. Odznacz Osadz Obiekt, pogrub

czcionke i zmien jej kolor na czerwony.

Yo

. Wstaw (ponizej wzoru funkcji g) Tekst: “Wektor przesuniecia U = [p, q]”, korzystajac z formuty

LaTex. Ustaw tekst na Maty, styl czcionki na pogrubiong, kolor czarny.

NS IPANNEIR

p=4 \f
@ flx) =x*+2x-3 N " . * g
=12
p=4 i ) .
@ -5 [ ] 5o
q=-12 : 4
@ -5 [ J 5@

g(x) = f(x—p)+4q

o (x4 H2(x—4)-3-12

Pierwiastek(g)
O

- A=(07,0) % % i
O - B=(530)

@ C = Ekstremum(g)
— (3.-5.2)

D = Przeciecie(g, 05Y)
O

g(x) = (x4’ +2(x—4)-3-12
— (0.38)

Wektor przesuniecia @ = [p, q]

Pierwiastek(f)
O
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b)
Instrukcja:
Wigcz: Widok Algebry, Widok Grafiki (Osie, Siatke)
Z Menu wybierz: Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt
Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty
1. Utworz suwak a: zakres od -5 do 5, krok 0.1. We wtasnosciach odznacz Osadz Obiekt.

2. W Widoku Algebry wprowadz wzér funkcji f(x) = ax2. Ustaw grubo$¢ linii wykresu na 8, kolor

zielony, witagcz etykiete Nazwa.

3. Dla funkgji f kliknij Punkty Specjalne. Schowaj punkty: A (pierwiastek), C (przeciecie wykresu
funkcji f z osig QY). Ustal styl punktu B na 4 i odznacz Pokaz etykiete.

4. Utworz suwaki p oraz q: zakres od -5 do 5, krok 0.1. Umie$¢ je ponizej suwaka a. We
wtasnosciach odznacz Osadz Obiekt.

5. W Widoku Algebry wprowadz wzér funkcji g(x) = f(x — p) + q. Ustaw grubos$¢ linii wykresu na 8,
kolor czerwony.

6. Dla funkcji g kliknij Punkty Specjalne. Schowaj punkty D, E (pierwiastki), G (przeciecie wykresu

funkcji g z osig QY). Ustal styl punktu F na 4 i odznacz Pokaz etykiete.
7. Utwérz wektor BF = 1. Ustaw jego grubos$é na 5, kolor czarny.

8. Przeciggnij wzér funkcji g z Widoku Algebry do Widoku Grafiki. Odznacz Osadz Obiekt, ustaw

Tekst na Maty, pogrub czcionke, zmien kolor na czerwony.

9. Wstaw (ponizej wzoru funkcji g) Tekst: ,Wektor przesuniecia U = [p, g]”. Ustaw tekst na Maty,

styl czcionki na pogrubiong, kolor czarny.

10. Wstaw Tekst: % i umie$¢ go pod wektorem. Ustaw tekst na Maty, styl czcionki na pogrubiona,

kolor czarny.
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a=15 A ]

¢ a=15
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n p=-35
fix) = ax? : - v T x
q=-2

. 152 —o—
A = Pierwiastek(f) :
- (0,0)

B = Ekstremum(f)
— (0.0)

C = Przecigeie(f. 04Y)

= (0.0
p=-35 i
-5 L ENO)
q=-2 : -1 e -8 -8 -7 & 5| -4 - 1 z
® . ?
5 . 5® glx)=L5(x+35—2 g
® glx) = flx—p)+q ! Wektor przesunigeia @ = [p,q] "
) . 15 (x+357—2
-3
c)
Instrukcja:

Wiacz: Widok Algebry, Widok Grafiki (Osie, Siatke)
Z Menu wybierz: Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt
Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty
1. Utworz suwaki a, b, c: zakres od -5 do 5, krok 0.1. We wtasnosciach odznacz Osadz Obiekt.

2. W Widoku Algebry wprowadz wzér funkcji f(x) = ax? + bx + c. Ustaw grubo$é linii wykresu na 8,
kolor zielony, wtgcz etykiete Nazwa. Kliknij Punkty Specjalne. Schowaj punkty: A, B (pierwiastki),

D (przeciecie wykresu funkcji f z osig OY). Ustal styl punktu C na 4 i odznacz Pokaz etykiete.
4. Utworz suwaki p oraz g: zakres od -5 do 5, krok 0.1. We wtasnosciach odznacz Osadz Obiekt.

5. W Widoku Algebry wprowadz wzor funkcji g(x) = f(x — p) + q. Ustaw grubos¢ linii wykresu na 8,
kolor czerwony. Kliknij Punkty Specjalne. Schowaj punkty: E, F (pierwiastki), H (przeciecie

wykresu funkcji f z osig QY). Ustal styl punktu G na 4 i odznacz Pokaz etykiete.

6. Utwérz wektor CG = 4. Ustaw jego grubosé na 5, kolor czarny.

7. Przeciggnij wzér funkcji g z Widoku Algebry do Widoku Grafiki. Odznacz Osadz Obiekt, pogrub

czcionke, zmien kolor na czerwony.
8. Wstaw (ponizej wzoru funkcji g) Tekst: ,Wektor przesuniecia U = [p, g]”. Ustaw tekst na Maty,

styl czcionki na pogrubiong, kolor czarny.
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el = flx-p)ta N —
@ T
— 05(x—257 2(x—25)+1-2 b=-2
—-
) Plenviastek(s) : c=1
—~ E=(21,0) *+—
p=25
O~ F=(69.0) " "
q=-2
- G = Ek .
® stremum(g)
— (45,-3)
L H = Przeciecie(g, 05Y)
O
— (0,7.1) 7 % -5 -4 3 8 3
u = Wektor(C. G)
® 2.5
- {2
o ) R oz
© tekstl = "glx) = 05 (257 - 2(x—25)+1-2 g(x) = 0.5 (x— 2.5 — 2 (x — 2.5) +[1 — 2
. -
(1) tekst2 = “Wektor przesunigcia \vec{u} =[p,q]” . Wektor przesunigcia @ = [p,q]
-5
@ ekst3 = "\wec{u}" .

Zadania

1. Podaj wzdr funkcji kwadratowej f oraz wspotrzedne wektora 1, a nastepnie napisz wzér funkgji
g, ktérej wykres powstat z przesuniecia réwnolegtego wykresu funkcji f o wektor 1. Zmien wartosci

na suwakach i sprawdz, czy otrzymates poprawny wzér funkcji g.

2. Wykres funkcji g otrzymano przez przesuniecie wykresu funkcji f(x) = —2x? o wektor
U = [p; q]. Podaj wspotrzedne wektora 1, jesli:

a) f(x) = —2(x +4)* -2 c) f(x) = =2(x — 2,5)?

—2(x +11)% — 11 d) fo0) = - 2L 4y

b) f(x)

3. Parabola o wierzchotku W powstata przez przesuniecie réwnolegte wykresu funkgji f (x) = 2x2.

Napisz wzor funkcji g, ktérej wykresem jest ta parabola, jesli:

a) W(-5, 9) b) W(2v3,—V3) c) W(-8, 0)
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4. Przesuniecie rownolegte wykresu funkcji y = g o wektor

Instrukcja:
Wtacz: Widok Algebry, Widok Grafiki (Osie, Siatke)
Z Menu wybierz: Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt
Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty
1. Utwérz suwak a: zakres od -8 do 8, krok 0.1. We wtasnosciach odznacz Osadz Obiekt.
2. W Widoku Algebry wprowadz wzér funkcji f(x) = % Ustaw grubos¢ linii wykresu na 8, wiacz

etykiete Nazwa, a w Ustawieniach w zaktadce Zaawansowane wpisz Warunek wyswietlania
obiektu: a< >0 (znaczy: a # 0). Ponizej suwaka wstaw Tekst: ,,Wybierz a r6zne od 0” (ustaw tekst

na Bardzo maty, kolor czcionki, pogrub czcionke), wtgcz etykiete Osadz obiekt.
3. Utworz suwaki p oraz g: zakres od -5 do 5, krok 0.1. We wtasnosciach odznacz Osadz Obiekt.
4. W Widoku Algebry wprowadz wzér funkcji g(x) = f(x — p) + q. Ustaw grubo$¢ linii wykresu na 8,
kolor czerwony.

5. W Widoku Algebry wprowadz réwnania prostych: x = p, y = g. Ustaw grubos¢ linii na 5, kolor

czerwony, styl prostej — przerywany.

6. Przeciggnij wzér funkcji g z Widoku Algebry do Widoku Grafiki. Odznacz Osadz Obiekt, pogrub

czcionke, zmien kolor na czerwony.

7. Wstaw (ponizej wzoru funkcji g) Tekst: ,,Wektor przesuniecia U = [p, q]”. Ustaw tekst na Bardzo

maty, pogrub czcionke, kolor czarny.

a=2 n
@ -8 L ] 8 ®
3
it =2
2
- ox
#  tokstl — "Wybierz a réine od 0"
p=3 :
@ 5 L] 5 ®
q=-2 H
@ 5 ® 5 ®
glx) = fix—p)+q
L 22
x—3
el:x=3 PR ES—— T i
i
- 3 I
D hy--2 : 2
= -2 |
) g = 3 |
@ ks “g(x) 2 - FS : Wektor przesunigeia @ = [p,q) :
=
|
i
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Zadania

1. Podaj wzér funkcji opisanej wzorem f(x) = % oraz wspétrzedne wektora i, a nastepnie napisz

wzér funkcji g, ktérej wykres powstat z przesuniecia réwnolegtego wykresu funkcji f o wektor u.

Zmien wartosci na suwakach i sprawdz, czy otrzymates poprawny wzér funkcji g.

2. Wykres funkcji f opisanej wzorem f(x) = _75 przesunieto réwnolegle o wektor i i otrzymano

wykres funkcji g. Podaj wspétrzedne wektora u, jesli:

a)g(x) =——5 b) g(x) = — glx)=—-8 dglx)=—+6
3. Wykres funkcji f opisanej wzorem f(x) =% przesunieto réwnolegle o wektor u = [—2; —1]

i otrzymano wykres funkcji g.
a) Napisz wzoér funkcji g.
b) Podaj dziedzine, zbidr wartosci, réwnania asymptot oraz przedziaty monotonicznosci funkcji g.

c) Wyznacz wszystkie punkty o wspoétrzednych catkowitych, ktére nalezg do wykresu funkcji g.
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5. Przesuniecie réwnolegte wykresu funkcji wyktadniczej o wektor
Instrukcja:

Wigcz: Widok Algebry, Widok Grafiki (Osie, Siatke)

Z Menu wybierz: Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt

Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty

1. Utworz suwak a: zakres od 0 do 10, krok 0.1. We wtasnosciach odznacz Osadz Obiekt.

2. W Widoku Algebry wprowadz wzér funkcji f(x) = a*. Ustaw grubos¢ linii wykresu na 8, kolor
zielony, wigcz etykiete Nazwa.

3. Utwodrz suwaki p oraz g: zakres od -5 do 5, krok 0.1. We wtasnosciach odznacz Osadz Obiekt.

4. W Widoku Algebry wprowadz wzdr funkcji g(x) = f(x — p) + . Ustaw grubos¢ linii wykresu na 8,
kolor czerwony i wtgcz etykiete Nazwa.

5. Wprowadz réwnanie prostej y = g. Ustaw grubos¢ linii na 5, kolor czerwony, styl — linia
przerywana i wigcz etykiete Nazwa.
6. Przeciggnij wzér funkcji g z Widoku Algebry do Widoku Grafiki. Odznacz Osadz Obiekt, pogrub

czcionke, zmien kolor na czerwony.

7. Wstaw (ponizej wzoru funkcji g) Tekst: , Wektor przesuniecia ¥ = [p; q]”. Ustaw tekst na Bardzo

maty, styl czcionki na pogrubiong, kolor czarny.

a=14 n | Y
T S e — 7
@ 0 ® 10 ) p=-1.1
- - ' 6
@ W= 5| || a=18]
— 14
p=-1.1 :
O 5 ® 5@
a
q=19 : ?
O 5 ® 5 _,J_=1_.9 ________________
®
o 8l =flx—pltaq : ‘f’_’/
v —

— 1419

= hiy=19 g(x) = 1.4t 10

[ w 4 " : Wektor przesunigcia ¥ = [p,q
< tekstl = “g(x) = 1.4°'M1 419 te- <}
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Zadania

1. Podaj wzér funkcji wyktadniczej f oraz wspétrzedne wektora i, a nastepnie napisz wzér funkgji
g, ktorej wykres powstat z przesuniecia réwnolegtego wykresu funkcji f o wektor #1. Zmiers wartosci

na suwakach i sprawdz, czy otrzymates poprawny wzér funkgc;ji g.

x+1
2. Naszkicuj wykres funkcji opisanej wzorem g(x) = G) — 2, a nastepnie odczytaj z wykresu:

a) zbidér wartosci funkcji g, jej miejsce zerowe, réwnanie asymptoty poziomej wykresu funkgcji g.

b) rozwigzania nieréwnosci: g(x) < —1 oraz g(x) > 0.
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Il. Przeksztatcenia symetryczne wykreséw funkcji

a)

Instrukcia:
Witacz: Widok Algebry, Widok Grafiki (Osie, Siatke)

Z Menu wybierz: Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16

Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty

1. W Widoku Algebry wprowadz wzér funkcji f(x) = —2x + 3. Ustaw kolor linii wykresu na
zielony, grubos¢ na 10. W ustawieniach w zaktadce Podstawowe, Opis wpisz f(x) = -2x + 3

i zaznacz Pokaz etykiete: Opis.

2. Wybierz narzedzie Symetria osiowa: nalezy klikng¢ w wykres funkcji f, a nastepnie — w o0$ OX.
Ustaw kolor linii wykresu na czerwony, grubos¢ na 8. W ustawieniach w zaktadce Podstawowe,

Opis wpisz f_{1}(x) = 2x - 3 i zaznacz Pokaz etykiete: Opis.

3. Wybierz narzedzie Symetria osiowa: nalezy klikng¢ w wykres funkcji f, a nastepnie — w os OY.
Ustaw kolor linii wykresu na fioletowy, grubos$é na 8. W ustawieniach w zaktadce Podstawowe,

Opis wpisz f_{2}(x) = 2x + 3 i zaznacz Pokaz etykiete: Opis.
4. Wyznacz punkt przeciecia osi uktadu wspétrzednych i ukryj jego etykiete.

5. Wybierz narzedzie Symetria srodkowa: nalezy klikngé w wykres funkcji f, a nastepnie —w punkt
przeciecia osi OX i QY. Ustaw kolor linii wykresu na niebieski, grubosé¢ na 8. W ustawieniach

w zaktadce Podstawowe, Opis wpisz f_{3}(x) = —-2x — 3 i zaznacz Pokaz etykiete: Opis.

Uwaga! Widok Grafiki bedzie bardziej przejrzysty, jesli ukryjemy dwie funkcje sposrod funkcji f1,
f, f3, klikajac w Widoku Grafiki w kolorowe koétka.

O f(x) = —2x+3

fi = Symetria(f, 0$X)
O X=t

- y= ( 2t+3)

f, = Symetria(f, OsY)

O x=—(1)+0(-2t+3) 2
T oy=0(t)-2t+3

A = Przeciecie(0$X, O8Y)

= (0,0) % 5 4 5 2/ 4 o 1 Y 3
£\ — Sumetria(f A 1
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Uwaga: W Widoku Algebry mozna wprowadzié¢ inny wzor funkcji f. Wéwczas zobaczymy wykres
funkcji f i zmienione pozostate wykresy. Wykresy te mozna pokazywaé badz ukrywaé (spdjrz

ponizej).

m A A ISNONSIFA \ wt g

a _ | Ty
Q@ = Y

fy = Symetria(f, 08X)
X=1t
4
- y= (\-"l)
fa = Symetria(f, 08Y)

x=—(t)+0 (\r’t)
y=0(t) + vt ! f

~ A= Przecigcie(0$X, 05Y) : — T —
—~ (0,0
fa(x) = Symetria(f, A) :
@ ) S -2
— V-1(x)(-1)

+

b)
Instrukcja:
Wiacz: Widok Algebry, Widok Grafiki (Osie, Siatke)
Z Menu wybierz: Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt
Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty

1. W Widoku Algebry wprowadz wzér funkcji f(x) = x2 + 2x — 3. Ustaw kolor linii wykresu na

zielony, grubos¢ na 10.

2. W Widoku Algebry wprowadz wzér funkcji g(x) = —f(x). Ustaw kolor linii wykresu na

fioletowy, grubos¢ na 8 i wtacz etykiete Nazwa.

3. W Widoku Algebry wprowadz wzér funkcji h(x) = f(—x). Ustaw kolor linii wykresu na
niebieski, grubos$¢ na 8 i wigcz etykiete Nazwa.

4. W Widoku Algebry wprowadz wzér funkcji v(x) = —f(—x). Ustaw kolor linii wykresu na

brgzowy, grubos¢ na 8 i wtgcz etykiete Nazwa.
5. Wstaw Tekst “ f””. Ustaw Tekst na Srednia, kolor zielony, styl czcionki na pogrubiona.

6. Przeciggnij wzory funkcji g, h, r z Widoku Algebry do Widoku Grafiki. Odznacz Osadz Obiekt,

pogrub czcionke, zmien kolor odpowiednio na fioletowy, niebieski, brgzowy.

Projekt ,,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan” wspétfinansowany przez Unie
Europejska z Europejskiego Funduszu Spotecznego
w ramach Wielkopolskiego Regionalnego Programu Operacyjnego na lata 2014-2020 14



Eﬂ?gu:'zseki ’ SAMORZAD WOJEWODZTWA Unia Europejska | + "«
P€j 2 PSSR Europejski Fundusz Spoteczny Emok
Program Regionalny ad

O f(x]:x2+2x—3 —: f Y
. ;

o —(2+2x-3)
® h(x) = f(g—x)

— (=x)"+2(-—x)-3

r(x) = —f(—x)
@

—~ (0P +2(x-3)
@

=11 =10 -9 -8 =7 -8 -5 -4 2 4 5 1]

O tekst2 = “g(x) = ~(+2x-3)"
O rtekots = hix) = (xP+2(0)— 3 ) = —E42x—3)
O tekstd = “r(x) = 7((7x)2+2(7x)7:3 h)-= x)‘ H2{—x)—3
+ | Worowads. r(x) = —((—x]2+ 2 (—x)—3)

Ukryjemy dwie funkcje i ich wzory sposrdd funkcji g, h, r, klikajgc w Widoku Grafiki w kétka w tym

samym kolorze co wykresy.

Po uwzglednieniu uwagi:

Q@ f=x+2x-3 E ¢ 7
L : ‘
- — —(+2x-3)
5
S hx) = (=) :
) 4
()P 2(-%) -3
: 3
r(x) = —f(—x) ‘
]
~ (e942(9-3) 2
@ : 1
O tekst2 = "g(x) = —(x*+2x—3)" ‘ / T T T

tekst3 = "h(x) = (—x)?+ 2 (—x) — 35
O tekstd = () = (=22 () 3

+  Wp

rx) = —((-x7+2 (ﬂ)fa)
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Zadania

1. Dana jest funkcja f opisana wzorem f(x) = % Napisz wzér funkcji g, ktérej wykres otrzymano
w wyniku przeksztatcenia wykresu funkcji f przez symetrie wzgledem:

a) osi OX b) osi OY c) punktu O(0, 0)

2. Dana jest funkcja f opisana wzorem f(x) = vx + 3. Napisz wzér funkcji g, jesli:

a) g(x) = —f(=x) b) g(x) = —f (%) ) g(x) = f(=x)

3. O funkcji f wiemy, ze: Df = (0; 8), ZWs = (-3; 4) i ma dwa miejsca zerowe: 2 oraz 5. Podaj
dziedzine, zbidor wartosci oraz miejsca zerowe funkcji g, ktérej wykres jest symetryczny do

wykresu funkcji f wzgledem:
a) osi x b) osiy c¢) punktu O(0, 0).
4. Funkcja f ma trzy miejsca zerowe: x = -9, x = -1, x = 7. Podaj miejsca zerowe funkcji g, jesli:

a) g(x) = —f(x) b) g(x) = —f(=x) ) g(x) = f(=x)
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lll. Wykres funkcji y = |f(x)|

Instrukcja:
Wigcz: Widok Algebry, Widok Grafiki (Osie, Siatke)
Z Menu wybierz: Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt
Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty

1. W Widoku Algebry Utwoérz liste funkcji:
listal = {—Zx +1,x%2 —4,—x?>+1,—x% — 3,—/x + 2, —2%"3,log: x}
2
2. We wtasciwosciach obiektu listal w Opisie wpisz: f(x)= oraz wybierz: Wyswietl jako lista
rozwijalna.
3. W Widoku Algebry wpisz polecenie: f(x)=ZaznaczonyElement(listal).
4. Ustaw grubosc linii wykresu funkcji f na 8, kolor zielony.

5. W Widoku Algebry wprowadz wzér funkcji g(x) = abs(f(x)). Ustaw grubos¢ linii wykresu funkcji

g na 10, kolor czerwony.

6. Przeciggnij wzér funkcji g z Widoku Algebry do Widoku Grafiki. Ustaw styl czcionki na Maty,
pogrubiony. Odznacz Osadz Obiekt.

(Rt~ OO &N = 4
| A ™ i
@ istar = {-2x+1 P W Y B N oy \cgl(x]}: )= —vVx+d4—1w

f(x) = ZaznaczonyElement(listal)

- —Vx+4-1 4/"

() = IR :
o 2
~ ‘ Noww 1‘
. 1

tekstl = “g(x) = ‘ Vx+ 41"
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Zadanie

1. Podaj wtasnosci funkcji f (wybranej z listy rozwijalnej) oraz funkcji g: dziedzina, zbiér wartosci,

monotonicznos¢. Wzory funkcji mozna zmieniad.
2. Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji f.

a) Naszkicuj wykres funkcji g, jesli g(x) = —f(x + 3) — 1. Opisz kolejne przeksztatcenia, ktére

nalezy wykonaé, by otrzymac wykres funkc;ji g.

b) Podaj wtasnosci funkcji g: dziedzine, zbidr wartosci, miejsca zerowe, maksymalne przedziaty
monotonicznosci funkcji, wspétrzedne punktdw, w ktérych wykres przecina osie uktadu, zbiér

wszystkich argumentéw, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosci nieujemne.

5 -4/3 -2 -1 0 1 2 4 5 3
-1

-2

-3

3.Dana jest funkcja f opisana wzorem f(x)=_71x2 dla x € (—4;2). Opisz kolejne

przeksztatcenia, ktore nalezy wykonaé, by otrzymac wykres funkcji g i naszkicuj jej wykres, jesli:

a)glx) =—-f(x+1) b)g(x) =—-If(x=2)+3[+4 ¢ glx)=f(—x+1) -3

4. Podaj kolejne przeksztatcenia, ktdre nalezy wykona¢, by z wykresu funkcji f otrzymaé wykres

funkcji g, jedli:
a)g(x) = —f(—x) +2 b) g(x) = f(—x) -3 glx) =—f(=x—-2)+1

d) g(x) = |f(=x) — 2| e)g(x) =If(x=3) -1 +2 flg(x) = =1f(x +3) + 1]
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GeoGebra

Math Calculators

Skrypt 8.

e Uktady réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi
e Ukfady nieréwnosci liniowych z dwiema niewiadomymi

e Zadania
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I. Uktady réwnan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi. Zadania
1. Uktad oznaczony
Instrukcja:
Wiacz: Widok Algebry, Widok Grafiki (Osie, Siatke)
Z Menu wybierz: Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt
Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty
1. W Widoku Algebry wstaw rownanie 3x — 2y = -14, a nastepnie x + 3y = 10. Ustaw grubos¢ linii
wykresu na 10, kolor fiolet (wykres pierwszy) i zielony (wykres drugi).
2. Wyznacz punkt przeciecia prostych (grubosé 5, kolor czerwony) i Pokaz etykiete: Wartosc.

3. W Widoku Grafiki wprowadz tekst “3x — 2y = =14 A x + 3y = 10” (Tekst: Srednia, czcionka
pogrubiona, wigczona formuta LaTeX). Wtacz etykiete Osadz Obiekt.

4. W Widoku Grafiki wstaw teksty: “ '3x — 2y = -14” (kolor fiolet) oraz “x + 3y = 10” (kolor

jasnozielony). Tekst: Maty, czcionka pogrubiona, wtgczona formuta LaTeX. Wtacz etykiete Osadz

Obiekt.

5. W Widoku Grafiki wstaw teksty: “Proste majg tylko jeden punkt wspdlny”, “(-2, 4) —rozwigzanie
uktadu”, “Uktad oznaczony — jedno rozwigzanie (czcionka pogrubiona, kolor czerwony). Wtgcz

etykiete Osadz Obiekt.

R L OO 4L N 2
] A A

12 H "~

eql: 3x—2y = —14

eq2: x+3y =10

o A= Prasici(eql,eq2) " 8z—2y=—14 A 2 +3y=10
~ (29

@  tehstl = “3x2y=-14 A x+3y=10" °
teksi2 = “3x-2y=-14"

tekstd = “x+3v=10

®  Proste majg tylko jeden punkt wspé\ny:

-12 -1 =10 -9 -8
(-2, 4) - rozwigzanie uktadu Proste maja tylko jeden punkt wspélny
. : (-2, 4) - rozwigzanie ukladu

(y 1a - wigza : |
v Ukiad oznaczony - jedno rozwigzanie Uklad oznaczony - jedno rozwigzanie
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2. Uktad nieoznaczony

Postepujemy analogicznie jak w punkcie 1. oraz wykorzystujemy informacje zapisane w Widoku

Algebry (rysunek ponizej).

DIERFES NS IPAN I

O eql: 2x—y = 4 N d i
2. —4x+2y = -8 : s
Q@ eq X Y 2z —y=4
@  tekstl = " 2x-y=4" ; 4
2c —y=4 N —4x+2y=—8 iz 42 s
: —4x y=—
@  tekst2 = "-4x+2y==8" : 3
@  tekst3 = "2xy=4 A Axi2y=8" ° 2
®  Proste pokrywajg sie : 1
@  (x 2x-4) gdzie x € R - rozwiazanie :
-7 -6 5 -4 -3 -2 1 0 1 3 4 5 6 7
uktadu Proste pokrywaja sie
H - - - —1
@  Uklad nicoznaczony - nieskoficzenie wicle (x, 2x - 4), gdzie x € R - rozwiazanie ukladu
rozwigzan Uktad nieoznaczony - nieskonczenie wiele rozgv Qzan
+
-3

3. Uktad sprzeczny

Postepujemy analogicznie jak w punkcie 1. oraz wykorzystujemy informacje zapisane w Widoku

Algebry (rysunek ponizej).

s =2
Bl oA 7 D004 N =
P
O eql: 2x—y =3 N 8
O eq2: —4x+2y =5 7
q. y
- :2x—y=3 AN —dx+2y=35
O tekstl = “2x-y=3" 6
@ tekst2 = “dx+2y=5" : 5
©  tekst3 = “2xy=3 A -dx+2y=5" : 4
(D) Proste s3 réwnolegte, nie maja punktc’aw: 3
wspolnych
@  Uklad sprzeczny - nie ma rozwigzania
+ 1
-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0
Proste sg rownolegte, nie maja punktow wspélnych
-1
Uktad sprzeczny - nie ma rozwigzania
-2
Wy,
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Przykiad 1.

1 1 23
-X + - —
Rozwiaz graficznie uktad rownan 23 34 _1327
PR A
4x + 3y = 23
e Przeksztatcamy uktad rownan do postaci: {4x _ gyyz _37
_ Tty B
3 3
4 37
yEoxty

e Rysujemy prosta o réwnaniu y = ?x + 23_3

Punkty, ktére nalezg do tej prostej: (—1,9), (2, 5), (5, 1).

e Rysujemy prostg o réwnaniuy = gx + 3977.
Punkty, ktére nalezg do tej prostej: (-7, 1), (2,5), (11, 9).
e Odczytujemy z rysunku rozwigzanie uktadu.

Ponizej rysunek wykonany z wykorzystaniem narzedzi GeoGebry.

Europejski Fundusz Spoteczny

2C przyiad - GeoGebra

Rld > OO LN = e

O .l N

saligx+ay=1
® 3 37 '
I R S

A = Przecigcie(eq2, eql
® ( )
~ (25)

() tekstl = "\frac{1}{3}x+\frac{l}
{4}y=\frac{23}{12}"

tekst2 = "\frac{2{3}x-\frac{3} .
{2ly=\frac{-37}{6}" i

@
A4
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Instrukcija:
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Wiacz: Widok Algebry, Widok Grafiki (Osie, Siatke)

Z Menu wybierz: Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt

1. Utwérz suwaki a, b oraz c: zakres od -5 do 5, krok 0.1, kolor pomaranczowy. We wtasnosciach

Unia Europejska | " ™
Europejski Fundusz Spoteczny oWt

Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty

odznacz Osadz Obiekt.

2. W Widoku Algebry wprowadz rdwnanie prostej ax + by = c. Ustaw grubosc linii wykresu na 10,

kolor pomaranczowy.

3. Utwodrz suwaki d, e oraz f: zakres od -5 do 5, krok 0.1, kolor niebieski. We wtasnosciach odznacz

Osadz Obiekt.

4. W Widoku Algebry wprowadz réwnanie prostej dx + ey = f. Ustaw grubos¢ linii wykresu na 10,

kolor niebieski.

5. Zmieniaj wartosci na suwakach i obserwuj zmiany, jakie zachodzg w Widoku Grafiki.

AP OO
a=17 A
5 ® 5
b=0

5 ® 5@
c=29 H
5 L 5®
eql: 1.7x+0y = 2.9 i
d=32 :
5 L 2 5@
e=-31 :
5 L ] 5®
f=35 :
5 L 5®

eq2: 32x—31y = 35

A = Przecigeie(eq2, eql)

— (L.71,0.63)

tekst] = “eql: 17x+0y = 20’

tekst2 = "eq2: 32x—3.1y =3

ANIEIE:2
| Y
o ]
o 7
o
d=32 ’
@
4
e=-3.1
°
f=3.5
® 2
1
(1.71, 0.63)
-1 89 8 7 - 5 4 3 -2 4

eq2:3.2x—3.1y = 3.5

0 / 2 3 4 5 & 7
-1
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Zadania
.. N , , (0,56 —2y =-5
1. Rozwigz graficznie ukfad réwnan {Sx _ 0,5y =45
2. Przedstaw takie réwnanie, by uktad réwnan {4x —3y=24 byt:
a) oznaczony b) nieoznaczony c) sprzeczny

3. Napisz uktad rdwnan, ktérego ilustracje graficzng przedstawiono na rysunku ponize;j.
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Il. Uktady nieréwnosci pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.

/| samorzap woewonzTWA Unia Europejska 2 k:
j BSERSEOCSISEGE Europejski Fundusz Spoteczny ok

1. Interpretacja geometryczna nieréwnosci pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi

Instrukcja:
Wiacz: Widok Algebry, Widok Grafiki (Osie, Siatke)
Z Menu wybierz: Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt
Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty
1. W Widoku Algebry wstaw nieréwnosc¢ y > 2x — 3. Ustaw styl linii - ciggta, grubos¢ na 5, kolor

potptaszczyzny i prostej — fiolet.

2. W Widoku Grafiki wstaw tekst: “'y = 2x — 3” (kolor fiolet). Tekst: Maty, czcionka pogrubiona,
wiaczona formuta LaTeX. Wtgcz etykiete Osadz Obiekt.

3. W Widoku Grafiki wprowadz tekst “y > 2x - 3”. Tekst: Srednia, czcionka pogrubiona, wtaczona

formuta LaTeX. Wiacz etykiete Osadz Obiekt.

Analogicznie postepujemy (w prostokatnym uktadzie wspoétrzednych) przy wyznaczaniu zbioru
punktow, ktdrych wspoétrzedne spetniajg nieréwnosci: y < -3x + 1, x<-2,y>1, |[x - 2| 21,
|y + 1|< 2. Jesli nierdwnos¢ jest postaci y < -3x + 1, to wspotrzedne punktow nalezgcych do

prostej y = -3x + 1 nie spetniajg tej nierdwnosci, wiec prostg rysujemy linig przerywana.

y=2x—3 |

‘yg—-3z+1
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2. Uktady nieréwnosci pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi

Przyktad 1.

Instrukcija:

Witacz: Widok Algebry, Widok Grafiki (Osie, Siatke)

Z Menu wybierz: Ustawienia — Rozmiar czcionki: 16 pkt

Ustawienia — Etykietowanie — Tylko nowe punkty

1. W Widoku Algebry wstaw nieréwnos$¢ y > %Sx + 3. Ustaw styl linii - ciggta, grubos¢ na 5, kolor

potptaszczyzny i prostej — fiolet.

2. W Widoku Algebry wstaw nieréwnosé¢ y < %x + 1. Ustaw styl linii - przerywana, grubosé na 5,

kolor pétptaszczyzny i prostej — fiolet.

3. W Widoku Algebry wstaw uktad nieréwnosci y > %Sx +3Ay< %x + 1. Ustaw kolor czesci

wspolnej pétptaszczyzn na niebieski.

4. W Widoku Algebry wstaw réwnania prostych: y = %Sx + 3 (prosta f) oraz y = %x + 1 (prosta

g), a nastepnie wyznacz ich punkt wspdlny (wielko$¢ punktu — 6, styl — okrag, kolor — niebieski;

odznacz etykiete: Pokaz etykiete). Ukryj proste f, g.

5..W Widoku Grafiki wprowadz tekst “y > %Sx +3Ay< %x + 1" (Tekst: Maty, czcionka

pogrubiona, kolor niebieski, wtgczona formuta LaTeX). Wtgcz etykiete Osadz Obiekt.

@ O O

@

=N

a y>7g><43
1
b:y<§x+l

< a(xy)/b(xy)

5 1
=2 x4 S x4
y 3 xF3Ay <5 x+l

5
fry=—2x+3

gy = % x+1
A = Przeciecie(g,f)
— (0.67,1.33)

tekstl = “c: yz—g X+3."\y<%x+l

Wprowadi

c:y27§x+3/\y<lx+l

2

2
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Analogicznie postepujemy w ponizszych przyktadach.

Przyktad 2.

BIEIERR E
. a:y<2x+3 = \
@ b:iy<-3x+4 :
. C:yzlx—ll ’
3
. : 1
® d:alx,y) Ab(xy) Ac(xy) d:yS2X+3/\yS—3w+4/\y_z§ _a
— y52><+3/\y5—3x+4/\y2%x
: -10 8 - A 15 2 4
O f:y=2x+3 :
_—
: —
O g:y=-3x+4 ‘
: —
O h:y:%x—ll
A = Przecigcie(f, g) :
o
— (0.2, 34)
B = Przeciecie(g, h :
° ecie(g.h) — \
— (24,-32) _—
C = Praeciecie(f, h) ‘ =
= Przeciecie(f,
) ecielf, .
>
Przykiad 3.
: - 6
. a:y+3>0 ‘
. 5
@ b:ix-2<0 :
4
. c:2x—y+4>0
. d:x+y—4<0 :
@ WA AXY) " eiy+3>0Ax—2<0A2x—y+4>0
., y+3>0Ax—2<0A2x—y+42>0/
O eqliy+3=0 H 9 18 7 5 5 14 13 5 7
O eq2:x—2 =10
O eq3:2x—y+4 =0 :
O edqd: x+y—4=0 :
A = Przecigcie(eql, eq3
. geie( )
— (-35,-3) /

Projekt ,,ENIGMA - Wsparcie nauczania matematyki i informatyki w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych Metropolii Poznan” wspétfinansowany przez Unie
Europejska z Europejskiego Funduszu Spotecznego
w ramach Wielkopolskiego Regionalnego Programu Operacyjnego na lata 2014-2020



Fundusze

i 1| sAMORZAD WOJEWODZTWA Unia Europejska 2 ) kS
E::;ggﬁi;';:;ny WIELKOPOLSKIEGO Europejski Fundusz Spoteczny Bk
Przyktad 4.
Q@ a2 3:5x<4 = Y
Q@ b:i-ley+x<2 :
: ~ .
o craAbKY) :
L, 3<x<AA-l<y+x<2 b °
. \\‘
O eql: x = -3 : S -
\\
: A 3
O eq2: x = 4 - A
.
.
O eq3:y+x = —1 :
. c: =3 < x<AN
O eqd:y+x =2 :
A = Praeciecie(eql. eq3) : 8 5 -4 B 2 - 3 5 [ 7 8
= Przeciecie(eql, eq
@ b
— (-3, 2)
) B = Przeciecie(eql, eqd) ; :
- (-3,5) -
C = Przecigcie(eq2,eq4) : —4
@
— (4-2) -5
- \\
D = Przecigcie(eq2, eq3) - kS
()] - =6 N
Zadania

1. Przedstaw ilustracje graficzng uktadu nieréwnosci:

<_3 5 x| <3
IPE ofiy 11z 1
- y=zx+1

2. Napisz uktad nieréwnosci, ktory opisuje figure geometryczng przedstawiong na rysunku:

a) b)

N

o
-3

7/ -2 N

Y
rd
N
Ve
e R}

-4
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1
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 3 4 5 7
-1
e o — st
-3
-4
-5
6
-7
N
~ 6
N
~
N
® 5
Y
N
N\
N 4
N
N
N
N 3
AS
~
n
\R =
N
B 1
A
A Y
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 N 1 3 4 5 7
A
N
=4 ~
N
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